Problema 1:

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respdndelas.

P1) Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de
otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay
que pagar 18 euros a un Unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas
a usar para que el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacion: el tiempo
necesario para realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas
empleadas). (2,5 puntos)

Solucion:

Llamamos “x” al mimero de maquinas que se usan.

) .. 90 Y
Como 1 maquina tarda 80 horas, con 2 maquinas tardaremos 5= 45 horas y s1 utihzamos “x”

maquinas tardaremos 20 horas en realizar el trabajo.
x

Hallamos la expresion de la funcion gasto Gfx) que depende del mimero de maquinas en uso.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de

otros 5 euros por cada hora de uso = G(x}=10x+5@x=10x+400_
' x

Hay que sumarle el gasto del operario que cobra 18 euros por hora.

80 1440
G(x)=10x+400+18— = ——+10x+400

X X

Hallamos la derrvada de la funcion vy vemos cuando se anula.

G(x) =@+10x+400:>(}'[x) = _14:40 +10
X X
G'[xj:():}L?oHG:O:}% =10=1440=10x" =
X

1440
= x =W=144:> x=+144=12

Como estamos hablando de nimero de maquinas no nos sove el valor negativo de la raiz.

Sustituimos x =12 en la segunda derivada para decidir s1 es maximo o minimo.
—-1440 . 3 2880 . 2880
G(x)=———+10=—1440x" +10= G"(x) = 2880x" = 5= G”(12) =15 =0
# xu s 3

Como la segunda derivada toma valor positivo podemos afirmar que en x=12 hay un minimo
relativo de la funcion gasto.
Con 12 maquinas se consigue un minimo gasto.



Problema 2:

P2) Siendo p(¢)=0.15+sin’ (%-t}ccs[g-fj el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica

enire los instantes £, =0y ¢, =

1::

(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo.

(1,25 puntos)

(b) Calcula el precio medio ; de la luz entre los instantes #, =0 y # =1, sabiendo que el valor

medio de una funcioén continua f'en el intervalo [a, b] (a <b) es:

(1.25 puntos)
- 1 G
Earlis

Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.

Solucion:

a) Derivamos la funcion y averiguamos cuando se anula.

p(t)=0.15+sin’ [g-r]-ms[g-tJ =

. e T \& T .o e
=p (t):Esm(—-r]cos[—-r]—-cos[—-r]—sm (—-I}sn{—-
2 2 )2 2 2 2

_r]
Zsin( 21
2 2

. T . |x
t)=0=—sin| —-
p(} 2 [2

ﬁp’(t)zgsin[

SHE

= p’(t)

e

sin(g-rlz{)—}
2
= 3(:0*3.2[E
2
T 1 1
—» —-t=co8 —
2 3

2
2cos

T
2cos® [’—

(2=
w5 (5 )
w3

)
Jret(3))-

2

1 T 1
=——cos| —1|=.,|-
3 2 3

i= Ems_l ,JI = 060817
T 3

Tenemos dos extremos relativos. Valoramos la funcion en los extremos del intervalo y en
estos dos valores y determinamos los valores maximo y minimo del precio.



p(0)=0.15+sin’ E-:}J-mg@-ﬂ] ~0.15
p(0.60817) - 0_15+(1-%}J§= 0.5349
p(1)=0.15+sin’ (%-1}:05@-1) =0.15

W

El valor maximo se produce en = 2 cos” {EJ =0.60817 y el minimo se produce en f, =0
T
v =1

b} Calculamos lo pedido.

= 1 : ' .al & a
=— tidt= | 015+sin"| —-t |-cos| —-F |df
P=1gy Pl f [:a J [:»1 J

Calculamos primero 13 integral indefinida.

0.15+sin’| Z ¢ |-cos| Z¢ |dr =0.15¢+ | sin®| Z-¢ |-cos| Z-¢ |dt =
2 2 2 2

Cambio de variable

B sin E-I =I—}dx=£cns E-I df —» cos E-I c:'f=£cir -
2 2 2 2 T

='EI.151‘+J‘Exlcix=0_15I+E£=ﬂ_15t+isin'{£-t)+ﬂ
T T3 ir 2

Lo aplicamos al cilculo de 1a integral definida.

1 1
E=.[ 0_15+sin3(£-f}cns(£-f}ﬂ= ﬂ_15r+ism-‘(£-rJ -
, 2 2 3r \2 )],

0451 Zsin®| 1| 01504 Zsin’| 0| =0.15+ 2 =03622
iT 2 ir 2 ir

Elprecio medio 1_:1 de la luz entre los mstantes {, =0 v £, =1 es de 0.3622 por kilowatio/hora



Problema 3:

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y
resuélvelo en los casos en que sea compatible;

(m'2 73m)xfmy+2mz:3
(m2 —3m)x+3y+3mz:m+9

(Smfml)ermyfmz:(]

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Solucion:

mt—3m —-m 2m

La matriz de coeficientes es 4= m’=3m 3 3m | y la matriz ampliada es

Im—m m —m
m—3m —-m 2m 3
A/B=\m-3m 3 3m m+5

Sm—m* m -m 0

Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalents mas sencillo.

: 3 Fila 2* —Fila 1*

m. —3m -m 2m 3 m? —3m 3 3m m+0
A/B=|m-3Im 3 3m m+9|= X

3 ) 0 -m +3m m -2m 3

m-m mo-n 0 3+m m m+0— Nuevafila 2*

Fila 3* +Fila 1* .

3 m=-3m -m Im 3
Im-m m -m 0

2 = 0 3+m m m+0
m —3Im -m 2m 3 0 0 3
0 0 m 3-Nuevafila® "

Averiguamos cuando se amula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

m’—=3m —-m  2m
] 3+m m =m{3+m][ml—3m)=m{'_3+m}m{m—3_]=
0 0 |

=m' (3+m)(m-3)=0={3+m=0—[m=-3|
m—3={]—>

Se anula cuando m = -3, m = 0 y cuando m = 3.

Nos surgen 4 sitvaciones distintas que analizamos por separado.
CASO L m=-3 m=0ym=3
El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de 1a matriz

ampliada v el nimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouche el sistema es compatible
determinado (tiene solucién Gnica).



Resolvemos el sistema equivalente obtenido aphcando el método de Ganss.

‘m'—=3m -m 2m 3 (0 =3m)x—my + 2mz =3 1
0 3+m m mi6|= (3+m)y+mz=m+6,={m=0l=
0 0 m 3 mz=3 J
(7° —3m) x—mpy + 2mz = 3 (m —3m)x—m+1m1=3 |
= (3+m)y+mz=m+6}= ’“3 L=
J+m)y+m—=m+6
f=i (3+m)y mm m |
b

-

:f_m:—Emjx—ng;+ﬁ=3 L:}{m"—Sm}x—my:—E !-::r-
(3+m)y+3=m+6| (3+m)y=m+3|
(mr =3m)x—my=-3
= {m+3=0}= w3 = (m* =3m)x-m=-3=
m+3
m—3 m—3 1

= fm —3m2|.t=m‘—3:}{m'—:m ab'l]}:} x= A = m{m—E_‘j =;

Lasnlu::iﬁ-nesx=l,l}==1,z=i
m m
CASO2 m=0
P
0003
La matriz amphada equivalente obtenida queda 4/8=/0 3 0 6
(000 3
oa

Por lo que el rango de A es 1 y el de la amphada es 2. Al tener rangos distintos por el teorema
de Fouche el sistema es incompatible.

CASO 3. m=3
AE ™

0 -3 6 3

La matriz ampliada queda 4/B=|0 6 3 9
0 0 3 3

)



Por lo que el rango de A es 2, al ignal que el de |a ampliada A'B. Los rangos son iguales, pero
mencres que el mimero de medgnitas (3). Por el teorema de Rouche el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtemdo.

'l AR kY
0 -3 6 3| -3y+6z=3 —3_}=+ﬁz=3]
A/B=|0 6 3 9|=6y+3z=0 = 6y+3z=9 =
0 0 3 3| 3z=3 | J
b 4 &
(x=4
—3y+6=3] —3y=-3 ' .
= == r=|y=ll=|{y=1; Ak
6y+3=9 [ 6y=6 | Y 1’ =
A ly=
[x=4
Las sohuciones del sistema son {y=1; ik
1z=1
CASO 4. m=-13
La matriz ampliada queda
%% 1 [Fila3 -Fila 2* PR N
18 3 &6 3 00 -3 3 }.133—63
A/B=(0 0 -3 3|=« - =0 0 =30
00 3 -3
0033 1570 0 0-Nuevafia ¥ L.'} 000

Por ko que el rango de A es 2, al 1gual que el de la amphiada A'B. Los rangos son 1guales, perc
menores que el mimero de medgnitas (3). Por el teorema de Rouche el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtemdo.

,l"' 408
18 3 —6 3| 18x+3y-62=3 ]
18x+3y—62=
AlB=|0 0 -3 3|= Bz=3l= 7 :_f}:}
00 33 -3z=3 =
S

lEx+3}=—ﬁz=3]
= 3 1[::15x+3j+6=3:}IEI+3_}==—3:}5I+_}==—123~
I E—=—

-
—2

x=4
—y=—l-6x=|<y=-1-64; A=lf
z=-1




x=4
Las schiciones del sistema son 4 y=—-1-64; Ak
z=-1

Resumiendo: 51 m=—-3, m=0ym=3 el sistema es compatible determmadoe siende su solucion
=l_._];==1,zr=i . 51 m=—3 el sistema ez compatible mdeterminado siendo sus
m m
=i
soluciones < ¥y=-1-64; 2= 51 m=0 el sistema ez mcompatible v 51 m=73 el sistema es
z=-1

x=4i
compatible indeterminado siendo sus soluciones { y=1; A=,
z=1



Problema 4:
A2) Sean A y B dos matrices cuadradas 3x3 tales que [4] = % y |B|=2. Calcula [C| sabiendo que

c=2(aB)(B)"

(2,5 puntos)
Solucion:
Smphficamos la matnz C.
C=2(aB)(B) =2(4B) 45 EB) =
=248 4B-(B) ={3-‘ {B)" =I.:f} —2ABA
Calculamos el determinante de .

A-B-Ades
una matrz 3= 3

(C=[2-4-34 ={

}=2‘|A-E’-A|=

ermunante de un
= 4 producto de matrices es 1gual al } =
producto de sus determunantes

¢ : 1 1 1,1
~s |48 14-{|=/3) =81 431 s =g 121



Problema 5:

B1) Calcula la ecuacion continua de la recta 7 que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las

siguientes rectas: (2,5 puntos)
o 2x+y—3z—6:0 r:x+l_1_z+2
|2x-3z-8=0 2 11
Solucion:
Debemos buscar un punto A de la recta 7 v un punto B de la recta s tales que los puntos A, By P
estén almeados.

Hallamos laz ecuaciones paramétricas de las dos rectas.

+1 £2_ Ju =(2L1) [x="1+2a
_I _E_I ¥ = =t _*| = _ _
r=T— == :}{E{—LU,—E =rily=a ::>|A{_ 1+2a, e, 2+|:r;}|

lz=-2+a

x+y-3z-6=0 [2x+y-3z-6=0
<XTYTRE AT YTaE = ¥ +8+y-3 -6=0=

TT12x-3z2-8=0 T |2x=3z48
x=4+%ﬂ

Sy=-1=s5={y=-1 = E[4+%,ﬂ“_—lx]
I=4i =

Para que los puntos A B v P estén almeados los vectores AP v BFP deben tener coordenadas
propercionales.

A(-1+2a,a.-2+a)
3 R

AP=P(2,0,-1)—(-1+2a,e0, -2 +a) = [3-2a,-a.l-a)]
B[4+—ﬂ.,—2,.ﬁ, =__ g * 3 3
2 ) [ BP=P(2.0.-1)-| 4+3 2,22 =[—2—5.a,2,—1—2.] |

% 4 J

P{Z,D,—l]
[3-2a -« 3
—3=T—}ﬁ—4ﬂ=2ﬂ+;ﬂ.ﬁu
AP BP= 3—23&; =%=11—_ﬂr:’”j —1—5}, -
—2-o4 oA - l-a
2 —= Sa+al=2-2a
1.1 _l_.-:.
:ﬁ—ﬁﬂt=é|:|:‘.-€'. M2—12a =32 d-dg=pi
= o T st gy = A 4a=2
Ba+ai=2 TS atod=
A{E,E,l]:l

=—g=—l"a=1=
6+2ﬂ,=1—}1-1=—4—}A=—2—>E{1,—2_.—2]

Hallamos la recta que pasa por &, B v P.



A(3.2,0)et

B(L-2-2)e o B (122 (20)=(24-2)]

P(2,0,-1
P(2,0,-1)et (20.-1)et
W= aB="t(2-4,-2)=(,2.1)| 2 _y_z+l
£ e N oA A
P(2.0,-1)et —2

La ecuacion continua de la recta 7 que pasa por el punto Py corta a las rectas r v s es
z+l



Problema 6:

B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento 4B que pasa por A. (0,75
puntos)
(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
Solucion:
| B
P I
D C -
(a) Hallamos el vector 48 que serd el vector director de la recta » que contiene los puntos C v
D.
A(10,-1 —
(Lo, ﬂ = AB=(1,4,2)-(1,0,-1)=(0.4,3)
B(14.2) | :

Hallamos la ecuacion de la recta que contiene los puntos C v D

- — =@
VF=AB=EU,4,3] = (I
F:

y=—4+44
P6~4-8)er | | _ il

L

(k) El planc perpendicular al segmento AB que pasa por A tiene como vector normal AB.
;I:E =|:D_4,3}] 5:4}:+3I+D=D]

= =-5+D~02 D=3 [
A(L0-Nex | A(L0-les | 3 y+izts

(c) El punto de corte de la recta v el plano s el vértice D del cuadrade.
x=4
rrep=—d44+42
z=—4+34
x:4y+32+3=UJ'

=4 A4+42)+3(HA+34)43=0=-16+164-12+92+3=0=

x=6
=BA-B=0=A=1={y=—4+4=0 = D(6,0,-1}
z=—4+3=-1

Tenemos que D(6.0,—1). El vértice C lo hallamos sumando al punto D el vector AB .

AB=(0,43)| _
= C=D+4E=(6,0,-1)+(0,4,3)=(6.4,2
D601y [ (6.0.-1)+(0.4,3)=(6.4.2)

El cuarto vertice del cuadrado es C(ﬁ._d_.ﬁ‘,l



Problema 7:

Cl1) Sea f(x)—cos(72;[-.76}-1n(x2 +x75).

a) Demuestra que f'es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f'(c) = 0. Enuncia el resultado teorico
utilizado, y justifica su uso. (1,75 puntos)
Solucion:

a) Para que sea continua debe ser x” +x—350_

xe[L3]=22xSi Y 22V S P 425y +xSF 43

S P25 x5 453521 +x-55T

Por lo que existe el logartmo neperianc v la funcion es un producte de finciones contmuas en
el intervalo [2,3] v por tanto continua en dicho intervalo.

b) Vamos a comprobar =1 32 cumple las condiciones del teorema de Folle.
La funcién es continua en [2,3].

{ s
Tenemos que f(2) ={:D5L%-IJ-I|1{1' +2-3)=cos(x)lnl=-1-0=0y

f{3j=cnsi%-3]-]nf33 +3—5]=m5{3§ﬁ|lﬂ? =0-ln7=0.porlo que f{2}=7(3).

La funcion ez derivable, siendo =u dermvada

¥ (x O . [:i'r ]
(xl=——=sen| — x| Inlx" +x-3 |+cos| —x |
f(x)=—7 sen| 3% | Tn( J+eos| 3

ningin problema en el intervalo (2, 3) pues x*+x—-5>0.
Podemos aplicar el tecrema de Folle a la funcion f(x}=ms(g-x}h{x:+x—5} en el

2x+1

= . Esta dervada no plantea
X +x-3

mtervalo [2,3] v afirmar que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que £7(c) = 0.



Problema 8:

3

C2) Se considera la funcion f (x) = zx . Estudia sus asintotas y simetrias.

¥

Estudia la aproximacion de la funcion a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)
Solucion:

Estudiamos la simetria.

3 |:—:-:}* -3 3x’

=XI= = = = = = = - x

La funcion es mmpar.
Estudiamos sus azintotas.

El dominic de la fimecidn son tedos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
P od=0 =4 r=1=12
El dominio de la funcién es & —{-2,2}.

Asintotas verticales. x=a
;X =—2 es asintota vertical?
) T S | ) R ¥
]ml = ] = = _—=

i 7 (x)= lim (-2)-4 0

x =—2 es azintota vertical

a0

ix =2 es asintota vertical?

. . 3x 32 M4
lim I=|.'III‘.'I._‘—=_|_=_=:Q
r’-"f{:l =y -4 -4 0

x =2 es asintota vertical

Asintota horizontal y =25

b=lim £(x) =lim—>— = m % = lim3x =m
== ]

== T —;l. E ol

La funcion no tiene asmtota honzontal.

Asintota oblicua. y=nm+n

3x
m=tim ) oy =4 gy 3T iy 3
== ¥ = X = _.-_I_I ==y

{3 g .
=i () =l 2 3¢ |-l 2312
= F ‘“’"LI' _4 J o x__4

¥ ¥
im 2 2212,

e = e =

Larecta y=3x es asintota oblicua de la funcion.

Estudiames la aproxmmacion de la fincion a sus asintotas verticales.



x =-—2 ey azintota vertical.

t |
3x
2

oy dl
= _
[ I
| |~
e | ]
L] |
| S—
Il
L dl
w ||
(2] .._I

lim
I

x =2 es asintota verhcal.





