Problema 1:

APARTADO 1 (Bloque A+D) [2,5 PUNTOS]

Resuelva una de las siguientes cuestiones (1A o 1B):

1 A) Considere las matrices

1 -1 -1 9 2
A= -1 1 o], B=|0 -1
2 -1 0 1 -1

C =

.

-1
0

1A.a) [1 PUNTO] Razone si A tiene inversa. En caso afirmativo, calctlela.

1A.b) [0,5 PUNTOS] Calcule C' — 3B.

1A.c) [1 PUNTO] Resuelve la ecuacion AX + 3B = C.

Solucion:

1A.a) Para que la matriz tenga inversa su determinante no debe ser nulo.

1 -1 -1

[4=1-1 1 0|=0+0-1+2-0-0=1=0

2 -1 0

El determinante de A es distinto de cero y esta matriz tiene inversa. La calculamos.

1 -1 2 1 -1 -1 =1
+ - +
Adjl-1 1 -1 0 0 -1 0
_lecy'(Ar}: 10 o) |tz |17
|4 1 00 -1 0
-1 2 1 2
+ - +
1 -1 -1 -1
0 1 1
Al=l0o 2 1
-1 =1 0
1A.b) Calculamos la matriz C— 38.
-3 0 2 2 -2 0 -3-6 0+6 2-0
C-3B=-1 2 1 (=30 -1 2 |=-1-0 2+3 1-6
0 -2 -1 1 -1 -1 0-3 -2+3 -1+3

1A.c) Despejamos X de la ecuacidn matricial.

AX +3B=C= AX=C-3B= X=A"(C-3B)

Determinamos la expresion de la matriz X.

0 1 1y-9 6 2

X=A'(C-3B)=| 0 2 1| -1 5 -5

-1 -1 0Jl-3 1 2
-4 6 -3

La matriz X tiene la expresion X=|-5 11 -8,
10 -11 3

-1-3
=|-2-3
9+1

5+1
10+1

-6-5

-9 6
-1

-3

-3+2
-10+2
—2+5

2

-5

2

0
2
-2

2
1
-1



Problema 2:
1B) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
r—3y+z=2

—2r+4+2z=10
—r—3y+3z=a

dependiente del parametro a € R.
Determine si este sistema es incompatible, compatible determinado o compatible indeterminado en el caso en

que:
1B.a) [1,25 PUNTOS] a = 2. Resuélvalo si es compatible.
1B.b) [1,25 PUNTOS] a = 8. Resué¢lvalo si es compatible.
Solucion:
x— 3y+z=2
1B.a) Para a=2 el sistema queda {-2x+2z=0
-x=3y+3z=2
1 -3 1
Este sistemna tiene como matriz de coeficientes A= -2 0 2| y como matriz ampliada
-1 -3 3
1 =31 2
AlB=-2 0 2 0]
-1 -3 3 2

Utilizamos el método de Gauss para transformar la matriz ampliada v obtener un sistema
triangular equivalente.

Fila 3* + Fila 1°

1 N 1 -3 3 2 l
AlB=|-2 0 2 0|=4 .

\ U Al 0 -6 4 4— Nuevafila3®
Fila 2° + 2-Fila 1°
> a0 % 0o l 1 -3 1 2
s 6 2 4 =0 -6 4 4|=
0 6 4 4->Nuevafila2® 0 -6 44
Fila 3* — Fila 2 —_—
0 6 4 4 l L =31z
o 6 4 4 =0 -6 4 4
0 0 0 0> Nuevafila 3 “._A_.“ 0

Los rangos de la matriz A y de A/B son iguales a 2, menor que el nimero de incognitas
(3). El sistemna es compatible indeterminado.
Lo resolvemos partiendo del sistema equivalente obtenido.



1 =3
x~3y+z=2 ¥x=3y+z=2 k=3y+z=2
0oe ﬁfax 4}=3y2 z}z'ayzz}:'
~By+dz= —3Ip+2z= -iy=2-2z2
0 0 0 ¥ ¥ ¥
A

X =

2
= ktE-2it == x-=0= k== | -3)=2-2a = J= 3 +3£‘i‘

E= X

2
Para a= 2 las soluciones del sistema son &= a; y:?+iﬁr: =g para cualquier valor

aelk.
¥=3y+e=2
I1B.b) Para a=48 el sistema queda | —2x+22=10
-¥=3y+3z=8
1 -3 1
Este sistema tiene como matriz de coeficientes 4= -2 0 2| v como matriz ampliada
\-1 -3 3
1 -3 1 2
Arg=|-2 0 2 0|.
-1 -3 3 8

Utilizamos el método de Gauss para transformar la matriz ampliada y obtener un sistema
triangular equivalente.
Fila 3* + Fila 1

Al B 12;3;3 b s
e = 31 2
1 -3 3 8

-6 4 10— Mueva fila 3

(Fila 2* + 2.Fila 1° ‘31 2
2 0 20

. 2 & 2 4 =0 -6 4 4 |=
0 -6 4 4-» Nuevafila?2® \0 -6 4 10
(Fila 3* - Fila 2® —_s

0 -6 4 10 1 =512
0 & -1 -4 =0 -6 4 4
0 0 0 6 - Nuevafila 3 7 0 06

Elrango de la matriz A es 2 v el de AB es 3. Los rangos son distintos v el sistema es
incompatible (sin solucidn).



Problema 3:

APARTADO 2 (Bloque B) [2,5 PUNTOS]

Resuelva una de las siguientes cuestiones (2A o 2B):

2A) Considere la siguiente funcion definida a trozos

o) = 2 — 622 4+ 92, siz<3
7 In(2? - 9), siz >3,

donde In denota al logaritmo neperiano.
2A.a) [0,5 PUNTOS] Determine el dominio de definicion de f(z).
2A.b) [0,75 PUNTOS] Determine los intervalos de continuidad de f(z).
2A.c) [0,5 PUNTOS] Halle los puntos de corte de f(x) con el eje OX de abscisas.

2A.d) [0,75 PUNTOS] Calcule la(s) asintota(s) de f(x) y diga de que tipo(s) es(son), si la(s) tiene.

Solucion:



2A.a) El iinico problema se puede plantear al calcular ] logaritmo neperiano, pero si x> 3
entonces ¥ —~9>9-9 =0 y el logaritmo neperiano Ln(f —9} existe.
El dominio de la funcidn es todo (B .

2A.h) Enel intervalo (o0, 3) la funciénes £ (x)=x"—6x" +9x que es una funcidn
polindmica y por tanio continua.
En el intervalo (3, +=) la funcidn es f{x)=In( —9} que es una funcidn logaritmica que

s continua pues x° -9 0.
Comprobamos la continuidad en x = 3.

f(3)=3"-6:3"+9.3=0
lim f{x)=lims —6x +9x=0 = lim f{ x)= lim f{ x)
= - x—ad =l
lim f(x)= }l_dn'_ﬂ.n{f -9)=In(9-9)=-x
La funcién no es continua en ¥ = 3. La funcién es continua en |-, 3} 3,420 ).

£A.c) Hallamos los punios de corte.

rf‘—ﬁf+9::n-u{:’—ﬁx+9]:ﬂ—r

([x=0 E{—m,ﬂ}

loa 3 P 6 4/(-6)" ~36 .
¥ -6x +9x% s x<3 ij ki i 2 -
,I"{x]: 3 ,
]n{x —9} LT e

e OX = y=0| [In[x-8)=0-x-0=12 ¥ =10

[ 0] 3 16 (3.0

|
Los puntos de corte de /() con el eje OX de abscisas son {0,0), (3.0) y (+/10,0).



248.d) Asintotas verticales. x= a.
x=3 es asintota vertical por la derecha pues lim f( %)= limln{ ¥ -9)=In(9-9) ==,
e s *

Asintota horizontal. y= b.
Buscamos en —co,
lim f(x)=lim &' — 65" +9x=—=
Mo existe asiniota horizontal coando x tiende a —co.
Buscamos on +oo.
lim £ x)= lim In{ & = 9) =+
Mo exite asintota horizontal cuando x tiende a oo,

Asintota oblicua. y= s+

3
i X a9 g
=l lr{.t'}_ o + o
m_nt;l:l P (f } 2X
In -9 @ ¥ -0 2x
= lim s—=!L fiall = lim = lim =0
b ¥ s { IhEFI r Kb I P .t':z _9

Como el valor obienido es +oo y 0 la funcidn no tiene asintota oblicua.

Resumienda: La funcidn tiene una asintota vertical por la derecha: x=23 y no tiene ni
asintota horizontal ni oblicua.



Problema 4:
T
2B) Considere la funcién f(r) = ————.
) Considere la funcién f(x) 211
2B.a) [0,5 PUNTOS] Determine la parte del dominio de definicion de f(x) en que es decreciente.
2B.b) [1 PUNTO] Determine la parte del dominio de definicion de f(x) en que es concava.

2B.c¢) [1 PUNTO] Determine los puntos de inflexion de f(x).

Solucion:



2B.a) El dominio de la funcidn es todo B |, pues el denominador nunca se anula. Buscamos
los puntos criticos de la funcidn usando la derivada.

1(# +l}-Ex-x: £4l-28  1-¥
{f +l:||2 {f 1 l:||2 {f 1 l:||2

r{:}:ﬁza r(x)=

r'{x}=u=~{:; “F}i =u=~l—f=u=~f=l=~|x=ﬁ=ﬂ|
+1

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre ¥ después de estos dos puntos criticos:
¥r=-1y x=1

e Enel intervalo (—=,~1) tomamos x = -2y la derivada vale

1-(-2) -
f(-2)= (-2) == 3 <0, La funcion decrece en (—=.-1).
(-2 +) =
. . 1-0°
» Enelintervalo {~11) tomamos x = Oy la derivada vale f {ﬂ}:{ ; }E:I:-H.I_a
0°+1
funcidn crece en (-1,1).
1-2° -3
» Enelintervalo (1, +20) tomamos x = 2y la derivada vale F7(2)=- ===—ux.
(2%+1) 23
La funcidn decrece en 1+ ).
La funcidn es decreciente en [ oo, =1)w(1, +20)
2B.bh) Buscamos los valores que anulan la segunda derivada.
i
f - 5 o =2al A 1) 21 o |2l o
lx)= 7= x)= } ,f} { }:
{f +l} {f +1}

2 1) da(l-#) a0 pe-dxid¥ 240 -6y

(#+1) (¢+1)  (#e)



=0
f"{j‘}:ﬂ:‘.ﬁM =2x'-6x=0=2x¥-3)=0 Z[

{fﬂ} f—a:u—;

Estudiamos el signo de la segunda derivada anies, entre v después de estos ires valores.

¢ [En el intervalo {—m.—qﬁ} tomamos x = -2y la segunda derivada vale
2(-2) —6(- z}

]l +
¢ En el intervalo {—-ﬁ ﬂ] tomamaos x = —J1 v la segunda derivada vale

f(-2)= = 0. La funcidn es concava (N) en { ‘qﬁ}

1"”[—1}_LEH:"I = E;-- 0. La funcitn es convexa (L) en {—qﬁ,ﬂ}.
[ - +1}
* Enel intervalo |[D +J-J tomamos x = [y la segunda derivada vale
l]n E{l]n
(Fay 8
¢ En el intervalo {+~.ﬁ +m} tomamas x = &'y la segunda derivada vale
2(2)' -6(2) 4
(2541) 125

r(1)= < 0. La funcidn es cdncava (M) en {ﬂ. +1.|'§}

r=(2)= = 0. La funcidn es convexa (U] en {+ 3.+m}.

La funcidn es cdncava en [—ur—-.ﬁ]l u{ﬂ,+-..|"§}.

2B.c) La funcidn cambia de concavidad a convexidad o viceversa en x=10, .1'—+\E ¥

x=—/3.
i B ]
f{—«ﬁ]:[_ﬁ]zﬂz ; —r.d[—ﬁ-T]
ﬂuy:uF+l=n » B(0,0)
I
r(+5)- (I] - .c|+J§,T]

3 3
Sus puntos de inflexidn son .=‘|| :r] B(0,0) y C‘| +3, %]



Problema 5:

APARTADO 3 (Bloque C) [2,5 PUNTOS]

r+y—2=10

Considere el punto P = (1,5,0) y larectar : { 2% — 2 —1=0

3.a) [0,75 PUNTOS] Obtenga la ecuacion de la recta paralela a r que pase por el punto P.

3.b) [1,25 PUNTOS] Considere un punto P’ en r y un vector direccion de r. Calcule el area del
paralelogramo determinado por PP y el vector direccion de r elegido.

3.¢) [0,5 PUNTOS] Calcule la distancia entre Py r.

Solucion:

J.a) Hallamos un vector director y un punto de la recta r

X=a
X+ p=2=0 y=2-x Ff{ﬂ.E.—l}
& = = ria¥=2-a = .
2x—z=-1=0 Zx=-1=z v=({1-12)
= =1+ 2ex !

La recta s paralela a rtiene como vector director el vector director de r

P{I.E.ﬂ}ts } ¥=1+4

A =gy p=0=-d;ielk
u=v =(1,-1,2}

Z=24

3.b) Dibujamos el paralelogramo.

P

Consideramos el punto P'= P (0, 2,~1) y el vector director v, = (1, -1, 2}. Hallamos las

coordenadas del punto ) sumando al punto P el vector u,' .
Q= FPvv =(0,2,-1}+(1,-1,2)=(1,1,1)
Eldrea del paralelogramo es el mdbdulo del producto vectorial £ Px r: .

P P=(1,50)-{0,2,-1)=(1,3,1)

ij Kk
PPev=[l 3 1|=6i+j-k-3k-2j+i=Ti— j—4k=(7,-1-4)
1 -1 2

Area=[P Py = 1" +(-1)" +(-4)" =| 66 =8.124 o



El drea del paralelogramo tiene un valor de /66 = 8.124 unidades cuadradas.

Jd.c) La distancia del punio P a la recia res el valor del drea del paralelogramo dividida por el
middulo del vector u,' (base del paralelogramao).

=1|'||2 -1} +2° =6

Area paralelogramo  J66
hase = |I.- :| V6

d(P.r)= =411 = 3.32 unidades




Problema 6:
APARTADO 4 (Bloque E) [2,5 PUNTOS]
Resuelva una de las siguientes cuestiones (4A o 4B):

4A) Determinada enfermedad es curable si se trata antes de que aparezcan sus sintomas. Para poder tratar a
los pacientes a tiempo, se pasa un test a la mayor parte de la poblacion. El 1, 5% de la poblacion sufre esta
enfermedad. La probabilidad de que, no sufriendo la enfermedad, el test de positivo es 0,021 y la de que si
estas enfermo de negativo también es 0, 021.

4A.a) [0,5 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de no suftir la enfermedad?

4A.b) [0,75 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de que el test de positivo si la persona esta enferma?

4A.c) [1,25 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de que la persona esté enferma si el test ha dado
positivo?

Solucion:
Llamamos M al suceso “sufrir la enfermedad”™ y T a “el test da positivo™.

Tenemos que P(M)=0015, P(T/M)=0021y P{T/M)=0021.

4A.a) Nos piden calcular P{E} Como es el suceso contrario de sufrir la enfermedad

lenemos que F{T{}— 1- P{M)=1-0015=0.985.

4A b) Nos piden calcular P{T/AM ). Como es el suceso contrario de dar negativo si tienes la

enfermedad tenemos que P(T/M)=1- P{?x M )=1-0.021=0.979.

4A.c) Nos piden caleular P{ A/ T). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

de Bayes.
P(MAT) P(M)P(TI M) i
AMIT)= =5 P(M)P(T M)+ P(M)P(T /M)
0.015.0.979 [a79

=0.413

0.015.0.979+0.985-0.021 | 2358

La probabilidad de que la persona esté enferma si el test ha dado positivo tene un valor
aproximado de 0,415,



Problema 7:

4B) Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,8, P(B) =0,5y
P(AUuB)=1.

4B.a) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(AN B).
4B.b) [0,75 PUNTOS] Razone si A y B son independientes.
4B.c) [0,5 PUNTOS] Calcule la P(B¢), con B€ el suceso contrario a B.

4B.d) [0,75 PUNTOS] Calcule la P{A° N B°), con A€ el suceso contrario a A.
Solucion:
4B.a) Utilizamos la férmula de la probabilidad de la unidn de dos sucesos,

FlAU R =1

P(A)=08

P{E)=0.25

P(Au B) = P A)+ P(B)- P(AB)

—=1=08+0.5- P A~ B) =

—|P(ArB)=13-1=03

Hemos obtenido que P A B) =0.3.

4B.b) Para que A y B sean independientes debe cumplirse que P AnB) = P A) P| B).

Averiguamos si se cumple la igualdad o no.

P{Au“"lﬂ}:ﬂ_ﬂ.
P(A)P(B)=0805=04 = P{AnEB)=0.3=04=P(A)P(B)

Mo se cumple la igualdad v los sucesos A v B no son independientes.
4B.c) P(B'|=1-P(B)=1-05=05
4B.d) Utilizamos las leyes de Morgan.

P( & ~B)=P((Au B) ) =1- P(Au B} =1-1=[0]





