
Matemáticas II  Julio 2013 

 

OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.1. Comprobar razonadamente, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado que: 

a) Si el producto de dos matrices cuadradas  A  y  B  es conmutativo, es decir que   

A B = B A, entonces se deduce que  A
2
 B

2
 = (A B)

2
.  (2 puntos). 

b) Que la matriz  
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730
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001

A   satisface la relación  A
2
 – 3 A + 2 I = O, siendo  I  y  O, 

respectivamente, las matrices de orden  3x3  unidad y nula,  (4 puntos), y que una matriz A 

tal que   A
2
 – 3 A + 2 I = O   tiene matriz inversa.  (2 puntos). 

c) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los 

valores   α  y  β   tales que A
3
 = α A + β I, sabiendo que la matriz  A  verifica la igualdad  

A
2
 – 3 A + 2 I = O.  (2 puntos). 

 
Solución: 

a) Debemos comprobar que,  si  A B = B A   →   A
2
 B

2
 = (A B)

2
 

A
2
 B

2
 = A A B B = ( como el producto de matrices es asociativo )  

= A ( A B ) B = ( como  A B = B A ) 

= A ( B A ) B = ( como el producto de matrices es asociativo ) 

= ( A B ) ( A B ) =(A B)
2
 ( como queríamos comprobar ) 

 

b) Calculemos, 
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Por lo tanto hemos comprobado que   A
2
 – 3 A + 2 I = O 

*   *   * 

Si  A  es una matriz que cumple  A
2
 – 3 A + 2 I = O  →  1A−

∃  

Para comprobar  que la matriz  A  tiene inversa debemos obtener una expresión del tipo  A (matriz) = I 

Partimos de:   A
2
 – 3 A + 2 I = O, luego, 

A
2
 – 3 A = O – 2 I 

A
2
 – 3 A = – 2 I, por la propiedad distributiva del producto respecto de la diferencia de matrices, 

A ( A – 3 I ) = – 2 I, multiplicando ambos miembros por 
2

1−
 

( ) I
2

1
I3AA =

−
−  

Hemos obtenido  que  ( ) I
2

1
I3AA =




 −
− , por lo tanto la matriz inversa de  A  es  ( ) 




 −
−

2

1
I3A  
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c) Como  A
2
 – 3 A + 2 I = O 

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por la matriz  A  por la derecha, 

A
2
 A – 3 A A + 2 I A = O A, operando 

A
3
 – 3 A

2
 + 2 A = O,  despejando A

3
  

A
3
 = 3 A

2
 – 2 A,   

Como  A
2
 – 3 A + 2 I = O,    A

2
 = 3 A – 2 I,  por lo tanto 

A
3
 = 3 ( 3 A – 2 I ) – 2 A = 9 A – 6 I – 2 A = 7 A – 6 I 

 

Hemos obtenido:  A
3
 = 7 A – 6 I, por lo tanto los valores de   α  y  β   buscados serán   α = 7   y   β = – 6. 
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Matemáticas II  Julio 2014 

 
OPCIÓN A 

 

PROBLEMA A.1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) El valor del determinante de la matriz 
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531

111
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S

 

 , (2 puntos) y la matriz  S
-1

 , 

que es la matriz inversa de la matriz S. (2 puntos). Indicar la relación entre que el valor del 

determinante de una matriz S sea o no nulo y la propiedad de que esta matriz admita matriz 

inversa S
-1

 . (1 punto). 

b) El determinante de  la matriz  ( )( ) 12T4
−

 , sabiendo que T es una matriz cuadrada de 3 filas y  

que 20 es el valor del determinante de dicha matriz T.  (3 puntos). 

c) La solución  a  de la ecuación 
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.  (2 puntos). 

 
Solución: 

a) Calculamos   /S/  por la regla de Sarrus, 

1S0SComo

2010612310
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Calculamos  S
-1

   por el método de los adjuntos, 
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Finalmente, 
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Por tanto:  
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La relación pedida es:  Si   S  es una matriz cuadrada cuyo determinante es no nulo, entonces admite matriz 

inversa.  

 

 

b) Sabemos que  T  es una matriz  3x3   y  que  20T = , hay que calcular ( )( ) 12T4
−

 

De las propiedades de los determinantes sabemos que NMNM = , que si  M  es  n x n  MM
nαα =  y 

que 
M

1
M

1
=

−
. Apliquemos estas propiedades para calcular el determinante pedido, 

( )( )
( ) 25600

1

20204

1

TT4

1

TT4

1

TT4

1

T4

1
T4

332

12
======

−

..
 

 

 

c) La ecuación matricial planteada da lugar a  9  ecuaciones. Ahora bien, no es necesario escribir las 

    ecuaciones que son identidades, por ejemplo,  a = a,   – 3 = – 3, etc. 

Por lo tanto, el sistema a resolver será: 
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2

 

Como quiera que la primera 

ecuación es la segunda y lo 

mismo ocurre con la tercera y 

cuarta, el sistema queda 

reducido a: 
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Como es un sistema de dos ecuaciones con una sola incógnita, resolvemos cada una de las ecuaciones y las 

soluciones del sistema serán aquellas que cumplan ambas ecuaciones. 
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La solución que cumple ambas ecuaciones es  a = 2, esta es la solución del sistema. 

 

Solución:   La solución de la ecuación matricial planteada es  a = 2. 
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Matemáticas II  Julio 2015 

 
OPCIÓN B 

 

PROBLEMA B.1. Se dan las matrices y

01z

32y

11x

A















 −

=  .















 −

=

010

321

11x

B  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores de  x  para los que la matriz  B  tiene inversa.  (3 puntos) 

b) El valor del determinante de las matrices  A
3
  y  















 −

05z2

310y2

15x2

, sabiendo que el valor 

del determinante de la matriz  A  es 8.   (4 puntos) 

c) Los valores de  x,  y,  z  para los cuales 
















−

=

231

673

400

A
2 .   (3 puntos) 

 
Solución: 

a) ¿x? /  ∃ B
-1

, 

Para que exista   B
-1

   debe ser  |B| ≠ 0. 

3

1

3

1
x1x30x31

x31

010

321

11x

B

−
=

−
==−=−−

−−=

−

=

;;  

Por lo tanto,  para  
1

B
3

1
x

−
∃

−
≠  

 

 

b) ¿|A
3
|  si  |A| = 8? 

De las propiedades de los determinantes sabemos que NMNM = , luego 

5128AAAAAAAA
333

=====  

 

Solución, si  |A| = 8  entonces  |A
3
| = 512 
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Solución,  si  |A| = 8  entonces  80

05z2

310y2

15x2

=

−

 

 

 

c) ¿x, y, z? /  

















−

=

231

673

400

A
2

. 

Calculemos  A
2
, 
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3z2zyzx
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3z2zyzx

6y34yz3y2xy

3x12xzyx

01z

32y

11x

01z

32y

11x

A

22

2  

 

La ecuación matricial a resolver es:   
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Por tanto, el sistema a resolver será: 
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 Efectuando operaciones: 





















=

=
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=

=

=++

−=

−=
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1z

1z

1yzx

0y

0y
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Comprobemos que los valores  de  x, y, z  obtenidos cumplen las tres ecuaciones que quedan, 

¿ x
2
 + y – z = 0 ? 

( – 1 )
2
 + 0 – 1 = 1 – 1 = 0, se cumple.     

 

¿ x y + 2 y +3  z = 3 ? 

( – 1 ) . 0 + 2 . 0 + 3 . 1 = 3, se cumple.     

 

¿ z x+ y =  –1 ? 

1 . ( – 1 ) + 0 = – 1, se cumple.     

 

Solución:   x = – 1 ,  y = 0 ,  z = 1 
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Matemáticas II    Julio 2016 

 

PROBLEMA B.1. Se dan las matrices   .,

















=

















−

−

=















 −
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100

010

001

Ie

101

212

110

B

110

121

111

A  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El determinante de las matrices  ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )puntos51A3B2Aypuntos51B2A
122

,,
−

⋅⋅⋅  
 

b) Las matrices  ( ) ( )( ) ( )puntos2BABypuntos2A
111

−−−
⋅⋅   

 

c) La solución de la ecuación matricial   A . X + B . X = 3 I.    (3 puntos) 

 
Solución: 

En la resolución del problema utilizaremos las siguientes propiedades de los determinantes: 

{ } An3x3AserporAn
A

1
AAABABA

31nn
=====

− ,,,.  

a) Calculemos, en primer lugar, A  y  B 

{ } 5212

101

212

110

B121
11

21
1

110

210

111

FF

110

121

111

A 12 =++=

−

−

=−=−==

−

=−=

−

= ;  

 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) 27

200

127

1
200

A3

1
200

A3

1
200A3200A3B2AA3B2A

200581B8AB2AB2AB2AB2A

3

11212

2223222

=
−

⋅−=

=⋅−=⋅−=⋅−=⋅=⋅⋅

−=⋅⋅−=⋅⋅====⋅

−−−

 

 

 

b) Para que exista   A
-1

   debe ser  |A| ≠ 0, como hemos calculado en el apartado anterior  |A|= – 1 ≠ 0. 

Calculemos   A
-1
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−−
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=
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A

1
A
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123

112
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21

11

11

11

12

11

10

11

10

11

11

11

10

21

10
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11

12

110

121
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A

1

traspuestaadjuntosmenores

 

Luego, 
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Para el obtener la siguiente matriz aplicamos la siguiente propiedad   ( ) 111
ABBA −−−

⋅=⋅  

( )( ) ( )( ) ( ) AAIABBABBABBBAB
11

111
11

=⋅=⋅⋅=⋅=⋅=⋅⋅
−−

−−−
−−

 

 

 

c) ¿X? / A . X + B . X = 3 I . 

A . X + B . X = 3 I,  

( A + B ) X = 3 I, si existe  ( A + B )
-1

   entonces multiplicando por la derecha por ella, 

( A + B )
-1

  ( A + B ) X = ( A + B )
-1

  3 I 

I  X = ( A + B )
-1

  3 I 

X = ( A + B )
-1

  3 I 

 

Comprobemos que existe  ( A + B )
-1

 

( ) 1
BA033666

011

333

221

BA

011

333

221

101

212
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110

121
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BA
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=+















 −

=
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−

+















 −

=+

 

 

Calculemos  ( A + B )
-1

,  

( )
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=
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923

1223

3

1

310

923

1223

BA

1
BA

310

923

1223

3912

122

033

3912

122

033

33

21

33

21

33

22

11

21

01

21

01

22

11

33

01

33

01

33

011

333

221

BA

1
traspuesta

adjuntosmenores

 

 

Finalmente, 

( )
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−−

=+=
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3

1
3BA3X

1
 

 

Solución:  
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Matemáticas II    Julio 2017 
 

PROBLEMA A.1. Sean  A  y  B  dos matrices cuadradas de orden  3  tales que  A
2
 = – A – I  y 

2 B
3
 = B, siendo  

















=

100

010

001

I  la matriz identidad. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La justificación de que la matriz  A  es invertible  (2 puntos)   y  el cálculo de la matriz  

A
3
 en función de  A  y de  I  (2 puntos).  

b) Los valores posibles del determinante de  B.   (3 puntos) 

c) El valor del determinante de la matriz B
2
, sabiendo que la matriz  B  tiene inversa 

(2 puntos). 
 

Solución: 

a)  ¿A  es invertible? 

A
2
 = – A – I   (despejando I)→   I = – A

2
 – A   (sacando factor común A)→   I = A ( – A – I ) 

Por tanto, existe  A
-1

   y   A
-1

 =  – A – I 

 

Cálculo de  A
3
, 

A
3
 = A

2
 . A = ( – A – I ) A = – A

2
 – A  = I (según lo obtenido anteriormente) 

Por tanto,  A
3
 = I 

 

 

En la resolución de los siguientes apartados  utilizaremos las siguientes propiedades de los determinantes: 

{ } An3x3AserporAnAABABA
3nn

==== ,,.  

b) ¿B? 

Como   B = 2 B
3
   →   B = 2 B

3 = (como B es 3x3) = 2
3
  B3 = 8 B3

 

Luego,  B = 8 B3
   →   B – 8 B3

 = 0   →   B ( 1 – 8 B2
 ) = 0   → 

2

2

8

1
BB

8

1
B810B81

0B

222
±=±=→=→=→=−

=

 

Por tanto, los posibles valores del determinante de  B  son:   
2

2
y0

2

2
,−  

 

 

c) ¿B2? Sabiendo que existe  B
-1

 

Como   B = 2 B
3
   y  como existe  B

-1
 

Multiplicando por la derecha por  B
-1

  

B B
-1

 = 2 B
3
 B

-1
  

B B
-1

 = 2 B
2
 B B

-1
 

I = 2 B
2
 I 

I = 2 B
2
 
2B2I = , como I es la matriz identidad  y  B es 3x3 

8

1
BB81

22
=→=  

 

Por tanto, 
8

1
B2

=  
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Matemáticas II    Julio 2017 

 

PROBLEMA B.1. Se consideran las matrices .

















=















 −

=

100

010

001

Ie

001

010

100

A  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La justificación de que  A  tiene matriz inversa y el cálculo de dicha inversa  A
-1

. 

(2 + 2  puntos) 

b) La justificación de que   A
4
 = I.  (2 puntos) 

c) El cálculo de las matrices  A
7
,   A

30
   y   A

100
.   (4 puntos) 

 
Solución: 

a) Calculemos, en primer lugar, A 

1
A01

001

010

100

A
−

∃→≠=

−

=  

Calculemos   A
-1

 

















−

=

















−

=

















−

=→

















−

→















 −

→















 −

=

























−−

−−
→















 −

=

−

001

010

100

001

010

100

1

1

001

010

100

A

1
A

001

010

100

001

010

100

001

010

100

10

00

00

10

01

10

01

00

01

10

00

10

01

10

01

00

00

01

001

010

100

A

1

traspuestaadjuntosmenores

 

Luego, 

















−

=
−

001

010

100

A 1
 

 

 

 

b) ¿ A
4
 = I ?. 

Calculemos  A
2
,  

















−

−

=

















−















−

=

100

010

001

001

010

100

001

010

100

A
2  

Y finalmente,  I

100

010

001

100

010

001

100

010

001

A4
=

















=

















−

−

















−

−

=  

 

Por tanto, hemos comprobado que   A
4
 = I. 
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c)   

1233347
A

001

010

100

100

010

001

001

010

100

AAAAIAAA
−

=

















−

=

















−

−















 −

=====  

 

( )
















−

−

====

100

010

001

AAIAAA
22727430

 

 

( ) IIAA 25254100
===  

 

Por tanto,   A
7
 = A

-1
,    A

30
 = A

2
 = 

















−

−

100

010

001

    y    A
100

 = I 
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Matemáticas II    Julio 2018 
 

PROBLEMA B.1. Resolver los siguientes apartados, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado: 

a) Dadas  A  y  B, matrices cuadradas del mismo orden tales que A B = A   y   B A = B, 

deducir que   A
2
 = A   y   B

2
 = B.          (4 puntos) 

b) Dada la matriz ,







=

00

01
A

 

se pide encontrar los parámetros   a, b   para que la matriz 

 

,







=

b1

0a
B

 

cumpla que   B
2
 = B   pero   A B ≠ A   y   B A ≠ B                       (2 puntos) 

 

c) Sabiendo que ,3

23z

12y

01x

=

 

Obtener razonadamente el valor de los determinantes 

 

235z

123y

011x

y

23z2

12y2

01x2

+

+

+

                                                                       (4 puntos) 

 

Solución: 

 

a)  A  y  B, matrices cuadradas del mismo orden tales que   A B = A   y   B A = B, ¿A
2
 = A?   y   ¿B

2
 = B? 

Consideramos  A B = A  (1)   y   B A = B  (2) 

A
2
 = A A = {por (1)} = ( A B ) A = {propiedad asociativa} = A ( B A ) = {por (2)} = A B = {por (1)} = A 

Por tanto,  A
2
 = A 

 

B
2
 = B B = = {por (2)} = ( B A ) B = {propiedad asociativa} = B ( A B ) = {por (1)} = B A = {por (2)} = B 

Por tanto,  B
2
 = B 

 

 

b)  ?,/,¿, BBAyAABBBcumpla
b1

0a
Bba

00

01
A

2
≠≠=








=ℜ∈








=  

 

1b01b

0b
01bb0bbbb

1a01a

0a
01aa0aaaa

1ba

bb

aa

b1

0a

bba

0a
BBSi

bba

0a

b1

0a

b1

0a
B

22

22

2

2

2

2

2

2

2

2

=→=−

=
→=−→=−→=

=→=−

=
→=−→=−→=









=+

=

=

→







=









+
→=










+
=
















=

)(

)(

 

Como, además,  a + b = 1 )(m

0by1a

o

1by0a

==

==

→  
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Como   A B ≠ A, 

1a
00

01

00

0a

b1

0a

00

01
AB ≠→








≠








=
















=  

Como   B A ≠ B, 

0b
b1

0a

01

0a

00

01

b1

0a
BA ≠→








≠








=
















=  

 

De las dos soluciones obtenidas en  (m), la que cumple que  a ≠ 1  y  b ≠ 0   es   a = 0   y   b = 1. 

 

Solución: los valores de los parámetros buscados son   a = 0   y   b = 1. 

 

 

,) 3

23z

12y

01x

c =  

Calculemos: 

=

23z2

12y2

01x2

 
El factor 2 que se repite en 

la 1ª columna sale fuera del 

determinante 
= 632

23z

12y

01x

2 =⋅=  

 

=

+

+

+

235z

123y

011x

 

Como la 1ª columna 

es suma de dos, el 

determinante se 

calcula como suma 

de dos determi-

nantes 

=+=+=

235

123

011

3

235

123

011

23z

12y

01x

 

En el último 

determinante 

C1 = C2 + C3, 

 por tanto es 

nulo 

= 3 + 0 = 3 

 

Por tanto, 3

235z

123y

011x

y6

23z2

12y2

01x2

=

+

+

+

=   
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PROBLEMA B.1. Se dan las matrices .







=









−
=

y

x
Xy

61

41
A

 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores de  α  para los que la ecuación matricial  A X = α X   solo admite una 

solución.           (4 puntos) 

b) Todas las soluciones de la ecuación matricial  A X = 5 X.    (3 puntos) 
 

c) Comprobar que 







=

1

4
X

 
es una solución de la ecuación matricial  A X = 2 X  y, sin 

 

calcular la matriz  A
100

, obtener el valor de  β  tal que  .







=









1

4

1

4
A

100
β        (2 puntos) 

 

Solución: 

 

a)  ¿α? / A X = α X   solo tiene una solución. 





=−+−

=+−
→





=+−

=+
→








=

















− 0y6x

0y4x1

yy6x

xy4x

y

x

y

x

61

41

)(

)(

α

α

α

α
α  

Es un sistema homogéneo, tendrá solución única (la trivial  x = y = 0) cuando  A ≠ 0 

2
2

37

5
2

37

2

37

12

101477
0107

107466461
61

41
A

2

12

2

22

=
−

=

=
+

=

=
±

=
⋅

⋅⋅−−±−−
=→=+−

+−=++−−=+−−=
−−

−
=

α

α

ααα

ααααααα
α

α

)()(

)()(

 

Por tanto, la ecuación matricial  A X = αααα X   solo admite una solución cuando  αααα ∈∈∈∈ ℜℜℜℜ ~ {2, 5}. 

 

 

b)  Soluciones de  A X = 5 X  

Según lo resuelto anteriormente, el sistema que queda es: 





=+−

=+−
→





=−+−

=+−

0yx

0y4x4

0y56x

0y4x51

)(

)(
   simplificando la primera ecuación por 4, 





=+−

=+−

0yx

0yx
 

Como las dos ecuaciones son iguales, la solución es    – x + y = 0;   y = x 

 

Por tanto, la solución es  ℜ∈




=

=
λ

λ

λ

y

x
. 

 

 

c)  ?¿ 







=









1

4
2

1

4
A  

Comprobemos: 

...;; cqc
2

8

2

8

12

42

1641

1441

1

4
2

1

4

61

41








=

















⋅

⋅
=









⋅+⋅−

⋅+⋅









=

















−
 

 

¿β? /  







=









4

1

4

1
A

100 β  
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Sabemos que  







=









1

4
2

1

4
A  

Calculemos   







=








⋅=








=








=








=









1

4
2

1

4
22

1

4
A2

1

4
2A

1

4
AA

1

4
A

22
 

Demostremos, por inducción, que 







=









4

1
2

4

1
A

nn
 

De los cálculos anteriores hemos comprobado que se cumple para  n = 1  y  n = 2,  supongamos que se 

cumple para  n  y  comprobemos que se cumple para  n +1 

cqc
4

1
2

4

1
22

4

1
A2

4

1
2A

4

1
AA

4

1
AA

4

1
A

1nnnnnn1n ..







=








⋅=








=
















=
















=








=







 ++
 

 

Por tanto,  para n = 100,  







=









4

1
2

4

1
A

100100
;  en consecuencia   ββββ = 2

100
. 
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PROBLEMA 4. Se dan las matrices 








−−

−
=

















−

=
1b1

201
By

21

0b

21

A

 

,  que dependen del 

 

del parámetro real  b. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:  

a) Los valores de  b  para que cada una de las matrices  AB  y BA tenga inversa.   (3 puntos) 

b) Los valores de  b  para que la matriz  A
T
A tenga inversa, siendo  A

T
 la matriz traspuesta 

de A.   (3 puntos) 

c) La inversa de  A
T
A , cuando dicha inversa exista.   (4 puntos) 

 

Solución: 

a)  ¿b? /  ∃  (AB)
-1

  y (BA)
-1

 

Calculemos AB, 

( )

( ) 1222

1

ABno0b8b12b4

4b21

b20b

0b23

AB

0ABsiAB

4b21

b20b

0b23

1b1

201

21

0b

21

AB

−

−

∃→=−+−=

−−

−

−

=

≠∃

















−−

−

−

=








−−

−

















−

=

 

 

Calculemos BA, 

( )

( ) 6bsiBA6b6bb2120b212

b212
4b

23
BA

0BAsiBA

4b

23

21

0b

21

1b1

201
BA

1222

2

2

1

2

±≠∃→±====−

−=
−

−
=

≠∃










−

−
=

















−










−−

−
=

−

−

;;;

 

 

Finalmente, independientemente del valor de  b  la matriz  AB no tiene inversa  y  la matriz  BA tiene 

inversa cuando .6b ±≠  

 

 

b) ¿b? / ∃ (A
T
 A)

-1
 

Calculemos A
T
 A, 

( ) ( )

( ) ∃−±=−==+=+

+=
+

=.≠∃










 +
=

















−








 −
=

−

no2b2b02b02b8

2b8
80

02b
AA0AAsiAA

80

02b

21

0b

21

202

1b1
AA

222

2

2

TT1T

2

T

;;;

 

Por lo que, la inversa de  A
T
 A  existe para cualquier valor real del parámetro b. 
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c) Cálculo de  (A
T
 A)

-1
. 

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
















+=



















+

+

+

++
=









++
=










+
→









+
→









+
→









 +
=

+=

−

8

1
0

0
2b

1

2b8

2b

2b8

0

2b8

0

2b8

8

2b0

08

2b8

1
AAY

2b0

08

2b0

08

2b0

08

80

02b
AA

2b8AAquebdeSabemos

2

2

2

2

22

22

1T

2

traspuesta

2

adjuntos

2

menores2

T

2T)

 

Por tanto, ( )
















+=ℜ∈∀
−

8

1
0

0
2b

1

AAb
21T,  
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Problema 4. Se dan las matrices ( ).321

2

1

1

By

32a1

1a1

321

A
2 
















−=

















−

−=   Obtened: 

 

a) El rango de la matriz  A según los valores del parámetro  a.   (3 puntos) 

b) Una matriz  C  tal que  A C = 16 I, siendo  I  la matriz identidad, cuando a = 0. 

(4 puntos) 

c)  El rango de la matriz  B  y la discusión de si el sistema  

















−=

















2

1

1

z

y

x

B  tiene solución. 

(3 puntos) 

 

Solución: 

a)  ¿ran(A) en función de  a? 

Estudiemos A, 

=

−

−=−=

−

−=

02a1

4a1

021

xC3C

32a1

1a1

321

A
2

13

2

desarrollando por la 3ª columna = 

( ) ( )

( ) 24a4a04a04a4

4a422a4
2a1

21
4

222

22

2

±=±===−=−−

−−=−−−=
−

−=

;;;

 

 

Por tanto, 

Si  a ≠  – 2 y 2   →   A≠ 0   →   ran(A) = 3 

 

Si a = – 2,  

2Aran0862
12

32
como

0Aquesabemos

321

121

321

A
=→≠=+=

−

=

















−−=
)(

 

 

Si a = 2, 

2Aran0462
12

32
como

0Aquesabemos

321

121

321

A
=→≠−=−=

=

















−=
)(

 

 

Finalmente,  

Si  a ≠≠≠≠  – 2 y 2,   ran(A) = 3 

Si a = – 2   o   a = 2,  ran(A) = 2 

 

 

b) ¿C? / A C = 16 I  para  a = 0. 

Como  a = 0  (a ≠  – 2 y 2 ),  ran(A) = 3  y  existe A
-1

. 

( ) ( )[ ] ( ) 164044a4A4a4AqueSabemos
2

0a

2

0a

2
=−−=−−=→−−=

==
 

 

Calculemos  A
-1

,  
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−

−

→

















−→

















−

−

−

=

























−−

−

−

−−

−

→

















−

−=

242

404

2122

242

4012

242

242

4012

242

01

21

11

31

10

32

21

21

22

31

21

32

21

01

31

11

32

10

321

101

321

A
traspuestaadjuntosmenores

 

Finalmente,   

















−

−

=
−

242

404

2122

16

1
A

1  

 

Obtengamos la matriz C. 

A C = 16 I,  multiplicando por la izquierda por  A
-1

, 

A
-1

 A C = A
-1

 16 I;    I C = 16 A
-1

 I;    C = 16 A
-1

 

Luego  

















−

−

=

















−

−

=

242

404

2122

242

404

2122

16

1
16C .              Solución:    

















−

−

=

242

404

2122

C  

 

 

c) Rango de  B 

( )
















−−−=

















−=

642

321

321

321

2

1

1

B  

En esta matriz  F2 = – F1   y   F3 = 2 . F1, tiene una sola fila linealmente independiente, luego ran(B) = 1. 

 

 

¿El sistema 

















−=

















2

1

1

z

y

x

B  tiene solución? 

 

La matriz ampliada de este sistema es:  

















−−−−=′

2642

1321

1321

M  

En esta matriz  también se cumple que F2 = – F1   y   F3 = 2 . F1, tiene una sola fila linealmente 

independiente, luego ran(M) = ran(M´) = 1 < nº de incógnitas. Por tanto el sistema es compatible 

indeterminado. 

Luego, el sistema planteado tiene solución. 

 

Aunque no se pide, la solución del sistema sería: 

De la primera ecuación despejamos  x:   x = 1 – 2 y – 3 z   ℜ∈









=

=

−−=

→ µλ

µ

λ

µλ

,

z

y

321x
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Problema 2. Dada la matriz :








−

+
=

ba0

1ba
A  

 

a) Calcular los valores de los parámetros   a  y  b  para que se cumpla.  






 −
=

−

10

11
A

1 . 

(4 puntos) 

b) Para los valores  a  y  b  obtenidos en el apartado anterior, calcular  A
3
  y  A

4
.  (3 puntos) 

c) Calcular  det (A 
-50

)  cuando  a 
2
 – b 

2
  ≠ 0    (3 puntos) 

 

Solución: 

a)  Para que exista  A
-1

, A ≠ 0 

22122
bacuandoA0ba

ba0

1ba
A ≠∃→≠−=

−

+
=

−
 

Calculemos  A
-1

, 










+

−−
→









+−

−
→









+

−
→









−

+
=

ba0

1ba

ba1

0ba

ba1

0ba

ba0

1ba
A

traspuestaadjuntosmenores

 

Y, 



















−

+
−

−

−

−

=








+

−−

−
=









+

−−
=

−

22

2222

22

1

ba

ba
0

ba

1

ba

ba

ba0

1ba

ba

1

ba0

1ba

A

1
A  ,  

como   a
2
 – b

2
 = ( a + b ) ( a – b ),: =



















−+

+

−

−

−+

−

=



















−

+
−

−

−

−

=
−

)()(

)()(

baba

ba
0

ba

1

baba

ba

ba

ba
0

ba

1

ba

ba

A
22

22

2222
1

 

simplificando; 



















−

−

−

+
=

−

)(

)(

ba

1
0

ba

1

ba

1

A
22

1
 

 

Debe cumplirse que  








=−

=−

=+

→















=
−

−=
−

−

=
+

→






 −
=



















−

−

−

+

1ba

1ba

1ba

1
ba

1

1
ba

1

1
ba

1

10

11

ba

1
0

ba

1

ba

1

22

22

22

)(

)(

)(

)(
 

Resolvamos el sistema formado por la primera y tercera ecuaciones, después comprobaremos que la 

solución cumple la segunda ecuación. 





=−

=+

1ba

1ba
   sumando ambas ecuaciones,   2 a = 2,   a = 1.     Sustituyendo en la 1ª,   1 + b = 1,   b = 0 

Como 1
2
 – 0

2
 = 1, cumple la segunda ecuación. Y además 1

2
 – 0

2
≠ 0 

La solución del sistema es   a = 1  y  b = 0.  

 

Solución:  los valores de los parámetros pedidos son   a = 1   y   b = 0. 
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b) Para  a = 1  y  b = 0, calcular A
3
  y  A

4
. 

Para  a = 1  y  b = 0,   








=









−

+
=

10

11

ba0

1ba
A  

 









=








⋅







=⋅=









=








⋅







=⋅=









=








⋅







=⋅=

10

41

10

11

10

31
AAA

10

31

10

11

10

21
AAA

10

21

10

11

10

11
AAA

34

23

2

 

 

Solución:   







=








=

10

41
Ay

10

31
A

43

 

 

 

 

 

c) Calcular  det (A
-50

)  cuando  a
2
 – b

2
  ≠ 0 

Como a
2
 – b

2
  ≠ 0, según obtuvimos en el apartado a), ∃ A

-1
 

Considerando las propiedades de los determinantes:  det (A . B) = det (A) . det (B)  y  det(A
-1

)=
)det(A

1
 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )[ ] ( )50225050

1505015050

ba

1

A

1

A

1
AAAA

−
====→=

−−−−

detdet
detdet  

 

Solución:   ( )
( )5022

50

ba

1
A

−
=

−
det  
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Problema 2. Dadas las matrices ,

















=

















−−

−−

=

100

010

001

Ie

311

201

210

A  obtener: 

 

a) La matriz   M = ( A – α I )
2
,  donde   α   es un parámetro real.    (6 puntos) 

b) El valor de   α , si existe, para el cual la matriz  M  es la matriz nula.   (4 puntos) 
 

Solución: 

a) Calculemos   M =  ( A – α I ) 
2
.  

( )

















+−+−+−

−−−

−−−

=

+−=+−+−

=
















−+−−−+−−−+−−

+−+−+−+

+−+−+−+

=

















−

−−−

−−−

















−

−−−

−−−

=−

















−

−−−

−−−

=

















−

















−−

−−

=−

562222

44122

44221

56694

3223131

2622212

2622221

311

21

21

311

21

21

IA

311

21

21

00

00

00

311

201

210

IA

2

2

2

22

2

2

2

2

αααα

ααα

ααα

αααα

ααααα

ααααα

ααααα

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

)(

 

 

 

















+−+−+−

−−−

−−−

=

562222

44122

44221

MLuego
2

2

2

αααα

ααα

ααα

,  

 
b) El valor de   α , si existe, para el cual la matriz  M  es la matriz nula. 

Para que  M  sea una matriz nula todos sus elementos deben ser nulos. 























=
−

=
+

=
±

=
⋅

⋅⋅−−±−−
=→=+−

=→−=−→=+−

=→=→=−

=→=→=−

±=±=→=→=−

1
2

46

5
2

46

2

46

12

51466
056

122022

144044

122022

11101

2

2

22

)()(
ααα

ααα

ααα

ααα

ααα

 

 

Por tanto, todos los elemento de la matriz  M  son nulos cuando  α = 1. 

 

 

Solución:  αααα = 1. 
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Problema 1. Se considera la matriz 

















−−

=

112

1
3

1k

3k0

A  donde  k  es un parámetro real. 

a) ¿Para qué valores del parámetro  k  la matriz  A  es invertible?   (2 puntos) 

b) Para  k = 0, si existe, calcular la matriz inversa de  A.   (4 puntos) 

c) Para  k = 0, hallar las matrices diagonales  D  que verifican   A D = D A.   (4 puntos) 
 

Solución: 

a)  ¿k? /  A sea invertible. 

A es invertible si  /A/ ≠ 0. 

1
2

31
k

2
2

31
k

2

31

12

21411
k02kk

2kkk2k2k3

112

1
3

1k

3k0

A

2

12

2

22

−=
−

=

=
+

=

=
±

=
⋅

−⋅⋅−−±−−
=→=−−

−−=+−+−=

−−

=

)()()(

 

Por lo tanto, A  es invertible si  k ≠≠≠≠  – 1  y   k ≠≠≠≠ 2. 

 

 

b) Para  k = 0,  calcular  A
-1

.  

Como  k = 0  (k ≠ – 1   y  k ≠ 2)   →   existe la matriz inversa de A. 

Cálculo de A
-1

 

( ) 22kkA

112

1
3

10

300

A
0k

2
−=−−=

















−−

=
=

 

















−

−

=

















−

−

−−

−
=

















−

−

−−

=

















−

−

−−

→

















−

−−

−

→

















−

−

−−

=



























−−−−

−−−−

→

















−−

=

−

00
3

1

031
2

1
2

3
3

1

00
3

2

062

13
3

2

2

1

00
3

2

062

13
3

2

A

1
AY

00
3

2

062

13
3

2

001

063
3

22
3

2

001

063
3

22
3

2

3
10

00

10

30

1
3

1

30

12

00

12

30

11

30

12
3

10

12

10

11

1
3

1

112

1
3

10

300

A

1
traspuesta

adjuntosmenores

.

 

 

 

Solución: 

















−

−

=
−

00
3

1

031
2

1
2

3
3

1

A
1
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c) Para  k = 0,  calcular  las matrices diagonales  D  que verifican  A D = D A.  

Como  A  es  3x3, para que se puedan efectuar los dos productos  la matriz  D  también es 3x3. 

D es una matriz diagonal   →   
















=

z00

0y0

00x

D  

Calculemos A D, 

.
















−−

=

































−−

=

zyz2

z
3

y
0

z300

z00

0y0

00x

112

1
3

10

300

DA  

 

Calculemos  D A, 

.
















−−

=

















−−















=

zzz2

y
3

y
0

x300

112

1
3

10

300

z00

0y0

00x

AD  

 

Los dos productos deben ser iguales: 

















−=−

−=−

=

=

=

=

→

















−−

=

















−−

zz

zy

z2z2

yz

3
y

3
y

x3z3

zzz2

y
3

y
0

x300

zyz2

z
3

y
0

z300

.    eliminando las identidades, 









=

=

=

→









−=−

=

=

zy

yz

xz

zy

yz

x3z3

 

La 2ª y 3ª ecuaciones son la misma, queda  




=

=
→





=

=

zy

zx

yz

xz
,   la solución es ℜ∈









=

=

=

λ

λ

λ

λ

z

y

x

 

 

Solución: las matrices diagonales buscadas son  .ℜ∈

















= λ

λ

λ

λ

00

00

00

D  
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Matemáticas II    Julio 2024 
 

Problema 2. Se consideran las matrices .
















=

















=

γ

β

α

By

30a

123

201

A  Se pide: 

 

a) Estudiar los valores del parámetro real  a  para los que la ecuación matricial  A
2
 X = B 

tiene una única solución.    (5 puntos) 

b)  Sabiendo que el vector  
















−

−

1

2

3

 

es una solución de la ecuación   A
2
 X = B, encontrar el  

valor de  α,  β  y  γ  dependiendo del parámetro real  a.    (5 puntos) 
 

Solución: 

a) Calculemos A
2
,  

















+

+

+

=

































=

9a20a4

114a9

80a21

30a

123

201

30a

123

201

A
2

 

La ecuación  A
2
 X = B  tendrá solución única si existe la inversa de  A

2
, por tanto si   A2 ≠ 0 

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )

2

3

8

012

42

9441212
a

09a12a409a12a449a12a44

a329a20a44a329a2a214a4489a24a21

9a20a4

114a9

80a21

A

2

222

22

=
±

=
⋅

⋅⋅−−±−−
=

=+−=+−+−=

=−++=−++=⋅⋅−++=

+

+

+

=

)()(

;.

)()(

 

 

Solución: la ecuación  A
2
 X = B  tiene solución única si  .

2

3
a ≠  

 

 

b)  

 

Sabemos que →

















=

















−⋅++−⋅+⋅

−⋅+−⋅+⋅+

−⋅+−⋅+⋅+

→

















=

















−

−

















+

+

+

γ

β

α

γ

β

α

)()()(

)()()(

)()()(

19a2203a4

111243a9

18203a21

1

2

3

9a20a4

114a9

80a21

 









−=

+=

−=

→

















=

















−

+

−

→

















=

















−−

−−+

−+

→

9a10

8a3

5a6

9a10

8a3

5a6

9a2a12

118a327

8a63

γ

β

α

γ

β

α

γ

β

α

 

 

Solución:    








−=

+=

−=

9a10

8a3

5a6

γ

β

α
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Matemáticas II   Junio 2002 

 
EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 1. Para cada terna de números reales (x,y,z), se consideran las matrices 

















−

−=

















−=

12

11

12

,

553

111

z

y

x

B

zyx

A

 
i) Calcular los determinantes de las matrices  A  y  B .  (1 punto) 

ii) Para x=y=z=1, calcular el determinante de la matriz producto  A B .  (0,3 puntos). 

iii) Obtener, razonadamente, para que valores de x, y, z, ninguna de las matrices  A y B tiene inversa. 

(2 puntos). 

 

Solución: 

i)  

zyxxzyxzx

z

y

x

B

zyxxyzyzx

zyx

A

342222

12

11

12

2810553355

553

111

+−−=++−−+−=

−

−=

+−=+−−−+=−=

 
 

ii) Para x = y = z = 1 

El determinante de la matriz producto es el producto de los determinantes, luego 

det ( A . B ) = det ( A ) . det ( B ) = ( 10 . 1 – 8 . 1 + 2 . 1 ) ( – 1 – 4 . 1 + 3 . 1 ) = 4 ( – 2 ) =  – 8  

 

iii) Para que A  y  B no tengan inversa sus determinantes deben ser nulos. Debemos resolver el sistema
 





=+−−

=+−

034

02810

zyx

zyx

 
Como es un sistema homogéneo, será compatible. Veamos el rango de la matriz de coeficientes, 

...º2)(048840
41

810
IndeCSincógnitasnMran →<=→≠−=−−=

−−

−

 
Resolvemos el sistema usando  x  e  y como incógnitas principales, 





=+

−=−

−
→





−=−−

−=−

zyx

zyx

xzyx

zyx

34

45

)1(

2:

34

2810

 
Sumando ambas ecuaciones:  6 x = 2 z   ;     x = z/3 

Sustituyendo en la 2ª ecuación, 

3

2

3

8
4

3
3434

3

z
y

z
y

z
zyzy

z
=→=→−=→=+

 
Solución: los valores de  x, y, z  para los que ninguna de las matrices A y B tiene inversa son: 

ℜ∈















=

=

=

λ

λ

λ

λ

z

y

x

3

2

3

1
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Matemáticas II   Junio 2002 

 
EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 1. Para cada número real )(, λλ M  es la matriz 
















−

=

1

212

34

)(

λλ

λ

λM

 

Se pide: 

i) Obtener el determinante de la matriz )(λM , y justificar que para cualquier número real λ  existe la matriz 
1)( −λM  inversa de )(λM . (1,3 puntos). 

ii) Calcular la matriz  M(0)
-1

   (1 punto) 

iii) Si A=M(8), B=M(4)  y  C=M(3), calcúlese, razonadamente el determinante de la matriz producto A B
-1

 C
-1

 .   

(1 punto) 

 

Solución: 

i)   

2268624

1

212

34

)( 222
+−=+−−++−=

−

= λλλλλλ

λλ

λ

λM

 
Veamos para que valores de 0)( =λλ M  

reales

solucionestieneno

2

42

1.2

2.1.442
022

2 −±
=

−±
=→=+− λλλ

 

Es decir que para cualquier valor de 0)( ≠ℜ∈ λλ M  por lo que  1
)(

−
∃ℜ∈∀ λλ M  

 

ii)  





















−

−−

−

=

















−−

−

=→

















−−

−

→

















−−

−

−

→

















−

−−

−−

=



























−−

−−

→

















−

=+−=

















−

=

−

100

421

3
2

3

2

1

200

842

631

2

1
)0(

200

842

631

286

043

021

286

043

021

12

34

22

04

21

03

00

34

10

04

10

03

00

12

10

22

10

21

100

212

034

220.20)0(

100

212

034

)0(

1

2

M

MM

ijjiji AAα

 

iii)  

Aplicando que BABA =.
 

y que  
A

A
11

=
−

 

( ) 1
5

1

10

1
50

23.23

1

24.24

1
28.28

)3(

1

)4(

1
)8(

11
..

22

2

1111

==
+−+−

+−

====
−−−−

MM
M

CB
ACBACBA
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Matemáticas II   Junio 2003 

 
EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 1. a) Calcular las matrices reales de orden 3,  X  e  Y, que satisfacen las ecuaciones siguientes: 





=−

=+

CYX

BYX

2

2

 
donde  B = 

















100

110

101

 

y  C = 
















−

−

111

111

011

 

(1,8 puntos). 

b) Si  X  e  Y  son las matrices anteriores, calcular la matriz (2 X + Y ) X – ( 2 X + Y ) ( 2 Y )   (1,5 puntos). 

 

Solución: 

a)  

Resolvemos el sistema por reducción 




=−

=+

CYX

BYX

2

2

 
)2(

5

1
25

2

2242

CBXCBX

ecuacionesambasSumando

CYX

BYXx

+=→+=





=−

=+

 

  

)2(
5

1
25

242

2

)2(

CBYCBY

ecuacionesambasSumando

CYX

BYX

x

−=→−=





−=+−

=+

−

 
Calculemos las matrices X  e  Y. 

















−−−

−−

−

=

















−−−

−−

−

=
































−

−

−

















=

















−

−

=

















−

−

=
































−

−

+

















=

5/15/25/2

5/15/15/2

5/15/25/1

122

112

121

5

1

111

111

011

2

100

110

101

5

1

5/35/15/1

5/35/35/1

5/25/15/3

311

331

213

5

1

111

111

011

100

110

101

2
5

1

Y

X

 
 

 

b) Para calcular (2 X + Y ) X – ( 2 X + Y ) ( 2 Y ), tendremos en cuenta que, según el sistema, 2 X + Y = B 

Por lo tanto: (2 X + Y ) X – ( 2 X + Y ) ( 2 Y ) = B X – B ( 2 Y ) = 

















=

















−

−

















=

==+−+=







−−+=

111

220

102

111

111

011

100

110

101

5

4

5

2

5

1

5

2
)2(

5

1
2)2(

5

1 22
BCBCBBCBCBBCBB
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Matemáticas II   Junio 2004 

 
EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 1. Determina el valor real de  x  para que se cumpla la siguiente propiedad:  

el determinante de la matriz 2B es 160, siendo B = 
















−

+

22

241

13

2
xx

x

x

 

(3,3 puntos). 

 

Solución: 

En la matriz  2B todos los elementos de la matriz  B  están multiplicados por 2, es decir, cada uno de los elementos de las 

filas (o columnas) de la matriz  B  está multiplicado por 2. B e una matriz  3x3, por la propiedad de los determinantes 

que nos dice que si multiplicamos los elementos de una fila (o columna) de una matriz por un número el determinante de 

esa matriz queda multiplicado por ese número obtenemos: 

 

BBB 82.2.22 ==  
 

Calculemos el determinante de B, 

 

=

−

+=

22

241

13

2
xx

x

x

B

 

desarrollando 

por la regla 

de Sarrus 

= 8x + (x+1)(2-x
2
) + 6x – 4x - 2x (2-x

2
) – 6 (x+1) = 

= 8x + 2x + 2 - x
3 
- x

2 
+ 6x – 4x – 4x + 2x

3 
– 6x - 6 = 

= x
3
 – x

2
 + 2x – 4  

 

Por lo tanto, )42(82 23
−+−= xxxB  

La ecuación a resolver será   8 (x
3
 – x

2
 +2 x – 4) =160, 

 

x
3
 – x

2
 + 2 x – 4 = 20 

 

x
3
 – x

2
 +2 x – 24 = 0 , buscamos sus raíces por Ruffini, 

 

0821

24633

24211 −−

 

x = 3 es una solución,  

resolvemos la ecuación 

x
2
 + 2 x + 8 = 0 2

282

2

3242 −±−
=

−±−
=x

 

que no tiene  

soluciones reales. 

 

Por lo tanto, el valor real de x que cumple la propiedad del enunciado es  3. 
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Matemáticas II   Junio 2005 

 
EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 1. Calcular los valores x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4 que satisfacen las siguientes ecuaciones: 

.
1810

3017
,

111

018
,

31

52
,,,

32

43

21

43

21








 −−
=







−
=









−

−
=








=








=





=−

=−
CBA

yy

yy
Y

xx

xx
Xdonde

CAYAX

BAYAX

(3,3 puntos) 

 

Solución: 

Resolvemos el sistema planteado por reducción, multiplicamos la 2ª ecuación por (– 2 ) 

)2()(22

222

32

11
BCAYAexistesiBCAYCBAY

CAYAX

BAYAX

−=→−=→−=−





−=+−

=−

−−

 
multiplicamos la 2ª ecuación por (– 3 ) 

)3()(33

333

32

11
BCAXAexistesiBCAXCBAX

CAYAX

BAYAX

−=→−=→−=−





−=+−

=−

−−

 
 

Veamos si existe A
-1

 









=









→








→









−

−
→









−

−

≠=−=
−

−
=









−

−
=

−

−

21

53

21

53

25

13

25

13

31

52

0156
31

52

31

52

1

1

Aluego

AexisteluegoAA

ijjiji AAα

 
 

Calculemos las matrices X  e Y 








 −−
=









+−+−

+−+−
=







 −−









=



















−
−






 −−









=








 −−
=









+−+−

+−+−
=







 −−









=



















−
−






 −−









=

102

53

70601816

1751804548

359

6016

21

53

111

018

1810

3017
2

21

53

165

54

106903833

2652709599

5319

9033

21

53

111

018

1810

3017
3

21

53

Y

X

 

 

Finalmente, 

x1 =  – 4     x2 =  – 5     x3 = 5     x4 =  16       y1 =  – 3     y2 =  – 5     y3 = 2      y4 = 10 
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Matemáticas II   Junio 2006 

 
EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 1. Dadas las matrices 
















−−−=

342

111

122

A

 

y 
















−−−=

121

131

142

T

 

se pide 

a) Probar que la matriz  T tiene matriz inversa, T
-1

 , y calcular dicha matriz inversa  T
-1

 (1,3 puntos). 

b) Dada la ecuación con matriz incógnita B, A = T
-1

 B T , calcular el determinante de B (0,8 puntos). 

c) Obtener los elementos de la matriz  B  considerada en el apartado b)  (1,2 puntos). 

 

Solución: 

a) La matriz  T  que es 3x3 tendrá inversa si su determinante es distinto de cero. 

0112

121

010

142

121

131

142 32

≠−=+−=−=

+

−−−=

FF

T

 
Por lo que existe T

-1
. Calculémosla. 

















−

−−=

















−

−−−

−
=

















−

−−−

→

→

















−

−

−−

→

















−−−

−

=

























−−−−−−

−−−−−−

→

















−−−=

−

201

110

121

201

110

121

1

1
TLuego

201

110

121

201

110

121A

211

012

101

31

42

11

12

13

14

21

42

11

12

12

14

21

31

11

11

12

13

A

121

131

142

T

1

ji

ijji

α

 

 

b) A = T
-1

 B T , ¿│B│?  

Por las propiedades de los determinantes, 

2
12

10
)1(

122

001

102

342

111

122

1

13

12

11

=
−

−−=−

−

−

=

−

−−−==

====
−−

CC

CC

ABLuego

BTB
T

TBTTBTA

 
 

c) A = T
-1

 B T , ¿B? 

Para obtener la expresión de la matriz B multiplicamos la igualdad dada de la siguiente forma: T por la izquierda y 

T
-1

 por la derecha, 

T  A  T
-1

 = T   T
-1

 B T   T
-1

 

T  A  T
-1

 =I  B  I 

T  A  T
-1

 = B, calculamos  la matriz  B  efectuando el cálculo matricial que la define. 
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=

















−

−−

















−−−=

=

















−

−−

















+−+−+−

−+−−+−−+−

+−+−−+−

=

=

















−

−−

















−−−

















−−−=

200

010

001

201

110

121

242

131

142

201

110

121

3.11.21.14.11.22.12.11.22.1

3.11.31.14.11.32.12.11.32.1

3.11.41.24.1142.22.11.42.2

201

110

121

342

111

122

121

131

142

B
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Matemáticas II Junio 2010 

 
 

PROBLEMA A.1. Dadas las matrices cuadradas 

















−−−

=

















=

233

232

112

100

010

001

AyI

 
a) Calcular las matrices  ( A – I )

2
   y   A ( A – 2 I ).  (4 puntos) 

b) Justificar razonadamente que 

b.1) Existen las matrices inversas de las matrices  A  y  A – 2 I.  (2 puntos) 

b.2) No existe la matriz inversa de la matriz  A – I.  (2 puntos) 

c) Determinar el valor del parámetro real  λ  para el que se verifica que  A
-1

 = λ ( A – 2 I ).  

(2 puntos) 
 

Solución: 

a)  Cálculo de  ( A – I )
2
 

( )
















=

















+−−+−−+−−

−+−+−+

−+−+−+

=

















−−−















−−−

=−

















−−−

=

















−

















−−−

=−

000

000

000

963963963

642642642

321321321

333

222

111

333

222

111

333

222

111

100

010

001

233

232

112

2
IA

IA

 
( A – I )

2
   es la matriz nula. 

 

Cálculo de  A ( A – 2 I ) 

( )
















−

−

−

=

















−−−















−−−

=−

















−−−

=

















−

















−−−

=

















−

















−−−

=−

100

010

001

433

212

110

233

232

112

2

433

212

110

200

020

002

233

232

112

100

010

001

2

233

232

112

2

IAA

IA

 
 

 

b) Para que exista la matriz inversa, el determinante de la matriz debe ser distinto de cero. 

1

1

)2(018366

433

212

110

2

0141296612

233

232

112

−

−

−∃→≠−=++−−=

−−−

=−

∃→≠=+++−−−=

−−−

=

IAIA

AA

 
 

0)2(

333

222

111

12 ===

−−−

=− FFcomoIA

 

Por lo tanto no existe la inversa de la matriz  A – I.  
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c) Buscamos el valor de  λ /  A
-1

 = λ ( A – 2 I ) 

Multiplicando la expresión anterior por la matriz  A  por la izquierda, 

A A
-1

 = A λ ( A – 2 I ) 

como  λ  es un número real,  A λ  =  λ A 

I  =  λ  A ( A – 2 I ) 

la matriz   A ( A – 2 I )  la hemos calculado en el apartado a), planteamos la igualdad matricial: 

1

100

010

001

100

010

001

−=→

















−

−

−

=

















λλ  
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Matemáticas II    Junio 2011 
 

PROBLEMA B.1. Se da la matriz 

















−

−

=

112

00

101

2m
mA

 
donde  m  es un parámetro real. 

a) Obtener razonadamente el rango o característica de la matriz  A  en función de los valores de  m.  

(5 puntos) 
b) Explicar por qué es invertible la matriz  A  cuando  m = 1.  (2 puntos) 
c) Obtener razonadamente la matriz inversa  A-1

  de  A  cuando  m = 1, indicando los distintos 

pasos para la obtención de  A-1
. Comprobar que los productos A A-1

   y  A-1A  dan la matriz 

unidad.  (3 puntos) 
 
Solución: 
a)  Rango de  A. 

soluciónmm

mm
mmmm

mmmmmmmm
m

m

sin;101

00
0)1(0

22)1(

112

00

101

22

23

332

2

−=→=+

=→=−
→=+−→=−−

−−=−+−=−−−=

−

−

 

Por lo tanto, 
Si   m ≠ 0,   ran(A) = 3 
Si  m=0,   

2)(01
12

01

112

000

101

=→≠−=
−

















−

−

=

Arancomo

A

 

 
 
b) Para  m = 1   sabemos, según lo calculado en el apartado anterior, que  │A│=  – 13 – 1 =  – 1 – 1 =  – 2 ≠ 0,  

por lo tanto, cuando m = 1,  existe la matriz inversa de A. 
 

 
c) Cálculo de A-1 cuando  m = 1 

Para  m = 1, 
















−

−

=

112

000

101

A    y    │A│=  – 2 

















−

−

112

000

101

, cálculo de los menores: 
















−−

−−−

−

=

























−−

−−

101

121

200

10

01

00

11

01

10

12

01

02

11

01

10

12

10

02

00

01

01

, adjuntos: 
















−−

+−+

−

101

121

200

, 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



traspuesta:   
















−−

−

−

112

020

110

.   Y finalmente   
















−

−

=

















−−

−

−

−
=

















−−

−

−

=
−

2/12/11

010

2/12/10

112

020

110

2

1

112

020

110
11

A
A  

 

Luego 
















−

−

=
−

2/12/11

010

2/12/10
1A  

 
Comprobemos los productos indicados, 

I

AA

=

















=

=




















++−

−
++

−
−++−

=

















−

−

















−

−

=
−

100

010

001

100

010
2

1
11.0

2

1
1

2

1
11.0

2

1
11.10.00.1

2/12/11

010

2/12/10

112

000

101
1

De forma similar obtendríamos el otro producto  IAA =

















=

















−

−

















−

−

=
−

100

010

001

112

000

101

2/12/11

010

2/12/10
1  

Luego,   hemos comprobado que los productos   A A-1   y  A-1A  dan la matriz unidad. 
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Matemáticas II    Junio 2012 
 

PROBLEMA B.1. Obtener razonadamente: 

a) Todas las soluciones   
















z

y

x

   de la ecuación   
















−

=

































− 1

3

1

z

y

x

111

311

201

  (4 puntos). 

b) El determinante de una matriz cuadrada  B  de dos filas, que tiene matriz inversa y que verifica la 

ecuación  B
2
 = B.  (3 puntos). 

c) El determinante de una matriz cuadrada  A  que tiene cuatro filas y que verifica la ecuación: 





















=





















−

0000

0000

0000

0000

1000

0100

0010

0001

9A
2

 

sabiendo además que el determinante de  A  es positivo.  (3 puntos). 
 

Solución: 

a)  Veamos si la matriz   

















−

=

111

311

201

A   tiene inversa. 

03221

111

311

201

=+−−=

−

, luego 1A−
∃/  

La ecuación matricial del enunciado da lugar al siguiente sistema: 









−=−−

=++

=+

1zyx

3z3yx

1z2x

,  estudiemos este sistema. Su matriz ampliada es  

















−−

=

1111

3311

1201

Á  

Estudiemos el rango de A. 

Del cálculo inicial sabemos que  │A│= 0  y  como  01
11

01
≠= ,  rang(A) = 2 

Estudiemos el rango de A´, como  ran(A) = 2  →  ran(A´) ≥ 2. Ampliamos el menor de orden 2 no nulo de A´, que es 

el obtenido anteriormente en A, con la cuarta columna y tercera fila: 

03111

111

311

101

=+−−−=

−−

 Por lo tanto  ran(A´) = 2 

Lo obtenido es:  ran(A) =  ran(A´) = 2 < 3 = nº incógnitas   →  Sistema compatible indeterminado. 

Resolvemos el sistema usando las ecuaciones ( 1ª y 2ª ) e incógnitas ( x, y ) que han proporcionado este rango.  

El sistema a resolver es:  





−=+

−=
→





=++

=+

z33yx

z21x

3z3yx

1z2x
 

Sustituyendo el valor de  x  obtenido en la 1ª ecuación en la 2ª: 
1 – 2 z + y = 3 – 3 z;   y = 3 – 1 – 3 z + 2 z = 2 – z  

Las soluciones del sistema  son:  ℜ∈









=

−=

+=

λ

λ

λ

λ

z

2y

21x

 

Finalmente, las soluciones de la ecuación matricial inicial serán:  ℜ∈

















−

−

=

















λ

λ

λ

λ

2

21

z

y

x
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b) B es una matriz 2x2 /  BByB 21
=∃

− . Debemos obtener  │B│ (determinante de B). 

Como   B
2
 = B 

│B
2│= │B│, por la propiedad de los determinantes: │A . B│= │A│.│B│, │B

2│= │B││B│= 
2

B  

( )
1B01B

0B
01BB0BBBB

22

=→=−

=
→=−=−= ;;  

Ahora bien, como 0BB
1

≠→∃
−

 

Por lo que concluimos que     │B│ = 1 

 

 

c) A es una matriz 4x4 /  │A│> 0   y   A
2
 – 9 I = 0 (siendo I la matriz identidad y 0 la matriz nula ambas de orden 4). 

Debemos obtener  │A│. 

De   A
2
 – 9 I = 0  ;   A

2
 = 0 + 9 I  ;   A

2
 = 9 I    

│A
2│= │9 I│, por la propiedad de los determinantes aplicada en el apartado anterior: 

I9A
2

= , como I es 4x4 entonces  
4

9I9 = , luego 

8199A9A
2442

±=±=±=→=  

Pero como sabemos que  │A│> 0   concluimos que   │A│= 81. 
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Matemáticas II  Junio 2013 

OPCIÓN B 
 

PROBLEMA B.1. Dadas las matrices   
















−

−

=

224

011

002

A  y   
















−=

200

510

212

B  , obtener 

razonadamente  el valor de los determinantes siguientes, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado: 

)(.)

)(.)()()

)(.)()

puntos3BAyABA2c

puntos3BAAyABAb

puntos4BA
2

1
yBAa

131

11

1

−−

−−

−

++

++

 

 

Solución: 

a)  

24204

024

501

210

BA

024

501

210

200

510

212

224

011

002

BA

=+==+

















=

















−+

















−

−

=+

 

 

Por las propiedades de los determinantes sabemos que  
A

1
A

1
=

−
  y que si  A  es  n x n  AA

nαα = , 

( ) ( )( ) ( )
192

1

24

1

8

1

BA

1

8

1
BA

2

1
3x3esBAcomoBA

2

1 1

3

11
==

+
=+








=+=+

−−−

 

 

Solución:  ( )
192

1
BA

2

1
y24BA

1
=+=+

−
 

 

 

b) Ahora utilizamos la propiedad que dice  que  BABA =  

( ) ( )
6

1
4

24

1
A

BA

1
ABAABA

11
==

+
=+=+

−−
 

Del apartado anterior sabemos  que  24BA =+ .   Calculemos  4

224

011

002

A =

−

−

=  

 

( ) 624
4

1
BA

A

1
BAABAA

11
==+=+=+

−−
 

 

Solución:  ( ) ( ) 6BAAy
6

1
ABA

11
=+=+

−−
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c) Calculemos   4

200

510

212

B −=−=  

( )

16
4

1
4

B

1
ABABA

3248B8
A

1
BA8ABA23x3esABAcomoABA2

331313

1311

−=
−

===

−=−=====

−−

−−− )()(

 

 

Solución:   16BAy32ABA2 131
−=−=

−−
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Matemáticas II  Junio 2014 

 
OPCIÓN B 

 

PROBLEMA B.1. Se dan las matrices ,















 −

=

100

110

111

A  
















−

−

=

1

1

2

B   y   ( )311C −= . 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La matriz inversa  A
-1

 de la matriz  A.  (3 puntos) 

b) La matriz  X  que es solución de la ecuación  A X = B C.  (4 puntos) 

c) El determinante de la matriz   2 M 
3
, siendo  M  una matriz cuadrada de orden 2 cuyo 

determinante vale  1/2.  (3 puntos) 
 

Solución: 

a) Calculemos A   para asegurarnos de que existe A
-1

. 

1A01

100

110

111

A −
∃→≠=

−

=  

Calculamos  A
-1

   por el método de los adjuntos, 

















−

−

















−−















−

−=



































−−

−−















 −

=

100

110

211

traspuesta

112

011

001

adjuntos

112

011

001

10

11

10

11

11

11

00

11

10

11

10

11

00

10

10

10

10

11

menores

100

110

111

A

 

Finalmente, 

















−

−

=

















−

−

=

















−

−

=
−

100

110

211

100

110

211

1

1

100

110

211

A

1
A

1
 

 

Solución:  

















−

−

=
−

100

110

211

A
1
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b) Obtener la matriz  X  /  A X = B C 

En el apartado anterior hemos obtenido la matriz  A
-1

, multiplicando la ecuación anterior por  A
-1

 por la 

izquierda: CBAXCBAXICBAXAA 1111 −−−−
=→=→=  

Calculemos la matriz  X  mediante el producto anterior, 

( ) ( ) ( )

















−−

−

−

=

=−

















−

=−

















−++−

−−+−

−−+−

=−

















−

−

















−

−

==
−

311

622

311

311

1

2

1

311

111020

111120

121121

311

1

1

2

100

110

211

CBAX
1

)(.)(

)(.)(

)(.)(

 

Solución:  

















−−

−

−

=

311

622

311

X  

 

 

c) Sabemos que  M  es una matriz  2x2   y  que  
2

1
M = , hay que calcular 3M2  

De las propiedades de los determinantes sabemos que NMNM =   y  que si  M  es  n x n  MM
nαα = . 

( )
2

1

8

1
4

2

1
4M4MMM2MMM2MMM2M2

3
323

==







=====  

 

Solución:   
2

1
M2

3
=  
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Matemáticas II    Junio 2015 
 

PROBLEMA A.1. Se dan las matrices y
22

31
A 







 −
=  .









−
=

22

31
B  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La matriz inversa de la matriz  A.  (2 puntos) 

b) Las matrices  X  e  Y  de orden  2 x 2 tales que  X A = B  y  A Y = B.  (2 + 2 puntos) 

c) Justificar razonadamente que si  M  una matriz cuadrada tal que M 
2
 = I, donde I es la 

matriz identidad del mismo orden que M, entonces se verifica la igualdad   M 
3
= M 

7
. 

(4 puntos) 
 

Solución: 

a)  A
-1

?  

Comprobemos si existe  A
-1

.  

1
A0862

22

31
A

−
∃→≠=+=

−
=  

Calculemos  A
-1

, 










−
→







 −
→









−
→







 −
=

12

32

13

22

13

22

22

31
A

traspuestaadjuntosmenores

 

Finalmente,  








−
=









−
=









−
=

−

8182

8382

12

32

8

1

12

32

A

1
A

1

//

//
 , simplificando las fracciones: 

 

Solución:  








−
=

−

8141

8341
A

1

//

//
 

 

 

b) ¿ X ? / X  A = B 

En el apartado anterior hemos obtenido  A
-1

. Multiplicando por A
-1

  por la derecha: 

X A A
-1

 = B A
-1

  →   X I = B A
-1

  →   X = B A
-1

, por lo que 








−
=







−
=



















−+

+−

=








−








−
=

211

4321

8488

8684

8

2

8

6

8

4

8

4
8

3

8

3

8

6

8

2

8182

8382

22

31
X

/

//

//

//

//

//
 

 

 

¿ Y ? / A Y = B, multiplicando por A
-1

  por la izquierda: 

A
-1

 A Y = A
-1

 B   →   I Y = A
-1

 B   →   Y = A
-1

 B,  luego:  










−
=









−
=



















−
−

+
−

−+

=








−








−
=

10

01

880

088

8

2

8

6

8

2

8

2
8

6

8

6

8

6

8

2

22

31

8182

8382
Y

/

/

//

//
 

 

Solución:   








−
=







−
=

10

01
Ye

211

4321
X

/

//
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c) Sea  M  una matriz cuadrada /  M 
2
 = I,  ¿M 

3
 = M 

7
? 

Podemos resolverlo de dos formas diferentes: 

*) Calculemos, por separado, M 
3
  y  M 

7
 

... cqcMM
  M    MI   I  I       M M M  M  M

  M    MI    I)   M(como    M  M M 73

2227

223

=→





===

=====
 

 

**) Veamos si a partir de M 
7
  llegamos a  M 

3
, 

... cqc  M    MI  I     M M  M  M 333227
===  
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Matemáticas II    Junio 2016 
 

PROBLEMA B.1. Se da la matriz 

















−=

120

210

005

A   

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La comprobación de que  A
-1

 = 5
-1

 A
t
,  siendo  A

t
  la matriz traspuesta de   A.   (4 puntos) 

b) Los valores del parámetro real  λ  para los cuales   A – λ I  no es invertible, siendo  I  la 

matriz identidad de orden 3.   (3 puntos) 

c) El determinante de una matriz cuadrada  B  cuyo determinante es mayor que 0  y verifica 

la ecuación   B 
-1

= B 
t
.   (3 puntos) 

 

Solución: 

a)  ¿ A
-1

 = 5
-1

 A
t 
?  

Calculemos  A
-1

. Comprobemos si existe  A
-1

.  

1
A055545

120

210

005

A
−

∃→≠=+=−=  

Calculemos  A
-1

, 

















−

→

















−→

















−

→

















−=

5520

5250

005

5520

5250

005

5520

5250

005

120

210

005

A
traspuestaadjuntosmenores

 

Y,  





















−

=

















−

=
−

5
5

20

5
2

5
10

00
5

5

5520

5250

005

55

1
A

1
 

 





















−

=

















−

=

5
1520

5
2

5
10

00
5

5

120

210

005

5

1
A

5

1 t  

Por lo tanto, A
-1

 = 5
-1

 A
t
. 

 

Otra forma de realizar la comprobación es la siguiente: 

Partimos de    A
-1

 = 5
-1

 A
t
, 

Multiplicamos por la derecha por  A,     A
-1

 A = 5
-1

 A
t
 A 

Como, A
-1

 A = I   (siendo I la matriz identidad de orden 3),    I  = 5
-1

 A
t
 A   →   A

t
 A = 5 I. 

Comprobemos esta última igualdad. 

cqcI5

100

010

001

5

500

050

005

120

210

005

120

210

005

AAt ..=

















=

















=

















−

















−

=  

 
Por tanto,   A

-1
 = 5

-1
 A

t
. 
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b) ¿ λ ∈ ℜ ? /  A – λ I  no es invertible 

Calculemos   A – λ I, 

















−

−−

−

=

















−

















−=−

λ

λ

λ

λλ

120

210

005

100

010

001

120

210

005

IA  

 

Para que   A – λ I  no sea invertible,    A – λ I  = 0 

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]4155415

120

210

005

IA
22

+−−=−+−−=

−

−−

−

=− λλλλλ

λ

λ

λ

λ  

Resolvamos la ecuación: 

   ( ) ( )[ ]
( ) ( ) 4141041

505
0415

22

2

−±=−→−=−→=+−

=→=−
=+−−

λλλ

λλ
λλ  

no existe 
a 

 

Solución:   A – λλλλ I  no es invertible para  λλλλ  = 5 . 

 

 

c) ¿B ? / B es una matriz cuadrada,  / B > 0  y   B 
-1

 =B 
t
  

Como  B 
-1

 =B 
t
   →    B 

-1
 =  B 

t
  

Por las propiedades de los determinantes,   B 
-1

 = 
B

1
   y    B 

t
  =  B  

Por tanto, 11BB1B
B

1 2
±=±=→=→= ,  pero  B > 0, por lo que  B = 1. 

 

Solución: B = 1. 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Matemáticas II    Junio 2017 
 

PROBLEMA B.1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) La comprobación de que  C
2
 = 2 C – I, siendo  

















−−

−

−

=

144

112

245

C  e  I  la matriz 

identidad de orden  3 x 3, (2,5 puntos)  

y el valor de la matriz  C
4
. (2,5 puntos)  

b) El valor del determinante de la matriz  ( ) ( ) 124 A4A3
−

,  sabiendo que  A  es una matriz 

cuadrada de cuatro columnas cuyo determinante vale  – 1.   (3 puntos) 

c) La matriz B  que admite inversa y que verifica la igualdad B B = B.   (2 puntos) 
 

Solución: 

a)  Comprobemos que  C
2
 =2 C – I.  

















−−

−

−

=

















−

















−−

−

−

=

















−

















−−

−

−

=−

















−−

−

−

=

=

















++−−−++−

−−++−−−

−−++−−−

=

















−−

−

−

⋅

















−−

−

−

=

388

234

489

100

010

001

288

224

4810

100

010

001

144

112

245

2IC2

388

234

489

111424411444412454

111122411142412152

121425421445422455

144

112

245

144

112

245

C
2

.........

.........

.........

 

 

Obtenemos el mismo resultado; por lo tanto queda comprobado que   C
2
 = 2 C - I. 

 

Calculemos C
4
,  

C
4
 = C

2
 . C

2
 = ( 2 C – I ) . ( 2 C – I ) = 2 C 2 C – 2 C I – I 2 C + I

2
 = 4 C

2
 – 2 C – 2 C + I =  

= 4 C
2
 – 4 C + I = 4 ( 2 C – I ) – 4 C + I = 8 C – 4 I – 4 C + I = 4 C – 3 I = 

















−−

−

−

=

















−

















−−

−

−

=

















−

















−−

−

−

=−

71616

478

81617

300

030

003

41616

448

81620

100

010

001

3

144

112

245

4I3C4  

 

















−−

−

−

=

71616

478

81617

CLuego
4,  

 
b) A  = – 1    y   A es 4x4 

Calculemos   ( ) ( ) 124 A4A3
−

 

Considerando las propiedades de los determinantes: 

  ( )4x4AserporAnAny
A

1
ABABA

41
===

−,  
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( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) 256

81

1256

81

A256

81

A256

1
181

A4

1
A3

A4

1
A3A4A3A4A3

2

22

4

24

44

2

44124124

=
−

=

==−====
−−

.

 

 

Solución:   ( ) ( )
256

81
A4A3

124
=

−

. 

 

 

c) ¿ matriz  B ? / existe  B
-1

    y   B B = B  

Partimos de  B B = B,   como existe  B
-1

   multiplicamos la igualdad  por  B
-1

 por la izquierda, 

B
-1 

B B = B
-1

 B 

I B = I 

B = I 

 

Solución:  B = I  ( B es la matriz identidad). 
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PROBLEMA B.1. Sea A una matriz cuadrada tal que A
2
 + 2 A = 3I, donde  I  es la matriz 

identidad. Calcular razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores de  a y b  para los cuales  A
-1

 = a A + b I.   (3 puntos) 

b) Los valores de  α y β  para los cuales  A
4
 = α A + β I.   (4 puntos) 

c) El determinante de la matriz 2 B
-1

,  sabiendo que  B  es una matriz cuadrada de orden 3 

cuyo determinantes es 2.   (3 puntos) 
 

Solución: 

A es una matriz cuadrada / A
2
 + 2 A = 3I.  Comprobemos que existe  A

-1
 

A
2
 + 2 A = 3I   →   A ( A + I ) = 3 I   →   A ( ) ( )IA

3

1
AIIA

3

1 1
+=→=





+

−  

 

a)  ¿a, b / A
-1

 = a A + b I?.  

Partimos de    A
2
 + 2 A = 3I.  

 

multiplicamos por la derecha por  A
-1

,    A
2
 A

-1
+ 2 A A

-1
 = 3 I A

-1
  →   A ( A A

-1 
)+ 2 A A

-1
 = 3 I A

-1
 

A I + 2 I = 3 A
-1

  →   A + 2 I = 3 A
-1

  →  I
3

2
A

3

1
A

1
+=

−
 

Por tanto,   
3

2
by

3

1
a == . 

 

 

b) ¿α, β  /  A4 = α A + β I? 

Partimos de    A
2
 + 2 A = 3 I   →   A

2
 = 3 I – 2 A

 

A
4
 =A

2
 . A

2
 = ( 3 I – 2 A ) . ( 3 I – 2 A ) =  9 I I – 6 I A – 6 I A + 4 A

2
 = 9 I – 6 A – 6 A + 4 A

2
 = 

= 9 I – 12 A+ 4 A
2
 = 9 I – 12 A + 4 ( 3 I – 2 A ) = 9 I – 12 A+ 12 I – 8 A = – 20 A + 21 . I 

 

Por tanto,   αααα = – 20  y   ββββ = 21. 

 

 

c) 2 B
-1, sabiendo que  B  es  3x3   y   B = 2  

Calculemos   1B2 −  

Considerando las propiedades de los determinantes: 

  ( )3x3BserporBnbny
B

1
B

31
==

−
 

4
2

1
8

B

1
8B2B2

131
====

−−
 

 

Solución:   2 B
-1 = 4 
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PROBLEMA A.1. Se dan la matriz 

















−−

+−=

a1a3

21a2

a01

A  
, que depende del parámetro real 

 

a, y una matriz cuadrada  B de orden 3 tal que B2I
3

1
B

2
−=

 
siendo I la matriz identidad de 

orden 3. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:  

a) El rango de la matriz  A  en función del parámetro  a  y el determinante de la matriz  2 A
-1

 

cuando  a = 1.   (2 + 2 puntos) 

b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones  















−

=

















0

2

1

z

y

x

A

 

cuando  a = – 1.    

(3 puntos) 

c) La comprobación de que  B es invertible, encontrando  m  y  n  tales que  B
-1

 = m B + n I. 

(3 puntos) 
 

Solución: 

a)  Rango de  A. 

A es 3x3, su máximo rango es 3. 

Estudiamos su menor de orden 3, 

1
2

2

12

11422
a01a2a02a4a2

2a4a2

2a2a3a3a2a2aa1aa3a1a21aa

a1a3

21a2

a01

2

22

2

222

−=
−

=
−±−

=→=++→=++

++=

=+−+++−+=++−−+=

−−

+−

.

..

)()()(

 

Por lo tanto, 

Si   a ≠ – 1 ,  /A/ ≠ 0   →   ran(A) = 3 

Si  a = – 1,   

2Aran04
23

02
menorelcomo0Aquesabemos

123

202

101

A

=→≠=
−−

−
=

















−−−

−

−

=

)(,

 

 

Luego, si   a ≠ – 1 ,  ran(A) = 3   y    si  a = – 1,  ran(A) = 2. 

 

Cuando   a = 1,  ¿ 1A2 − ? 

Si   a = 1  (a ≠ – 1), luego  /A/ ≠ 0   →   1A−
∃  

Entonces,   ( )
A

1
8A23x3esAcomoA2

131
==

−−
.      

Para  a = 1,  ( ) 8214122a4a2A
2

1a

2
=++=++=

=
..     y, finalmente, .1

8

1
8A2

1
==

−
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b) Para  a = – 1   , 

















−−−

−

−

=

123

202

101

A  

El sistema a resolver es:  









=−−−

=+−

−=−

→















−

=

































−−−

−

−

→















−

=

















0zy2x3

2z2x2

1zx

0

2

1

z

y

x

123

202

101

0

2

1

z

y

x

A  

 

La matriz ampliada de este sistema es  















 −

−−−

−

−

=

0

2

1

123

202

101

A

M

M

M

´  

 

Por lo estudiado en el apartado a), sabemos que 0A =   y que 2Aran0
23

02
=→≠

−−

−
)(  

Calculemos el rango de A´, 

al menor de A no nulo le añadimos la 4ª columna de A´  y  1ª fila de A´, 

( ) 2Aran0xF2F

023

202

101

12 =→=−==

−−

−

−

´)(  

 

Luego,  ran(A) = ran(A´) = 2 < 3 = nº de incógnitas   →   Sistema compatible indeterminado. 

 

Resolvemos el sistema utilizando las ecuaciones e incógnitas del menor de orden 2 no nulo, 





=−−

−=−

zy2x3

z22x2
 

De la 1ª ecuación,  x = – 1 + z 

Sustituyendo en la 2ª, 

  – 3 ( – 1 + z ) – 2 y = z;   – 2 y = z + 3 ( – 1 + z ) 

                                            – 2 y = z – 3 + 3 z 

                                            – 2 y = – 3 + 4 z 

                                                z2
2

3

2

z43
y −=

−

+−
=  

Por lo que la solución pedida será: ℜ∈













=

−=

+−=

λ

λ

λ

λ

z

2
2

3
y

1x

 

 
c) Comprobar que  B  es invertible. 

¿Existe una matriz  B
-1

 de manera que  B
-1

 . B = I? 

Sabemos que  ( ) IBI6B3IB6B3B6IB3B2I
3

1
B 222

=+→=+→−=→−=  

Por tanto, I6B3B
1

+=
−

 

 

Y además,  m = 3   y   n = 6 
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Problema 4. Dada la matrizaa 

















+

−

=

1m12

0m0

m21

A
2

 
,  se pide: 

 

a) Obtened el rango de la matriz en función del parámetro  m.   (4 puntos) 

b) Explicad cuando la matriz  A  es invertible.   (2 puntos) 

c) Resolved la ecuación  X A = I  donde  I  es la matriz identidad en el caso  m = 1.    

(4 puntos) 
 

Solución: 

a)  ¿ran(A) en función de  m? 

Estudiemos A, 

( ) ( )

( )

( )
( ) 1m01m01m

0m0m
01mm

1mm

1m2mmmm2mmmm21mm

1m12

0m0

m21

A

2

2

2

223322

2

−=→=+→=+

=→=−
=+−

+−=

=++−=−−−=−−=−+−=

+

−

=

 

 

Por tanto, 

Si  m≠  – 1 y 0   →   A≠ 0   →   ran(A) = 3 

 

Si m = – 1,  

2Aran01
10

21
como

0Aquesabemos

212

010

121

A
=→≠=

−

−

=

















−

−−

=
)(

 

 

Si m = 0, 

2Aran0541
12

21
como

0Aquesabemos

112

000

021

A
=→≠−=−−=

−

=















−

=
)(

 

 

Finalmente,  

Si  m≠≠≠≠  – 1 y 0,  ran(A) = 3 

Si m = – 1   o   m = 0, ran(A) = 2 

 

 

b) La matriz A, una matriz cuadrada, será invertible cuando su determinante sea distinto de 0. 

Luego,  A es invertible para  m≠≠≠≠  – 1 y 0 
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c) Para  m = 1, resolved  X A = I. 

Si m = 1   {m ≠  – 1 y 0},    por tanto  A  es invertible. 

 

Conociendo  A
-1

, la solución de la ecuación  X A = I   será: 

Partimos de la ecuación a resolver:   X A = I 

Multiplicamos por  A
-1

   por la derecha:  X A A
-1

 = I  A
-1

 

Como   A A
-1

 = I, queda:   X = A
-1

 

 















−

==

212

010

121

A1mSi ,  

( ) ( )[ ] ( ) 41111mmA1mmAqueSabemos
2

1m

2

1m

2
−=+−=+−=→+−=

==
 

 

Calculemos  A
-1

,  

















−−

−

−−

→

















−−

−−

−

→

















−−

−−

−

=

























−−

−−
→















−

=

152

040

132

101

543

202

101

543

202

10

21

00

11

01

12

12

21

22

11

21

12

21

01

21

01

21

01

212

010

121

A
traspuestaadjuntosmenores

 

Finalmente,   



















−

−

=

















−−

−

−−

−
=

−

4
1

4
5

2
1

010
4

1
4

3
2

1

152

040

132

4

1
A

1
 

 

Solución:    



















−

−

=

4
1

4
5

2
1

010
4

1
4

3
2

1

X  
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Problema 1. Dadas las matrices 








−
=








=









−−
=

10

11
Cy

010

111
B

121

101
A , . Se pide 

a) Demostrar que  C – A B
T
 tiene inversa y calcularla.   (4 puntos) 

b) Calcular la matriz  X  que verifica   C X = A B
T
 X + I, donde I es la matriz identidad.    

(3 puntos) 

c) Justificar que  ( A B
T
 )

n
 = 2

n
 I para todo número natural  n.   (3 puntos) 

 

Solución: 

a)  Cálculo de  C – A B
T
 










−

−
=








−








−
=−









=


























−−
=

















=→







=

30

11

20

02

10

11
BAC

20

02

01

11

01

121

101
BA

01

11

01

B
010

111
B

T

T

T

 

 

Calculemos el determinante de  C – A B
T
 

( ) 1TT
BAC03

30

11
BAC

−

−∃→≠=
−

−
=−  

 

Calculemos la inversa  de  C – A B
T
 










−

−−
→









−−

−
→









−

−
→









−

−
=−

10

13

11

03

11

03

30

11
BAC

traspuestaadjuntosmenores
T

 

Finalmente,   ( )














−

−−
=









−

−−
=−

−

3
10

3
11

10

13

3

1
BAC

1T  

 

Por tanto  C – A B
T
   tiene inversa y es   














−

−−

3
10

3
11

 

 

 

b) Matriz X? / C X = A B
T
 X + I 

C X = A B
T
 X + I   →   C X  – A B

T
 X = I   →   ( C – A B

T
 ) X = I,   por tanto  X = ( C – A B

T
 )

-1
 

 

Luego,  X = 













−

−−

3
10

3
11
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c) Justificar que  ( A B
T
 )

n
 = 2

n
 I para todo número natural  n. 

En el apartado a) hemos obtenido que  ( ) .I2BAI2
10

01
2

20

02
BA

11TT
=→=








=








=  

Calculemos ( )2TBA  

( ) I2I4I2I2
20

02

20

02
BA

222T
===
















= ,   se cumple para n = 2. 

 

Supongamos que se cumple  ( ) I2BA nnT
= ,  comprobemos que también se cumple para n+1. 

( ) ( ) ( ) I2I2I2I2BABABA 1n21nnTnT1nT +++

==== , que es lo que queríamos comprobar. 

 

Por inducción hemos comprobado que: ( A B
T
 )

n
 = 2

n
 I para todo número natural  n. 
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Problema 2. Dada la matriza 

















−

−

=

1m20

1mm2

1m0m

A 2

 
.  Determinar: 

 

a) El rango de la matriz  A  en función del parámetro real  m.   (4 puntos) 

b) La matriz inversa de  A  en el caso  m = 2.   (4 puntos) 

c) El número real  m  para el cual el determinante de la matriz  2A es igual a –8.    

(2 puntos) 
 

Solución: 

a)  ¿ran(A) en función de  m? 

Estudiemos A, 

( ) ( )

( )

3

2
mm320m32

0m0m

0m32m

m32mm2m3m2m4m4mm21mm4m

1m20

1mm2

1m0m

A

2

2

22322332232

=→=→=−

=→=

=−

−=+−=−+−=−−−=−

−

=

 

 

Por tanto, 

Si  m≠   0  y 
3

2
    →   A≠ 0   →   ran(A) = 3 

 

Si m =
3

2
,  

2Aran0
27

8

9

4

3

2

9
4

3
4

0
3

2

como

0Aquesabemos

1
3

4
0

1
9

4

3

4
3

1
0

3

2

1
3

2
20

1
3

2

3

2
2

1
3

2
0

3

2

A

2

=→≠==
−

=























−

−

=

































−

−

=
)(

 
 

Si m = 0, 

0Aquesabemos

100

100

100

A
=















 −

=  

Cualquier menor de orden 2 de esta matriz contiene una columna de ceros por lo que los menores 

de orden dos son nulos. 

Como, por ejemplo, 011 ≠−=−    →   ran(A) = 1 

 

Finalmente,  

Si  m≠≠≠≠  0  y 
3

2
,  ran(A) = 3;       si m = 

3

2
,  ran(A) = 2     y     si m = 0,  ran(A) = 1 
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b) ¿A
-1

, para m = 2? 

Como  2 ≠  0  y 
3

2
, por lo calculado en el apartado anterior,  A≠ 0   →   1A−

∃  

















−==

140

144

102

A2mSi ,  

( ) ( )[ ] ( ) 162322m32mAm32mAqueSabemos
2

2m

2

2m

2
−=⋅−=−=→−=

==
 

 

Calculemos  A
-1

,  

















−−

−

−

→

















−−

−

−

→

















−

−

−−

=

























−−

−−

→

















−=

8816

624

440

864

824

1640

864

824

1640

44

02

14

12

14

10

40

02

10

12

14

10

40

44

10

14

14

14

140

144

102

A
traspuestaadjuntosmenores

 

Finalmente,   



















−

−−

−

=

















−−

−

−

−
=

−

2
1

2
11

8
3

8
1

4
1

4
1

4
10

8816

624

440

16

1
A

1
 

 

Solución:    



















−

−−

−

=
−

2
1

2
11

8
3

8
1

4
1

4
1

4
10

A
1

 

 

 

c) ¿m? /  2 A  = – 8  

 2 A  = {por se A 3x3} 2
3
 A  = 8 A    →    8 A  = – 8    →    A  = – 1 

Como ( )m32mA
2

−=    debemos resolver: 

( ) 01m2m31m3m21m32m 23322
=++−→−=−→−=−  

Resolviendo la ecuación por Ruffini: 

  1messoluciónúnicaLa

realessoluciones
6

111

32

13411
m

01mm301mm3resolverporQueda

0113

131

1023
2

22

=

−±−
=

⋅

⋅⋅−±−
=

=++=−−−

−−−

+−−−

−

sin

;

 

 

Por tanto,  2 A  = – 8   para   m = 1. 
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Problema 2. Dadas las matrices :, 








−
=









−
=








=

0

0
Cy

012

111
B

110

101
A

2α

α
 

a) Obtener la matriz  (A B
T
+ I)

-1
, donde I es la matriz identidad de las dimensiones 

adecuadas para realizar la operación.   (6 puntos) 

b) Comprobar  que  C
2
 = – α

3
 I, donde I  es la matriz identidad, y calcular  C

13
.   (4 puntos) 

 

Solución: 

a)  Cálculo de   A B
T
 + I 









=








+








−
=+










−
=

















−







=→

















−=→








−
=

02

23

10

01

12

22
IBA

12

22

01

11

21

110

101
BA

01

11

21

B
012

111
B

T

TT

 

 

Calculemos el determinante de  A B
T
 + I 

( ) 1TT
IBA04

02

23
IBA

−

+∃→≠−==+  

 

Calculemos la inversa  de  A B
T
 + I 










−

−
→









−

−
→








→








=+

32

20

32

20

32

20

02

23
IBA

traspuestaadjuntosmenores
T  

Finalmente,   ( )














−
=









−

−

−
=+

−

4
3

2
1

2
10

32

20

4

1
IBA

1T  

 

Solución:     ( )














−
=+

−

4
3

2
1

2
10

IBA
1T

 

 

b) ¿ C
2
 = – α

3
 I ?  

I
10

01

0

0

0

0

0

0
C

33

3

3

22

2 αα
α

α

α

α

α

α
−=








−=











−

−
=









−








−
=  

Comprobado que  C
2
 = – αααα

3
 I 

 

 

Cálculo de  C
13

, 

Utilizamos el resultado obtenido antes (C
2
 = – α

3
 I ) 

( ) ( ) 










−
=









−
====−===

0

0

0

0
CCICICICCCCC

20

19

2

18181861863621213

α

α

α

α
ααααα  

 












−
=

0

0
CLuego

20

19

13

α

α
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Problema 2. Se consideran las matrices .
















=

















=

00

10

01

By

m1m

0m0

mm21

A  
Se pide: 

a) Estudiar el rango de  A  en función del parámetro real  m.   (3 puntos) 

b) Para  m = – 1, resolver la ecuación matricial  A X = B.   (4 puntos) 

c) Para  m = – 1, calcular  A
5
.   (3 puntos) 

 

Solución: 

a)  Rango de  A  en función de  m. 

A es 3x3 por tanto el máximo rango de A es 3. 

 

{ }

1m0m1

0m
0m1m0mm

0m

0mmm

mmm
mm

m1
mfila2laporndodesarrolla

m1m

0m0

mm21

A

2

2

2

=→=−

=
=−→=−

=

→=−

−====

)(
)(

)(ª

 

Por lo tanto, 

Si   m ≠ 0  y  m ≠ 1,   ran(A) = 3. 

 

Si  m = 0,   

2Aran01
10

01
como

0AqueSabemos

010

000

001

A

=→≠=

=

















=

)(

.

 

 

Si  m = 1,   

2Aran01
10

21
como

0AqueSabemos

111

010

121

A

=→≠=

=

















=

)(

.

 

 

Solución: 

Si   m ≠ 0  y  m ≠ 1,   ran(A) = 3. 

Si   m = 0  o   m = 1,   ran(A) = 2. 
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b) Para  m = – 1, resolver  A X = B  

Para  m = – 1  (m ≠ 0  y  m ≠ 1)   →   ran(A) = 3, por lo tanto existe la matriz inversa de A. 

Obtendremos  X  de la siguiente forma:  A X = B, multiplicando por la izquierda por  A
-1

, A
-1

  A X = A
-1

 B,  

X = A
-1

 B 

Cálculo de A
-1

 

( ) 2111mmmA

111

010

121

A
1m

2
=−−−=−=

















−−

−

−−

=
−=

)(  

















−−

−

−−

=

















−−

−

−−

=

















−−

−

−−

→

















−−

−−

−

→

















−−

−−

−

=

























−

−−

−

−−

−

−

−−

−

−

−−

−

−

−−−

−

→

















−−

−

−−

=

−

111

020

131

2

1

111

020

131

A

1
AFinalmente

111

020

131

101

123

101

101

123

101

10

21

00

11

01

12

11

21

11

11

11

12

11

10

11

00

11

01

111

010

121

A

1
traspuesta

adjuntosmenores

.

 

 

Luego 

















−

−

−

=

















−

−

−

=

















−+−−+−

−−−−

−−−−

=

































−−

−

−−

=

2
1

2
1

10
2

3
2

1

11

20

31

2

1

011101010111

001200000210

011301010311

2

1

00

10

01

111

020

131

2

1
X

......

......

......

 

 

Solución: 

















−

−

−

=

2
1

2
1

10
2

3
2

1

X  

 

 

c) Para  m = 0,  calcular  A
5
.  

Para  m = 0,  
















=

010

000

001

A  

















=

































==

















=

































==

















=

































=

000

000

001

010

000

001

000

000

001

AAA

000

000

001

000

000

001

000

000

001

AAA

000

000

001

010

000

001

010

000

001

A

45

2242 ;

 

 

Solución: 
















=

000

000

001

A
5
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Matemáticas II   Junio 2007 
 

Problema 1.1. Dadas las matrices 

















+

+

+

=

















+

+

+

=

6243

6332

12753

)(

6244

6332

642

)(

y

y

y

yCy

x

x

x

xB

 
a) Calcular el determinante de la matriz 3B(x) y obtener el valor de x para el que dicho determinante vale 162. (1,8 

puntos). 

b) Demostrar que la matriz C (y) no tiene inversa para ningún valor real de y. (1,5 puntos). 

 

Solución: 

a) 

=

+

+

+

==

6244

6332

642

27)(3)(3 3

x

x

x

xBxB

 

desarrollando por la 1ª columna, 

 

[

[ ] [ ]

1
162

162
162162

16224243624126276)44(12)32(6)2(27

)1824)(44()1224)(32()1218)(2(27
63

64
)44(

62

64
)32(

62

63
)2(27

==→=

=++−−+=+++−+=

−++−+−−+=







+++−+=

xx

xxxxxxx

xxxxxx

 

 

b) Calculemos su determinante, 

0241854363018

6)43(18)32(6)53()3642()43()2442)(32()1218()53(

63

127
)43(

62

127
)32(

62

63
)53(

6243

6332

12753

)(

=++−−+=

=+++−+=−++−+−−+=

=+++−+=

+

+

+

=

yyy

yyyyyy

yyy

y

y

y

yC

 
Como el determinante de C(y) es nulo, no existe la matriz inversa de C(y). 
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Matemáticas II   Junio 2008 
 

Problema 1.2. Sean I  y  A  las matrices cuadradas siguientes: 








−−
=








=

1710

2917
,

10

01
AI

 
Se pide calcular, escribiendo explícitamente las operaciones necesarias: 

a) Las matrices A
2
   y   A

3
. (1,8 puntos). 

b) Los números reales  βα y  para los que se verifica ( ) .
3

AIAI βα +=+  
(1,8 puntos). 

 

Solución: 

a) 

Cálculo de A
2
  










−

−
=









+−+−

−−
=









−−








−−
==

10

01

17.1729.1010.1717.10

17.2929.1710.2917.17

1710

2917

1710

2917
.

2
AAA

 
Hemos obtenido que A

2
 =  – I  

 

Cálculo de A
3
  

A
3
 = A

2
 . A =  – I . A =  – A 








 −−
=









−−
−=−=

1710

2917

1710

2917
3

AA

 
 

 

b) Utilizaremos los resultados del anterior apartado   A
2
 =  – I    y    A

3
 =  – A 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22

222222222

22....

23

22

23

=−=

+−=−=+=+=+=+

=−+=+++=+++=++=+

++=+

βα yquelopor

AIIAAAAAAIAIAAI

AIAIAAAIAAIAAIIIAIAIAI

AIAIAI
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Matemáticas II   Junio 2009 
 
 

Problema 1.1. Dadas las matrices cuadradas ,

100

010

001

600

12180

124818

,

100

230

063

















=

















=

















= IeBA

 
se pide: 

a) Justificar que la matriz A tiene inversa y obtener razonadamente la matriz inversa A
-1

 , incluyendo en la respuesta 

todos los pasos que llevan a la obtención de  A
-1

. (1,1 puntos). 

b) Calcular, razonadamente, el determinante de la matriz  3 A
-1

 , incluyendo en la respuesta todos los pasos realizados. 

(1,1 puntos). 

a) Obtener razonadamente los valores reales  x, y, z  que verifican la ecuación  x I + y A + z A
2
 = B. (1,1 puntos). 

 

Solución: 

a) Justificar que la matriz A tiene inversa. 

1091.3.3

100

230

063
−

∃≠=== AluegoACalculemos

 
 

Cálculo de A
-1

  

( )


















−

−

=

















−

−

==

















−

−

→

















−

−

→

















=

























→

















=

−

100
3

2
3

10

3
4

3
2

3
1

900

630

1263

9

1
A

A

1
Aluego

900

630

1263

9612

036

003

9612

036

003

30

63

20

03

23

06

00

63

10

03

10

06

00

30

10

20

10

23

100

230

063

A

ij

1

A

A

ij

jijiα

 

 

En el proceso de cálculo de A
-1

 cada uno de los pasos realizados son los siguientes, 

ji
α

 
Formar una matriz con los menores complementarios de cada elemento 

ji
A

 
Obtener los adjuntos de cada elemento cambiando el signo alternativamente 

ij
A

 
Trasponer la matriz anterior. 

 

 

b) Calcular │3 A
-1

 │ 

Como A
-1

 es una matriz 3x3, │3 A
-1

 │ = 3
3
 │A

-1
 │= 27│A

-1
 │= 

También sabemos que  
A

A
11

=
−

 

luego, 

3
9

1
27

1
27 ===

A
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c) Resolver   x I + y A + z A
2
 = B 

Calculemos A
2
 

















=

















++++++

++++++

++++++

=

































=

100

890

12369

1.12.00.00.13.06.00.10.03.0

1.22.30.00.23.36.00.20.33.0

1.02.60.30.03.66.30.00.63.3

100

230

063

100

230

063
2A

 
 

La ecuación que debemos resolver es  

















=

















+

















+

















600

12180

124818

100

890

12369

100

230

063

100

010

001

zyx

 
expresión que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones, 

 





















=++

=

=

=+

=++

=

=

=+

=++

6

00

00

1282

1893

00

1212

48366

1893

zyx

zy

zyx

z

zy

zyx

 

Eliminando las ecuaciones 

repetidas y las que no aportan 

información (0 = 0), 





















=++

=+

=

=+

=++

6

1282

1212

48366

1893

zyx

zy

z

zy

zyx

 

Simplificando 

coeficientes 














=++

=+

=

=+

=++

6

64

1

86

1893

zyx

zy

z

zy

zyx

 

 

Sustituyendo el valor de z que nos aporta la 3ª ecuación en las restantes, el sistema quedará: 













=++

=+

=+

=++

61

61.4

81.6

181.93

yx

y

y

yx

 

Efectuando las operaciones pendientes, 













=+

=

=

=+

5

2

2

93

yx

y

y

yx

 
 

Sustituyendo el valor de y obtenido en la 2ª y 3ª ecuaciones en las restantes, 





=+

=+

52

92.3

x

x

 

Efectuando las operaciones pendientes, 





=

=

3

3

x

x

 
 

Por lo tanto la solución de la ecuación inicial es: x = 3, y = 2, z = 1 
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Matemáticas II   Septiembre 2002 

 
EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 1. Dadas las matrices reales: 

,
21

73

41

23

12

232

111

49

85








=

















−

−

=








−

−
=








= DCBA

 
se pide : 

a) Calcular la matriz  M = A – 2 B C . (1 punto) 

b) Justificar que existe la matriz  D
-1

 inversa de D y calcular tal matriz.   (0,9 puntos) 

c) Calcular las matrices  X, Y  que cumplen  D X = M = Y D.  (1,4 puntos) 

 

Solución: 

a) M = A – 2 B C =  










−
=









−
+







=







 −−
−







=

=








+−−++

−+−−−
−







=

















−

−










−

−
−







=

421

149

030

64

49

85

015

32
2

49

85

862294

421132
2

49

85

41

23

12

232

111
2

49

85

 
 

 

b) La matriz inversa de D existirá si el determinante de D es distinto de cero; 

10176
21

73 −
∃≠−=−== DluegoD

 
Calculemos D

-1
  










−

−
=









−

−

−
=

⇒








−

−
→









−

−
→








→








=

−

31

72

31

72

1

1

31

72

37

12

37

12

21

73

1
D

D ijjiji AAα

 
 

 

c) D X = M, multiplicando por la izquierda por D
-1 

D
-1 

D X = D
-1 

M ;    I X = D
-1 

M;    X = D
-1 

M 








−
=









−+

+−−−
=









−








−

−
==

−

272

0165

1214639

282814718

421

149

31

721
MDX

 
 

Y D = M, multiplicando por la derecha por D
-1

 

Y D D
-1

  = M D
-1

;   Y I = M D
-1

;    Y = M D
-1

 










−

−
=









−−+

−+−
=









−

−










−
==

−

15946

214

12147442

42631418

31

72

421

1491
MDY
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Matemáticas II   Septiembre 2003 

 
EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 1. Considerar las matrices:  A = 
















+−

−

)1(15

101

30

m

m

 

y  B = 
















100

001

010

 
a) ¿Para qué valores reales de  m  es  A  inversible? Calcular la matriz  A

-1
  (2 puntos). 

b) En la anterior matriz  A  con  m = 0, obtener la matriz real cuadrada  X  de orden 3 que satisface la igualdad  

B – A X  =  A B   (1,3 puntos). 

 

Solución: 

a) A será inversible si y sólo si 0≠A  

1

3

2

24

2

12164
034

3453)1(53

)1(15

101

30

2

12

22

=

=
=

±
=

−±
=→=+−

+−=++−=++−=

+−

−=

m

m
mmm

mmmmmmmm

m

m

A

 

A es inversible para m ≠ 1  y  m ≠ 3 

 

Calculemos A
-1

 

( ) ( )

( ) 31

51

3154

31

34

1

51

3154

31

3

5153

141

3

5153

141

01

0

11

30

10

3

15)1(5

30

)1(1

3

15

01

)1(5

11

)1(1

10

2

2

1

2

22

≠≠

















−

−−

−++

+−
=⇒

















−

−−

−++

=

















−−

−++

−

=→

















−−−

−−−−−

+−

=



























−−

0

+−+−

+−

−

+−

−

=

−
mympara

mm

m

mmm

mm
A

mm

m

mmm

A

mm

mmm

m

A

mm

mmm

m

mm

m

mm

m

mm

ij

jijiα

 

 

b)   La matriz A para m = 0 es 
















−

−=

115

101

300

A  

Buscamos una matriz  X /  B – A X = A B, despejemos  X 

– A X = – B + A B 

A X = B – A B 

X = A
-1

( B – A B ) = A
-1

 B – A
-1

 A B  = A
-1

 B – B  =( A
-1

 – I ) B 

calculemos la expresión obtenida finalmente, 

Para  m = 0   A
-1

= 
















−−=

















−−

003/1

153/4

013/1

001

3154

031

3

1
 

( )

















−

−−

−

=

















−

−−

−

=

































−

−−

−

=−

















−

−−

−

=

















−

















−−=−

−

−

13/10

13/46

03/21

13/10

13/46

03/21

100

001

010

103/1

163/4

013/2

103/1

163/4

013/2

100

010

001

003/1

153/4

013/1

1

1

XLuego

BIA

IA
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Matemáticas II   Septiembre 2003 

 
EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 1.  Se consideran las matrices cuadradas reales de orden 2, P = 








32

21

 
y Q = .

30

02









 
Calcular: a) La matriz  P

-1
 (1,1 puntos).  b) La matriz real cuadrada  X  de orden 2, tal que  P

-1
XP = Q (1,1 puntos).  c) La 

matriz  (PQP
-1

)
2
  (1,1 puntos). 

 

 

Solución: 

a) Como 10143
32

21 −
∃⇒≠−=−== PP

 
Calculemos P

-1
 

( ) ( ) ( ) ( ) 








−

−
=









−

−

−
=→









−

−
=→









−

−
=→








=→








=

−

12

23

12

23

1

1

12

23

12

23

12

23

32

21 1
AAAa ijjijiji α

 
 

 

b) Buscamos la matriz X / P
-1

X P = Q, efectuemos las operaciones necesarias para despejar X 

P P
-1

X P P
-1

  = P Q P
-1

   ;   I X I = P Q P
-1

   ; luego  X = P Q P
-1

 

Calculemos la matriz X 










−

−
=









−+−

−+−
=









−

−









=









−

−

















==

−

16

26

981812

64126

12

23

94

62

12

23

30

02

32

211
PQPX

 
 

 

( ) 








−

−
=









+−−

+−−
=









−

−










−

−
==

−

1130

1024

112636

2121236

16

26

16

26
)

221
XPQPc  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Matemáticas II   Septiembre 2004 

 
EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 1.  Para las matrices reales: 
















=

















−

−

−−

=

100

010

001

011

653

211

IA

 

, se pide: 

a) Justificar que existe la matriz A
-1

, inversa de A, y calcular el determinante de A
-1

  (1,2 puntos). 

b) Calcula la matriz  B = A ( A + 4 I )   (0,7 puntos). 

c) Determinar los números reales  x, y, z, t  que cumplen   A
-1

 = x A + y I,  A
2
 = z A + t I   (1,4 puntos) 

 

Solución: 

a) Como A es una matriz cuadrada de orden 3 tendrá inversa si su determinante es no nulo, calculémoslo: 

08412)4(12)610(660

011

653

211

≠−=+−=−−−=+−−−−=

−

−

−−

=A

 
Como el determinante de A es no nulo existe A

-1
. 

 

Calculemos │A
-1│ 

Sabemos, por definición, que A . A
-1 

= I 

También sabemos que │A . B│= │A││B│ siendo A y B matrices cuadradas de orden n. 

Como A y A
-1

 son matrices cuadradas de orden 3,  

│I│= │A . A
-1│=│A││A

-1│,  como │I│= 1 

│A││A
-1│= 1, por lo tanto │A

-1│= 1 / │A│ 

En nuestro caso 
8

1

8

11 −
=

−
=

−
A

 
 

 

b) Calculamos A + 4 I 

















−

−

−

=

















+−++−+−

+−−+−+−

+−−−++−−

=

















−

−

−

















−

−

−−

=+=

















−

−

−

=

















+

















−

−

−−

=

















+

















−

−

−−

=+

400

040

004

062011033

243066536159

862211233

411

613

213

011

653

211

)4(

411

613

213

400

040

004

011

653

211

100

010

001

4

011

653

211

4

IAAB

IA

 
A partir del resultado anterior podemos decir que B = – 4 I 

 

 

c) Para no tener que calcular A
-1

 transformamos la primera condición multiplicándola por la derecha por A, 

A
-1

 A
 
= x A A + y I A 

I = x A
2
 + y A 

Calculemos la matriz A
2
  

















−−

−−

−

=

















+−++−+−−

+−−+−+−−

+−−−++−

=

















−

−

−−

















−

−

−−

=

444

241612

840

062051031

030662536153

062251231

011

653

211

011

653

211

A
2

 

 

La primera condición expresada matricialmente sería: 

 

















−

−

−−

+

















−−

−−

−

=

















011

653

211

444

241612

840

100

010

001

yx

 
 

que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones: 
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−=

−=

+−=

+−=

−=

+−=

+−=

−=

−=

x

yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx

y

41

40

40

6240

5161

3120

280

40

1

 

En este sistema se verifica que: 

3ª ecuación = -2 . 2ª ecuación, 

4ª = -3 . 2ª, 

6ª = -6 . 2ª, 

7ª = -1 . 2ª, 

8ª = 2ª, 

luego las ecuaciones 3ª, 4ª, 6ª, 7ª y 8ª son 

proporcionales a la 2ª ecuación; podemos 

eliminarlas y el sistema queda reducido a 

 

 













−=

−=

−=

−=

x

yx

yx

y

41

5161

40

1

 

 

De la primera ecuación obtenemos y = - 1 

de la última ecuación x = -1/4. Veamos si estos valores de x e y cumplen las otras dos ecuaciones: 

00

110

)1(
4

1
40

=

+−=

−−
−

=

 11

541

)1(5
4

1
161

=

+−=

−−
−

=

 
Cumplen 2ª ecuación Cumplen 3ª ecuación 

Luego x = -1/4  e  y = -1 son solución del sistema. 

 

Estudiemos ahora la 2ª condición A
2
 = z A + t I  

La expresión matricialmente sería: 

















+

















−

−

−−

=

















−−

−−

−

100

010

001

011

653

211

444

241612

840

tz

 
que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones: 





















=−

−=

=−

=−

+−=

=−

=−

−=

+−=

t

z

z

z

tz

z

z

z

tz

4

4

4

624

516

312

28

4

0

 

 

En este sistema se verifica que las  

ecuaciones 2ª, 3ª, 4ª, 6ª, 7ª y 8ª son 

la misma – 4 = z. 

El sistema queda reducido a 

 

 












=−

=−

+−=

+−=

t

z

tz

tz

4

4

516

0

 

La tercera y cuarta ecuación  indican z = - 4 y t = - 4. Veamos si estos valores de z  y  t cumplen las otras dos 

ecuaciones: 

0 = -(-4) + (-4) 

0 = 4 – 4 

0 = 0 

16 = -5 (-4) + (-4) 

16 = 20 – 4 

16 = 16 

Cumplen 1ª ecuación Cumplen 3ª ecuación 

Luego z = - 4 y t = - 4 son solución del sistema. 

 

Por tanto los valores de x, y, z, t buscados son  4,4,1,
4

1
−=−=−=

−
= tzyx
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EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 1. Dadas las matrices ,

3

5

2

,

2

2

0

,

100

010

000

,

2

2

7

,

3

2

1

















=

















=

















=

















−

=

















= EDCBA  

 

calcular razonadamente la matriz  
















=

z

y

x

X  que satisface la ecuación ( A B´ + C ) X = ( A´ D ) E,  

donde M´ significa la matriz traspuesta de la matriz M   (3,3 puntos). 

 

Solución: 

Llamamos  M = A B´ + C = ( )
















−

−

−

=

















+

















−

−

−

=

















+−

















5621

4514

227

100

010

000

6621

4414

227

100

010

000

227

3

2

1

 

A´ D =  ( ) )10(

2

3

0

321 =

















 

Llamamos  N = ( A´ D ) E = 
















=

















30

50

20

3

5

2

)10(  

La ecuación a resolver es: M X = N, si existe M
-1

 entonces X = M
-1 

N 

1
07)202430242425(7

563

452

221

7

5621

4514

227
−

∃⇒≠=+++−−−=

−

−

−

=

−

−

−

= MM  

Cálculo de M
-1

,  

















−

−

−−

=⇒
















−

−

−−

 →

















−

−−−

 →

 →















 −−

=



























−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

 →

















−

−

−

−

7021

0714

221

7

1

7021

0714

221

702

072

21141

702

072

21141

514

27

414

27

45

22

621

27

521

27

56

22

621

514

521

414

56

45

5621

4514

227

1M
ijji

jiji

MM

Mα

 

 

Por lo que X = 
















−

−

−

=

















+−

+−

+−−

=

































−

−

−−

210

70

60

7

1

210420

350280

6010020

7

1

30

50

20

7021

0714

221

7

1
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EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 1. A es una matriz 3× 3 tal que  

















−

−−=

















−−

−−=

322

012

201

211

101

012
32

AyA

 
Se pide: 

a) Calcular el determinante de la matriz A
3
 (0,5 puntos) y la matriz inversa de A

3
 (1 punto). 

b) Calcular la matriz fila X = (x, y, z) que es solución de la ecuación matricial XA
3
 = BA

2
 , donde B es la matriz fila  

     B = (1, 2, 3) (1,3 puntos). 
c) Calcular la matriz inversa de A (0,5 puntos). 
 

Solución: 

a)  

( ) 133 01483

322

012

201
−

∃≠−=+−=

−

−−= AluegoA

 
 

( )














 −−−

=

















−−−

−−−
−

=

















−−−

−−−→

















−−

−−

−−

→

→

















−

−−

−

=

























−−−−

−−

−−

−

−

−

−

→

















−

−−=

−

122

476

243

122

476

243

1

1
Aluego

122

476

243

142

274

263

142

274

263

12

01

02

21

01

20

22

01

32

21

32

20

22

12

32

02

32

01

322

012

201

A

13

AA

A3

ijji

jijiα

 

 

b) Buscamos la matriz fila  X  que cumpla   X A
3
 = B A

2
 

Por el apartado anterior sabemos que ( ) 13 −

∃ A , 
multiplicando la ecuación anterior por  ( ) 13 −

A  
por la izquier- 

da: 

( ) ( )

( )

( ) 132

132

132133

−

−

−−

=

=

=

AABX

AABIX

AABAAX

 
 

Por lo que el cálculo de la matriz  X será, 

( ) =















 −−−

















−−

−−=

122

476

243

211

101

012

321X  
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( )

( )

( ) ( )265144223247243246233

122

476

243

423

122

476

243

231201130211131221

=+−−−+−−−+−−−=

=















 −−−

−−=

=















 −−−

+−+−++−+−+=

..)(..)(..)(

.).(.)(..)()(.

 

 

Solución   X = ( 5 , 6 , 2 ) 

 

 

c) Calcular A
-1

 

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )















 −

=

=

















+−−−+−−−+−−−

−+−−−+−−−+−−

++−++−++−

=















 −−−

















−−

−−=

=→=

=

=

=

=

−

−−−−

−−−

−

−

−−

−

−

011

121

010

1.24.1)2(12.27.1)4(12.26.1)3(1

1.14.0)2(12.17.0)4(12.16.0)3(1

1.04.1)2(22.07.1)4(22.06.1)3(2

122

476

243

211

101

012

,

1

13211321

13211

1

132

132133

13

23

1332

A

Luego

AAAAAIA

AAAAIA

izquierdalaporAporndomultiplica

AAAI

AAAAA

derechalaporAporndomultiplica

AAAconEmpezamos

AyAAConocemos
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PROBLEMA B.1. Dadas las matrices 

















+

+

+

=

















+

+

+

=

183

262

341

)(

283

262

342

)(

y

y

y

yBy

x

x

x

xA

 
se pide: 

a) Obtener razonadamente el valor de  x  para que el determinante de la matriz A(x)   

sea 6.  (4 puntos) 

b) Calcular razonadamente el determinante de la matriz  2A(x).  (2 puntos) 

c) Demostrar que la matriz  B(y)  no tiene matriz inversa para ningún valor real de y.   

(4 puntos) 
 

Solución: 

a) ¿x? /  │A(x)│= 6 

62104210)2(2)2(464)2(2

141

120

342

283

262

342

)(

13

12 −=−+=−+=++−−+−=

−

−

+

=

−

−=

+

+

+

= xxxxx

x

FF

FF

x

x

x

xA  

 

2 x – 6 = 6   →   2 x = 12      →   x = 6  

 

Por lo tanto, para que  │A(x)│= 6   debe ser   x = 6. 

 

 

b)  

│2 A(x)│=  { como  A(x)  es  3 x 3 } = 2
3
 │A(x)│= 8 ( 2 x – 6 ) = 16 x – 48  

 

 

c)  

{ } 02

242

121

341

183

262

341

)( 23

13

12 ===

−

−

+

=

−

−=

+

+

+

= xFFcomo

y

FF

FF

y

y

y

yB  

 

Es decir que, independientemente del valor de   y,   │B(y)│= 0, luego  la matriz  B(y)  no tiene inversa para 
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PROBLEMA A.1. Se dan las matrices  







=







 −
=

10
01

I
31
20

A ,
 

 y  M, donde M es una matriz  

de dos filas y dos columnas que verifica  M
2
 = M. Obtener razonadamente: 

a) Todos los valores reales  k  para los que la matriz  B = A – k I  tiene inversa.  (2 puntos) 
b) La matriz inversa  B-1  cuando k = 3.  (2 puntos) 
c) Las constantes reales   α  y  β    para las que se verifica que I2AA2

−=+ βα . 

     (4 puntos)      

d) Comprobar razonadamente que la matriz  P = I – M  cumple las relaciones:  P2 = P   y   
M P = P M.  (2 puntos, repartidos en 1 punto por cada igualdad) 

 
Solución: 
a) Calculemos la matriz B. 










−

−−
=








−






 −
=








−






 −
=−=

k31
2k

k0
0k

31
20

10
01

k
31
20

IkAB  

Para que exista  B-1  debe ser  │B│≠ 0. 

1
2
13

2
2
13

2
13

2
13

2
893

12
21433

k02k3k

2k3k2kk32k3k
k31
2k

B

2
2

22

=
−

=
+

=
±

=
±

=
−±

=
−−±−−

=→=+−

+−=++−=+−−=
−

−−
=

.

..)()(

)(

 

Por lo tanto la matriz  B tiene inversa para todos los números reales que sean distintos de  1  y  2, es decir 
{ }21k ,−ℜ∈∀ . 

 
 

b) Para  k = 3, según el resultado del apartado anterior, 1B−
∃   

Para  k = 3, 2
01
23

By
01
23

B =
−−

=






 −−
=  

Procedamos al cálculo de B-1. Cálculo de los menores: 








−− 32
10

, adjuntos: 








−

−

32
10

, traspuesta 








−− 31
20

, 

y finalmente  













−−=









−−
=









−−
=

−

2
3

2
1

10

31
20

2
1

31
20

B
1

B 1  

 
 
c)  

I2AA2
−=+ βα  








 −−
=







 −








 −
=








 −
=

73
62

31
20

31
20

A

31
20

A

2
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−

−
=









++

−−−









−=







 −
+






 −−

20
02

373
262

10
01

2
31
20

73
62

βαβα

βαα

βα

 

Esta igualdad matricial da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:  













−=+

=+

=−−

−=−

237
03

026
22

βα

βα

βα

α

 

De la primera ecuación obtenemos 1
2
2

=
−

−
=α . Sustituyendo este valor en la otras tres ecuaciones: 









−=+

=+

=−−

237
03

026

β

β

β

 

De la primera ecuación:  3
2
6

62 −=
−

=→=− ββ  

De la segunda ecuación:  3−=β  

Y de la tercera:  3
3
9

93723 −=
−

=→−=→−−= βββ  

Como de las tres ecuaciones obtenemos el mismo valor de β, β = – 3  
 
Las constantes reales para las que se verifica la ecuación planteada son:   α = 1   y   β = – 3. 

 
 
d) P = I – M    y   M / M2 = M . 

¿P2 = P? 
P2 = ( I – M ) ( I – M ) = I – I M – M I + M M = I – M – M + M2 = I – 2 M + M = I – M = P 
(como  I  es la matriz identidad: I I = I,  I M = M,  M I = M) 
 

¿M P = P M? 
M P = M ( I – M ) = M I – M M = M – M2 = M – M = 0   (M – M es la matriz cero) 
P M = (I – M ) M = I M – M M = M – M2 = M – M = 0 
Por lo tanto,  M P = P M 
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PROBLEMA B.1. Se dan las matrices 

















−

=

112

112

121

M

 

y  T,  y se sabe que  T  es una matriz cuadrada de 3 filas y 3 columnas cuyo determinante vale  2 . 

Calcular razonadamente los determinantes de las siguientes matrices, indicando explícitamente las 

propiedades utilizadas en su cálculo: 

a)   T
2

1

 
(3 puntos) 

b) M
4
.  (3 puntos) 

c) T M
3
 T

-1
  .  (4 puntos) 

 

Solución: 

a) ( )
8

2
2

8

1
Tdet

2

1
3x3esTcomoT

2

1
det

3

==







==








)(   

 

 

b) det (M
4
) = ( como det(A.B) = det(A) . det(B) )=[ det(M) ]

4
  

Calculemos  det(M), 

661261
24

33
1

columnatercerala

porndodesarrolla

112

024

033

FF

FF

112

112

121

Mdet 32

31

=−−=−−=−=







=

−

+

+

=

−

= )()()(  

 

Por lo que   det (M
4
) = 6

4
 = 1296 

 

 

c) Considerando que  ( )
)(Tdet

1
Tdet 1

=
−  y que  det(A.B) = det(A) . det(B) . 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] 2166Mdet
Tdet

1
MdetTdetTdetMdetTdetTMTdet 3331313

=====
−− )(

)(
)()(  
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PROBLEMA B.1. Se dan las matrices   







=







 −
=

10

01
U

11

11
A ,    y   B, donde B es una 

matriz de dos filas y dos columnas que no tiene ningún elemento nulo y que verifica la relación  

B
2
 = – 7 B + U . 

Obtener razonadamente: 

a) Los números reales  a   y   b   tales que   A
2
 = a A + b U .  (4 puntos). 

b) Los números reales  p   y   q   tales que   B
-1

 = p B + q U  (2 puntos),  justificando que la 

matriz  B  tiene inversa (2 puntos). 

c) Obtener los valores de   x   e   y   para los que se verifica que   B
3
 = x B + y U  (2 puntos). 

 

Solución: 

a)  








 −
=







 −








 −
=

02

20

11

11

11

11
A

2  

Buscamos  a  y  b  tales que   A
2
 = a A + b U, luego: 








+






 −
=






 −

10

01
b

11

11
a

02

20
, efectuando 

operaciones, 










+

−+
=







 −

baa

aba

02

20
 que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:













=+

=

−=−

=+

0ba

2a

2a

0ba

, en el que la 1ª y 4ª 

ecuación son iguales, así como la 2ª y 3ª, por lo que queda reducido a  




=

=+

2a

0ba
, sustituyendo el valor de  

a  en la 1ª ecuación:  2 + b = 0;   b = – 2. 

 

Los valores de   a   y   b   buscados son 




−=

=

2b

2a
 

 

 

b) Como  B
2
 = – 7 B + U (en donde  U  es la matriz identidad de orden 2) 

B
2
 + 7 B = U 

B ( B + 7 U ) = U, por lo tanto la matriz  B  tiene inversa que es   B + 7 U 

 

Obtengamos  p  y  q  /  B
-1

 = p B + q U 

Sabemos que   B
-1

 = B + 7 U,  por lo que  p = 1   y   q = 7 

 

 

c) Como  B
2
 = – 7 B + U 

B
3
 = B

2
 . B = ( – 7 B + U ) . B = – 7 B

2
 + B = – 7 (– 7 B + U ) + B = 49 B – 7 U + B = 50 B – 7 U 

Como buscamos  x  e  y  /  B
3
 = x B + y U, será: 

50 B – 7 U = x B + y U, por lo tanto   x = 50   e   y = – 7 
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PROBLEMA 4. Sea 

















=

120

010

021

A

 

 

 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:  
 

 

a) La justificación de que A tiene inversa y el cálculo de dicha matriz inversa.   (3 puntos) 

b) Dos constantes  a, b  de modo que   A
-1

= A
2
 + a A + b I. Se puede usar (sin comprobarlo) 

que  A  verifica  A
3
 – 3 A

2
 + 3 A – I = 0  siendo  I  la matriz identidad.   (3 puntos) 

c)  El valor de  λ  para  que el sistema de ecuaciones  ( )

















=

















⋅−

0

0

0

z

y

x

IA λ

 

tenga infinitas 

soluciones. Para dicho valor de  λ  hallar todas las soluciones del sistema.   (3 puntos) 
 

Solución: 

a)  ¿ ∃  A
-1

? 

1

1

A01

120

010

021

A

0AsiA

−

−

∃→≠==

≠∃

 

 

Calculemos A
-1

, 

















−

−

=

















−

−

=

















−

−

→

















−−→

















=

























→

















=

−

120

010

021

120

010

021

1

1
AY

120

010

021

100

212

001

100

212

001

10

21

00

01

01

02

20

21

10

01

12

02

00

10

10

00

12

01

120

010

021

A

1

traspuestaadjuntosmenores

,

 

 

 

b) ¿a, b? / A
-1 

= A
2
 + a A + b I. Sabiendo que  A

3
 – 3 A

2
 + 3 A – I = 0   {1} 

Partimos de:   A
-1 

= A
2
 + a A + b I, multiplicando por la matriz  A  por la izquierda, 

A A
-1 

= A A
2
 + A a A + A b I; 

I = A
3
 + a A

2
 + b A; 

A
3
 + a A

2
 + b A – I = 0;   comparando esta expresión con la  {1}, que sabemos que se cumple, deducimos 

que  a =  – 3   y  b = 3. 

 

Solución, a =  – 3   y  b = 3. 
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c) El valor de  λ  para  que el sistema de ecuaciones  tenga infinitas soluciones. 

 

 

Calculemos   A - λ I. 

B

120

010

021

00

00

00

120

010

021

100

010

001

120

010

021

IA =

















−

−

−

=

















−

















=

















−

















=−

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λλ  

Para que el sistema indicado, que es homogéneo, tenga infinitas soluciones debe ser  / B / = 0. 

( ) ( ) 101011

120

010

021

B
33

==−=−−=

−

−

−

= λλλλ

λ

λ

λ

;;;  

 

Para λ = 1, el sistema a resolver es: 

ℜ∈









=

=

=

→==→




=

=
→

















=

































βα

β

α

,:;

z

0y

x

sistemadelSolución0y0y2
0y2

0y2

0

0

0

z

y

x

020

000

020

 

 

Solución: el sistema de este apartado tiene infinitas soluciones para  λλλλ = 1   y  para este valor de  λλλλ   la 

solución del sistema es  ⋅ℜ∈









=

=

=

βα

β

α

,

z

0y

x

 

 

( )

















=

















⋅−

0

0

0

z

y

x

IA λ
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Problema 1.2. Dadas las matrices 







=









−
=

y

x
XyA

11

46

 

, se pide: 

 

a) Obtener razonadamente todos los valores de  α  para los que 








0

0

 

es la única solución de la ecuación 

matricial  A X = α  X. (1,5 puntos). 

b) Resolver la ecuación matricial   A X = 2 X . (1,8 puntos). 
 

Solución: 

a)  





=−+−

=+−
→





=+−

=+









=

















−

0)1(

04)6(46

11

46

yx

yx

yyx

xyx

y

x

y

x

α

α

α

α

α

 

para que la única solución del sistema sea la trivial, x = y = 0, deber ser 0A ≠ , siendo A la matriz de coeficientes 

del sistema anterior. 

Resolvamos 
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Los valores de α  para los que 
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es la única solución de la ecuación matricial  A X = α  X  son { }5,2−ℜ∈α  

 

 

b) La ecuación A X = 2 X  corresponde al sistema planteado en el anterior apartado para 2=α . 
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Como se cumple que 1ª ecuación = – 4 . 2ª ecuación   el sistema es indeterminado, lo resolvemos, por ejemplo, a partir 

de la 2ª ecuación. 

– x  – y = 0;    y =  – x 
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Matemáticas II   Septiembre 2009 
 
 

Problema 1.1. Dada la matriz
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αA , se pide: 

a) Calcular, en función de  α, el determinante de la matriz A(α), escribiendo los cálculos 

necesarios. (1,3 puntos). 

b) Determinar, razonadamente, los números reales  α para los que el determinante de la 

matriz inversa de A(α) es igual a 1/66.  (2 puntos). 
 

Solución: 

a) Calculamos el determinante de la matriz por Sarrus, 
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b) De lo obtenido anteriormente, sabemos que el determinante de la matriz A(α) es distinto de cero  (para 

cualquier valor de α, α
2
 +30 ≠ 0) 

Como el determinante de A(α) es distinto de cero, existe la inversa de la matriz A(α). Y además sabemos 

que, 

66:
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