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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones a) Duracion: 1 HORA'y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejerciciosajeian A o bien
realizar Unicamente los cuatro ejercicios d@feion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla gréafica).

EXAMEN JUNIO 1996

Opcion A

EJERCICIO 1. La capacidad de concentracion de una saltadora de altura en una reunién
atlética de tres horas de duracién viene dada por la funcién £ [R, 3jefinida por

f(t) = 300t(3 - §) donde tmide el tiempo en horas.

(1) [1 PUNTO]. Calcula los intervalos en los cuales la capacidad de concentracién aumenta
y los intervalos en los que disminuye. ¢ Cuando es nula?

(2) [0°75 PUNTOS]. ¢Cuél es el mejor momento, en términos de su capacidad de
concentracién, para que la saltadora pueda batir su propia marca?

(3) [0"75 PUNTOS]. Representa graficamente la funcion de capacidad de concentracién.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Las gréficas (i), (ii) y (iii) corresponden, no necesariamente
por ese orden, a las de una funcion derivalda funciéon Ty una primitiva Fdef. Identifica
cada gréfica con su funcién justificando la respuesta.

ANy NS
RO Vi

EJERCICIO 3. (1) [1 PUNTOQ]. SiAvyB son dos matrices cuadradas y del mismo orden, ¢.es
cierta en general la relacién (A#BA*+2AB+B?? Justifica la respuesta.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula, segun los valores de a, el rango de la matriz

1 2 3 a
M=| 2 4 6 8
3 6 9 12

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Desde el origen de coordenadas pueden trazarse dos rectas
tangentes a la circunferencia que tiene su centro en el punto (3, 0) y cuyo radio vale 3/2
¢, Cuales son las ecuaciones de dichas rectas tangentes?
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Opciéon B

EJERCICIO 1. Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva

2x para x> 1.

1-x2
En el punto P = (2, -4/3) la abandona y sigue desplazandose a lo largo de la recta tangente a
dicha curva.
(1) [1 PUNTOQ]. Halla la ecuacion de dicha recta tangente.
(2) [0'5 PUNTOS]. Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, encuentra el punto en el
gue la particula encuentra al eje OX.
(3) [1 PUNTQ]. Siel desplazamiento es de derecha a izquierda, encuentra el punto en el que
la particula encuentra a la asintota vertical mas préxima al punto P.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. De una funcion integrable [f1, 1] -R se sabe que para
cada xen dicho intervalo se tiene
\f(x)\ <1+¥%
De los nimeros -3, -2, -1, 2’5 y 275, ¢cuales pueden ser el valor de la integral
1
f f(x) dx ?
-1

Justifica la respuesta.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Considera el sistema de ecuaciones

2X -2y -z = 4
X +2y -2z =-1
Xx-z=1

(1) [0°75 PUNTOS]. ¢Existe una solucion del mismo en la g08 y

(2) [0°75 PUNTOS]. Resuelve el sistema homogéneo asociado al sistema dado.

(3) [0"75 PUNTOS]. Haz una interpretacion geométrica tanto del sistema dado como de sus
soluciones.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Se tiene un paralelogramo uno de cuyos vértices es el punto
(3, 2) y dos de cuyos lados se encuentran contenidos, respectivamente, en las rectas r y s de

ecuaciones r= 2%+ 3y_ 7= O’ S X- 3y+ 4 =0.

Halla las ecuaciones de las rectas sobre las que se encuentran los otros dos lados.

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Para calcular los intervalos en los que la capacidad de concentracién aumentay en los que
disminuye, necesitamos la funcién primera derivada:
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f(t) = 300(3 - f) = -300t+900t — f'(t)=-600t+ 900.

Obtengamos el valor que anula a esta derivada:

-600t+ 900 =0 = 600t=900 = t=3/2=1.5horas.

El punto que tomaremos como referencia para la construccion de los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento sera el punto en
donde la derivada es cero, en nuestro ¢tas®. ¢ 15 3
Este punto lo situamos sobre el eje de abscisas,Ww
teniendo en cuenta que la funcion sdlo esté definida
en el intervalo cerrado [0, 3], construiremos los dos posibles intervalos de crecimiento y de
decrecimiento (Ver fig.): [0, 1.5[ y ]1.5, 3].

Elijamos valores intermedios de cada uno de esos intervalos, por ejemplo, el 1y el 2,y
sustituydmoslos en la primera derivada, segun nos salga mayor o menor que cero, la funcién en
el intervalo correspondiente sera creciente o decreciente. Veamoslo:

f (1) =-600-1 +900 =300>0 = creciente en [0, 1.5]
f (2 -600-2 +900 = -300<0 = decreciente en 115, 3]

La concentracién es nula cuanigt) = 0. Calculemos el valor deque hace cero a la
funcion:

-3008+900t=0 = +t*+3t=0 = t(t+3)=0 = t=0 y t3,
es decir, a las 0 horas y a las 3 horas la concentracion es nula.

(2) ElI mejor momento de concentracidn coincide con el maximo de concentracion, o sea,
con el valor que anulaba a la primera derivafd@) =0 = t=1.5 horas, ya que en dicho
instante la funcién pasa de ser creciente a decreciente.

No es preciso, por tanto, comprobar que dicho valor hace a la segunda derivada menor que
cero.

Capacidad de concentracién

(3) La grafica dd(t) es una pardbola, y 675} 1
con los datos de que disponemos de los |
apartados anteriores, sera la situada al lado.

Para mayor precisién sélo hay que calcular
el valor maximo:

f(1.5) =300 x 1.5 (3-1.5) = 675.

tiempo

1 15 2 3 (en horas)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Paraidentificar las graficas correspondientes a una fuffg)dala de su funcion derivada
f'(x) y a la de una primitiva déx), F(x), tendremos en cuenta gieé) al ser una primitiva de
f(x) verificara queF" (x)=f(x), por lo que realmente lo que tendremos que localizar son las
graficas de F(x)la de su funcion derivada F &fjx) y la de la derivada segundafg) o la
primera de f(x)F"" (xX)=f"(x).



L.0.GS.E. MATEMATICAS 11 Pig. 16

Diferenciemos diversos puntos caracteristicos del eje de abscisas mediante letras; las
graficas que nos han dado quedaran asi:

(in)

) Veamos las caracteristicas de la gréafica (i):

1) En el intervalo (a, d) es decreciente =
la funcién derivada es negativa en (a, d), es
decir, la gréfica quedaria por debajo del eje de
abscisas.
2) En el intervalo (d, f) es creciente =
la funcién derivada es positiva en (d, f), es
decir, la grafica quedaria por encima del eje
de abscisas.
3) En el punto de abscisa "d" presenta un minimoda funcién derivada es cero en dicho
punto y ademas cambia de signo (de negativa a positiva).
4) En el punto de abscisa "a" presenta un punto de tangencia horizontal por la derkecha
derivada por la derecha es cero.
La gréfica que presenta todas estas caracteristicas es la (iii), por lo que en un principio ésta
seria la gréfica de la funcion derivada de la (i).
Observemos mas caracteristicas de la gréafica i).
5) En el intervalo (a, c) es concava la funcién segunda derivada es negativa, es decir, la
grafica de esta funcion quedaria por debajo del eje de abscisas.
6) En el intervalo (c, e) es convexa la funcién segunda derivada es positiva, es decir, la
gréfica de esta funcion quedaria por encima del eje de abscisas.
7) En el intervalo (e, f) es concava la funcién segunda derivada es negativa, es decir, la
grafica de esta funcion quedaria por debajo del eje de abscisas.
8) Los puntos "c" y "e" son puntos de inflexién la funcidn segunda derivada es cero en
dichos puntos.
No hay ninguna gréfica que presente las caracteristicas 5), 6), 7) y 8), luego la gréfica (i)
no puede ser la correspondiente a la funcion, F&jue la grafica de F""(xp esta.
Veamos ahora las caracteristicas de la gréfica (ii):
1) En el intervalo (a, c) es creciente la funcién derivada es positiva en (a, c), es decir, la
grafica quedaria por encima del eje de abscisas.
2) En el intervalo (c, f) es decreciente la funcion derivada es negativa en (c, f), es decir, la
gréfica quedaria por debajo del eje de abscisas.
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3) En el punto de abscisa "c" presenta un maximda funcién derivada es cero en dicho
punto y ademas cambia de signo (de positiva a negativa).
La gréfica que presenta estas tres caracteristicas es la (i), por lo que en un principio ésta
seria la gréfica de la funcion derivada de la (ii).
4) En el intervalo (a, d) es coéncava la funcion segunda derivada es negativa, es decir, la
grafica de esta funcion quedaria por debajo del eje de abscisas.
5) En el intervalo (d, f) es convexa la funcion segunda derivada es positiva, es decir, la
gréfica de esta funcion quedaria por encima del eje de abscisas.
6) EL punto "d" es un punto de inflexié® la funcién segunda derivada es cero en dicho
punto.
La grafica que presenta las caracteristicas 4), 5) y 6) es la (iii), por lo que en un principio
ésta seria la gréfica de la funcion segunda derivada de la (ii).

Veamos ahora las caracteristicas de la gréfica (ii):

1) En elintervalo (a, b) es decreciertda funcion derivada es negativa en (a, b), es decir, la
gréfica quedaria por debajo del eje de abscisas.

2) En el intervalo (b, €) es creciente la funcién derivada es positiva en (b, €), es decir, la
grafica quedaria por encima del eje de abscisas.

3) En el intervalo (e, f) es decrecientela funcidn derivada es negativa en (g, f), es decir, la
gréfica quedaria por debajo del eje de abscisas.

4) En el punto de abscisa "b" presenta un minimaa funcién derivada es cero en dicho
punto y ademas cambia de signo (de negativa a positiva).

5) En el punto de abscisa "e" presenta un maximda funcién derivada es cero en dicho
punto y ademas cambia de signo (de positiva a negativa).

No hay ninguna grafica que presente todas estas caracteristicas a la vez, luego la gréafica
(iii) no puede ser la correspondiente a la funcion,Fpa la de F (3af(x).

Observemos mas caracteristicas de la gréfica iii)

6) En el intervalo (a, c) es convexa la funcién segunda derivada es positiva, es decir, la
gréfica de esta funcion quedaria por encima del eje de abscisas.

7) En el intervalo (c, f) es céncava la funcidén segunda derivada es negativa, es decir, la
grafica de esta funcion quedaria por debajo del eje de abscisas.

8) El punto "c" es un punto de inflexiér la funcién segunda derivada es cero en dicho
punto.

La gréfica que presenta las caracteristicas 6), 7) y 8) es la grafica (i), es decir, en principio
esta grafica (i) podria ser la gréfica de la funcion derivada segunda de la (iii), por lo que esta
otra, la (iii), tendria que ser la grafical{g) pero hace un momento hemos visto que no podia
serlo porque no existe ninguna grafica de la funcidn primera derivada de la (iii).

En consecuencia, la grafica (i) se corresponde con la fuffgjpla grafica (i) con la de
F(x) y la (iii) con la de f'(x)



L.0.GS.E. MATEMATICAS 11 Pig. 18

Al superponer las tres gréficas,
podemos comprobar todo lo visto
anteriormente.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Supongamos que Ay B son dos matrices cuadradas de orden n, comprobemos si es o
no cierta la relacion (A+B¥A%+2AB+B2
(A+B)*= (A+B)(A+B)=A-A+ AB+B-A+B-B=A+ AB+BA+ B
al aplicar las propiedades de las potencias y de la distributiva, la Ultima expresion que hemos
obtenido, en principio, no coincide con la expresion de la relacién que pretendemos demostrar,

es decir:
A2+ AB +BA + B = A2+ 2AB + B?

AB + BA = 2AB
yaque AB+BA no es igual que 2AB, lo sera sélo cuando AB=BA, o sea, en aquellos casos que
A y B sean matrices que gocen de la propiedad conmutativa respecto de la multiplicacién,
propiedad que en general no se satisface.

(2) Para calcular, segun los valores de "a", el rango de la matriz siguiente, procederemos
mediante el método de Gauss.

1 23 a Antes de triangular inferiormente,
M= 2 4 6 8 Intercambiemos entre sf las filas 1* y 3%
3 6 9 12
Triangulemos inferiormente.
3 6 9 12 Tomemos como pivote el elemento a;; = 3 # 0.
M= 2 4 6 8 Sustituyamos la 2°* fila por: 3 -[2*f] - 2 - [1%f]
1 2 3 a Sustituyamos la 3° fila por: 3 - [3*f] - [1*f]
3 6 9 12
Intercambiemos entre si las filas 2% y 37
M=1 000 0 Intercambiemos a continuacién las columnas 2* y 4°,
0 0 0 3a-12
3 12 9 6 . o e
El sistema esté triangulado inferiormente.
M=] 0 3a-12 0 0 Hemos obtenido una fila de ceros, y el coeficiente de la
0 0 0 0 diagonal principal, el a5,=3a-12 puede ser o no cero.

Veamos lo que ocurre en cada caso.
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*Si 8,=0 = 3a12=0 = a=4 = obtenemos dos filas de ceros y solo

una distinta de cero por lo que el rango de la matriz M es 1.
*Si 8,0 = 3a-120 = a*4 = obtenemos una fila de cerosy dos

distintas de cero por lo que el rango de la matriz M es 2.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
La ecuacion de una circunferencia s+ y? - 2a - 2by+ & + b? - = 0, la que nos dice
el problema tiene su centro en (3, 0) luego, a=3 y b=0, y de radip sustituyendo estos
valores tendremos: V2
9

X2+ Yy -6x+9- > =0 = X+y-6x+ =0.

N © N&")

Si observamos el dibujo, y tenemos en cuenta que
la recta tangente a la circunferencia en un punto es P
perpendicular al radio que pasa por dicho punto,
OP. PC, tendremos: 7 B

OF?+r2-0C? = o_P2+%:9 ~ o‘pg :

Por otro lado, si el punto P tiene de coordenadas
(% Yo)» Se verificaran dos cosas:

- el triangulo OHP es rectangulo en H, y por tantq? +xy?

+ Nj o

- por pertenecer a la circunferencia, la satisfarg +xy> - 6x % = 0.

Sustituyamos el valor de la primera expresién en la segunda:

9 9 _ A\ 9 2 9 9 3
— - + — = = = =1. = = — - = —_ - — = = =1].
5 6% 5 0 %=3/2=15 Yo \JZ X, \JZ 13 15

luego el punto P tiene de coordenadas (1.5, 1.5), y el punto T(1.5, -1.5).

La ecuacion de la tangente a P y que pasa por el origen es:
x-0 _ y-0 _
= = y =X
15 -0 15 -0
La ecuacion de la tangente a T y que pasa por el origen es:
x-0 _ y-0 y = X
15 -0 -15 -0

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de una funcién en un punto es:
Y- Yo = (%) (X-%) [1]
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2X

La derivada de la funciény = es:
1-x2
.21 -x?) - 2x(-2x) . 2(x%2+1)
y = 2\ 2 y - 2\ 2
(1-x9) (1-x9)
El valor de la derivada en el punto de tangencia de abgeBasera:
, , 222 +1) 10
f = 2) =422 - - -
(x0) =Y (2) (1 297 9

El valor de la funcién en el punto de tangencia de absgigees:
2.2
Yo =Y(2) = ——F = -

1-22 3
Sustituyendo estos valores en [1], obtendremos la ecuacion de la recta tangente:
4y 10, . - _ 10, 32
y - ( 5) = ?(X 2) y 9 X 9

(2) El punto en el que la particula encuentra al eje OX, coincide con el de la interseccion
de la recta tangente con el eje de abscisas; lo calcularemos resolviendo el sistema formado por

las ecuaciones de la recta tangente y la del eje de abscisas.

y-lo, 32
9 9 ﬁl_oxfgzo = X:E:az
9 9 10
y =0

luego el punto es el (3.2, 0).

(3) Si observamos la funcién deducimos
gque existen dos valores que anulan al
denominador, el 1 y el -1, que son las dos
posibles asintotas verticales que tiene la funcion,
pero al estar definida sélo para valores mayores
gue 1, bastara hacer el estudio de la existencia la
asintotax=1, asi como estudiar la posicién de la
grafica de dicha funcion respecto de la misma.
No obstante no habra ningiin punto de la trayectoria en el que la particula encuentre o corte a
la asintota vertical, sino que se aproximard a ella. La grafica de la trayectoria de la particula es
la reflejada al margen.

Veamos si %1 es una asintota vertical, para lo cual se ha de verificar que:

im f(x)=te = lim 2% - _2 _2_
X =X w1t 1-x2 1-1° 0

En consecuencia, no hay ningn punto en el que la particula encuentra a la asintota vertical,
sino que se desplazaria asintéticamente con respecto a ella a lo largo de su trayectoria, de forma
gue a medida quese aproxima a 1 por la derecha el valor de gproxima o tiende &.-
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SOLUCION EJERCICIO 2.-
Si la funcionf(x) verifica que |f(x)| < 1 +x?, entonces también se verificara, teniendo en
cuenta las propiedades del valor absoluto, que
(14 < f(x) < 1+X%,
-1 <f(x) < 1+ X,
como las funciones x>1, f(x) y 1#? son funciones integrables en el intervalo [-1, 1],
por la propiedad de comparaclic')n tendremos que fi

1
X1 <f(X) < 103 = f(—xz—l) dx < ff(x) dx < f(l +x2) dx
-1 -1 -1

calculemos la primera y tercera integral para saber entre qué valores se encontraria la segunda
integral y asi decidir qué valores podria tomar dicha integral.

1 1

x2- e [ e B [

fl(x 1) dx [3 x]l 3 1( 3 (1)) 5 = 26666
1

ey - [2 x| =t [y -

£(X+)X—?+Xil—§+ _T+(_) =

luego el valor de la integral que nos piden estara comprendida entre los valores
1

-2.6666 < ff(x) dx < 2.6666
-1

~ 2. 6666

w]| oo

por tanto los niimeros que pueden ser el valor de esta integral serian el -2, el -1y el 2'5.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Supongamos que si exista una solucidn del sistema en lE@upara lo cual
sustituiremos dicho valor en el sistema y lo resolveremos.

2X -2y -z =4 2Xx -z =4 p i P cial v
X +2y -2z =-1 - x-27-=-1 ongamos el sistema en forma matricial |y

Xx-7-=1 X -7 1 apliquemos el método de reduccion de Gauss.

-1 4 Triangulemos inferiormente.

211 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°f] - [1°f]

-1 1 Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3%f] - [1°*f]

Tomemos como pivote el elemento ay, = -3 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: -3 - [3*f] + [2°f]

Hemos triangulado inferiormente. Todos los elementos de la diagonal
ptincipal son  distintos de ceto. La ultima ecuacién es trivial (la
-3 |-6 eliminamos), nos queda un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,

S O N O O N P P DN
|
w
|
»

o| 0 es por tanto un sistema compatible determinado. terminemos de
resolvetlo.
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O N ONDN

2
0

-1
-3
-1

1

0
1

|
|

4
-6

)
)

|

Simplifiquemos la segunda fila por -3.

Triangulemos supetriormente.
Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1°f]] + [2°f]

El sistema esta diagonalizado, podemos despejar las incognitas:

x =3, 2=2, =0 (valor inicial)

Hemos encontrado una solucion en la @ y

(2) El sistema homogéneo asociado al sistema dado es:
2x -2y -z =0
X +2y -2z =0

ON OON PPN

0

incognitas, es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico, terminemos de resolverlo

Xx-z=0
-2 -1|0
2 210
0O -1/|0
-2 -1|0
6 -3|0
2 -1/|0
-2 -1|0
6 -3|0
0 00

simplificando previa

2

P O N ON O

0

S N O

2

-1
-1

‘)

0
0

Pongamos el sistema en forma matricial y apliquemos el método
de reduccién de Gauss.

Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°f] - [1°f]
Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3%f] - [1*f]

Tomemos como pivote el elemento a,, = 6 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por: 3 - [3%f] - [2°f]

Hemos triangulado inferiormente. La dltima ecuacién es trivial (la
eliminamos). Todos los elementos de la diagonal principal son
distintos de cero, nos queda un sistema de dos ecuaciones con tres

mente la segunda ecuacion por 3.

La incégnita que nos sobra, la g, la pasamos al segundo miembro
como incégnita no principal o secundaria.

Triangulemos supetiormente.
Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1°f]] + [2°f]

Simplifiquemos la 1* fila por 2.

El sistema esta diagonalizado, la solucion sera:
x=z  y=z/2

Sustituyamos la incégnita secundarjaoz un parametro t, tendremos finalmente:

(3) Resolvamos el sistema dado poniéndolo directamente en forma matricial y aplicando

X =t,

1
= —t, zZ=t, Vit eR
=3

el método reductivo de Gauss.
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Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elemento a;; =2 # 0.
2 -2|-1 Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°f] - [1*£]

o -111 Sustituyamos la 3° fila por: 2 - [3%f] - [1°f]

Tomemos como pivote el elemento a,, = 6 # 0.
Sustituyamos la 3° fila por: 3 - [3%f] - [2°f]

Hemos triangulado inferiormente. La dltima ecuacién es trivial (la

O N OON P P DN
(o2}
|
w
|
(o2}

6 -3|-6 eliminamos). Todos los elementos de la diagonal principal son

0O 0O o] o0 distintos de cero, nos queda un sistema de dos ecuaciones con tres

incognitas, es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico, terminemos de resolverlo
simplificando previamente la 22 ecuacion por 3.

2 -2 -1] 4 La incognita que nos sobra, la g, la pasamos al segundo miembro
0o 2 -1|-2 como incognita no principal o secundaria.
2 2| 4+z Triangulemos superiormente.
0 2.2+ Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
z Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] + [2°f]
2 0] 2+2z
0 2|24z Simplifiquemos la 1* fila por 2.
1 0] 1+z El sistema esta diagonalizado, la solucién sera:
0 2|-2+z x=1+z 2y=-2+3 = x=1+g y=-1+zg/2

Sustituyamos la incégnita secundarjaoz un parametro t, tendremos finalmente:
x=1-+t, y = -1+2t, z-t, VteR
El sistema geométricamente representa las ecuaciones de tres planos en el espacio, al
resolver dicho sistema, la solucién del mismo se corresponde con la ecuacion de una recta, que
es precisamente la recta donde se cortan los tres planos.

SOLUCION EJERCICIO 4.- ‘

51
Veamos si el punto A pertenece alarectaroalas, / ¢
para ello sustituiremos sus coordenadas en las respectivas 2 P
ecuaciones:

Aer? = 2.3+3:2-7=50 = Ad¢r ; As?=3-3.2+4=186 = A¢s
en consecuencia, la situacion seria parecida a la del dibujo.

La ecuacion de la rectaal ser paralela a la recta r, sera de la forma:

2x+ 3y+ C =0,

y al pasar por el punto A, se verificara: 2:-3+3-2+C=0 G=-12
luego la ecuacion de larectees: [ = 2x+ 3y-12=0.

La ecuacion de la rectaa ser paralela a la s, sera de la forma: 3w+ D =0,
y al pasar por el punto A, se verificara: 3-3-2+D=0 B=3
luego la ecuacioén de larectees: $=x-3y+3=0.
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Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

EXAMEN SEPTIEMBRE 1996

Opcién A

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. En un terreno llano se desea acotar una parcela rectangular
usando 80 m. de tela metélica para vallarla, pero dejando en uno de sus lados una abertura de
20 m. sin vallar tal como se muestra en la figura:

|iabertura

Halla las dimensiones de la parcela rectangular de area maxima que puede acotarse de esa
manera y el valor de dicha area.

EJERCICIO 2. Las coordenadas (a,b) del centro de gravedad de una lamina de densidad
uniforme que esta limitada por la curya sen(X y la porcién del eje OX comprendida entre
x=0 y »m/2, vienen dadas por:

/2 /2
f x sen (x) dx f (sen(x)) 2 dx
__© _ 0
a-= /2 y b = /2
f sen(x) dx 2[ sen(x) dx
0 0

(1) [1 PUNTO]. Describe el método de integraciéon por partes.
(2) [1'5 PUNTOS]. Utiliza dicho método para calcular el centro de gravedad de la lamina
sabiendo que 2

f (sen(x)) 2 dx =

I
5 4

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Del sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
ax +by +1=0
ax +by +c=0
se sabe que=1,y=2 es una solucion y que=7,y=3 es otra solucion. ¢ Qué puede afirmarse
respecto de las soluciones del sistema?, ¢ cuantas tiene?, ¢ cuales son?
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EJERCICIO 4. Consideralos puntos A=(2,-1,-2) vy B=(1,-1,2)
(1) [1 PUNTO]. Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en tres segmentos
iguales.

(2) [1'5 PUNTOS]. Encuentra un punto C sobre la recta r de ecuaciones
x-1 _y-1_12z-1

1 -1 2
de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en C.

r =

Opcién B

EJERCICIO 1. [2°’5 PUNTOS]. Se toma una cuerda de 5 metros de longitud y se unen los
extremos. Entonces podemos construir con ella triangulos isésceles de diferentes medidas.
Calcula, de manera razonada, las dimensiones del que tiene mayor area.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Las gréficas (a), (b) y (c) corresponden, respectivamente,
a tres funciones derivablég y h. ¢ Podrian representar las graficas (r), (s) y (t) a las graficas
de f’, g 0o h” (no necesariamente en ese orden)? Justifica la respuesta en cada caso.

(a) (b) (c)

i EETEEEEEREREY A 2 bk

° ° ° \//\\/

T S LoEEEEEEEEEEE EEPEEPEREPPEPEE 2 e 2| - mmm e
[ [ 0
(r) (s) (1)

F Y R IEEy A T CREEEEREREN ERE F LR EEPRERRERRRREES [ ] GECREEEEEEREEE EEEPRERRERRRR

0 [ [

T AEREEEEEEEEE R N AREEEEEE 2 T CLCTTEEREE EEEEEERRRRER
0 0 0

EJERCICIO 3. Un punto M se mueve en el espacio tridimensional de manera que en un
instante de tiempoge encuentra en el punto {13+, 6+29.

(1) [0°5 PUNTOS]. (Es esta trayectoria una linea recta? Si es asi, escribe sus ecuaciones de
dos formas distintas.
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(2) [1 PUNTOQ]. Halla el instante de tiempo en el que el punto esta en el plano dado por la
ecuacion x 2y+z-7=0.

(3) [1 PUNTO]. Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicularmente a la trayectoria
de My pasa por el punto (1, 1, 0).

EJERCICIO 4. (1) [1 PUNTO]. Sean Ay B dos matrices cuadradas del mismo orden que
tienen inversa. Razona si su producto A-B también tiene inversa.
(2) [1'5 PUNTOS]. Dadas las matrices

102 10
C- y D-|1 1
01 1 1 -1

determina si C-D tiene inversay, en ese caso, hallala.

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

El area de la parcela rectangular es
Area = base x altura
Llamemos »a la base de dicha parcela, la altura I6gicamente sera
atura - 80 X 72()( ~20) _59 e 20m -

luego la expresién de la funcién area es
A(X) = X(50X) = A(X)= 50x- ¥
calculemos el maximo de esta funcién
A x)=50-2x = 50-2¢0 = x=25
A"xX)=-2 = A (25 =-2<0 = hayun maximo en=25.
La parcela tendra &rea méxima con las dimensiones:
base=x25m. y altura=50=50-25=25m.
El valor de dicha area maxima es{28) = 50 - 25 - 25= 625 m.

altura

base = x

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Siuyvson dos funciones derivables, entonces la diferencial del producto de ambas
funciones, como sabes, es:  d(u=vu-dv+ v-du
Si integramos los dos miembros
fd(u-v):fudv +fvdu = u-v:fudv +fvdu
Despejando el primer sumando del segundo miembro, tendremos
fudv =u-v - fvdu
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hemos obtenido la formula de la integracion por partes.

Para usar esta formula es preciso reconocer que la integral de la expresion que se nos
plantea es posible expresarla como producto de dos faciores, y observar que tanto la
obtencion de mediante la integracion deda, como el de la integral dedu son calculos mas
sencillos y cobmodos que el calculo directo de la integral de u-dv

La experiencia para reconocer si una integral se resuelve o0 no por partes es importante,
pero también lo es el disponer de una amplia relacion de integrales tipicas que caracterizan a
este tipo de integrales.

(2) Para obtener las coordenadas (a, b) del centro de gravedad, procederemos calculando
cada una de las integrales que aparecen en las expresiones que nos da el problema. Empecemos
por la integral

/2

f x sen (x) dx integral que la vamos a hacer por partes:
0
u=x : du =dx
dv = sen(x) dx Cv o= [dv - [sen(x) dx = -cos( x)
/2 /2 /2
f xsen(x) dx =[ -xcos(x) ] - f -cos( x) dx =
0 0 0
o o /2 o
=-—cos| =| -(-0-cos(0)) +[sen(x) ] =0+sen| =| -sen(0) =1
2 2 0 2
Calculemos la integral de los denominadores

n/ 2

f sen(x) dx =[ -cos( x) ]H/2 3 cos(%) -(-cos(0)) =0-(-1)=1
0 0

Luego las coordenadas del centro de gravedad son:
IT

1 4 I
a==-=1, b=_-—"- = - 1, =
1 Y - ( 8)

SOLUCION EJERCICIO 3.-

El sistema al tener dos soluciones, debera tener infinitas, ya que los sistemas si son
compatibles tienen o una Unica solucion (sistemas compatibles determinados) o infinitas
(sistemas compatibles indeterminados), por tanto se trata de un sistema compatible
indeterminado, es decir, presenta infinitas soluciones y no sélo dos.

Al ser un sistema compatible indeterminado y tener dos ecuaciones y dos incégnitas, el
sistema sera uniparamétrico, lo que significa que una de las ecuaciones es mdltipla de la otra,
0 sea, que si resolvemos el sistema por Gauss, al triangular, la Gltima ecuacién nos debe salir
una ecuacion trivial, por tanto la solucion serd una cualquiera de las dos ecuaciones del sistema,
pero tendremos que calcular "a"y "b" o "a™, b™y "c™".

Sustituiremos cada una de las dos soluciones en una de las ecuaciones, por ejemplo, en la
primera.
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a+2b=-1 Pongamos el sistema en forma matricial y apliquemos el método de
reduccién de Gauss.

Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2*£] - 7 - [1°f]

1 2|1 Hemos triangulado inferiormente. Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elemento a,, = -11 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: 11 - [1°f] + 2 - [2*f]

0 -11 a=1/11, b=-6/11
Sustituyamos estos valores en la primera ecuacion del sistema dado:

1y byi1-0 - X -6y +11 =0

=Y

11 11
despejemos, por ejemploX@ara obtener finalmente el conjunto de soluciones del sistema en
forma paramétrica {

1 ) El sistema esta diagonalizado, podemos despejat las incognitas:

X =-11 + 6t

X = -11 + 6y = y =t

VteR

SOLUCION EJERCICIO 4.- L2

(1) Calculemos las coordenadas de los puntos My N N(d.ef)
gue dividen al segmento AB en tres partes iguales. Si M(ab,c)
observamos el dibujo, se vejificaré:

2 AM= MB =
2[( a, b,c) -2, -1, -2)] =(-1, -1,2) -(a, b, c) =
2(a-2, b+1, ¢c+2) =(-1-a, -1-b, 2-¢) =
(2a-4,2b+2,2c+4) =(-1-a, -1-b, 2-c) =

2a-4 = -1-a = a=1
2
= M=|1 -1, -=
(2 5)

2b+2 = -1-b = b=-
2c+4 =2-C = c
El punto N lo obtendremos de forma similar:
AN=2NB = (d, e, f) -2, -1, -2] =2[( -1, -1,2) -(d, e, f)] =

A(2,-1,-2)

win

d-2 = -2-2d = d=0
e+l = -2-2e = e = —21 . N (0' 1 E)
f+2 = 4-2f - f = 3 3

(2) Expresemos la ecuacioén de la recta r en paramétricas

Xx=1+t
r=qy=1-t
z=1+2t
las coordenadas del punto C que esta sobre esta recta son C=(1+t, 1-t, 1+2t).
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Al tener que ser el triangulo ABC rectangulo en
C, se ha de verificar que los vectores AC y BC son

perpendiculares, y por tanto, su producto escalar es
cero:

ACL.BC = AC-BC-=0

Las coordenadas de estos vectores son:

AC=(1+t, 1-t, 1+2t) - (2, -1, -2) =
=(t-1,2 -t, 3+2t)

BC=(1+t, 1-t, 1+2t) - (-1, -1,2)
=2+, 2-t, 2t -1)
Multipliguemos escalarmente los dos vectores

AC- BC=0 = (t-1,2 -t, 3+2t) -(2 +t, 2-t, 2t-1) =0

(t-1)@2 +t) +@2-t)(2-t) +(3+2t)(2t-1) =0

2t -2+t 2-t +4-2t -2t +t 2+6t +4t 2-3-2t =0

=

=

1
6t2+t -1-0 - { o “ly1+24 145 3
12 12 —
2
Hemos obtenido dos valores para el parametro t, por lo que al sustituirlos en las

coordenadas del punto C, significa que existen dos puntos C sobre la rectar:
cC ={4 2 5
1

. ) 1 3
3 3 3 o Gl 20

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

El perimetro de los triangulos isésceles es 5, si la baseada uno de los lados iguales
mediran la mitad de %-La base »06lo toma valores del intervalo ]0, 2°5].

/A
h:\J(S’X)Zf (x)2 _ [Bx7T10x _ x? _ yBEIOX /\
2 2 4 2 2 |
El area de los triangulos es
A(X) = base -2altura _x ‘/zsz_m _ %x 55— 10%
Obtengfmos la funcic’)nlprimera derivadil de A :
A’(x):z\/W+zxﬁzz¢m- X

4 ,/25-10%

igualemos a cero la primera derivada para calcular los posibles maximos o minimos relativos.
l /25 - 10X - S X -0 = 25 -10x -5x
4 4

BAXS g L, 25 15y -0 - x = 2
/75 T0% /25 T0%

3
La funcion A es continua y derivable en su dominio ]0, 2°5[. Los intervalos de monotonia son:
* si 0<x<5/3 = A (xX)>0 =

A(x) es creciente en 10, 5/3[
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*si 53<x<2b5 = A (x)<0 = A(x) es decreciente en ]5/3, 2'5].
Como no esté definida la funcion en los extremos del intervalo, deducimos que el valor de

x=5/3, es el valor de la base del triangulo que hara méaxima a la funcion éarea.
x 5-%
El lado igual mediréa: 5—2X = 73 = g se trata por tanto de un tridngulo equilatero.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

La grafica de la funcién (a) es creciente en todo el intervalo donde esta definida luego los
valores que toma la funcién derivada en dicho intervalo son positivos, es decir, mayores que
cero, por lo que la gréfica de la funcién derivada debe encontrase sélo por encima del eje de
abscisas; pero ni la (r), (s) y (t) lo estan, en consecuencia, ninguna de éstas representa a la
grafica de la funcion derivada de la (a).

La grafica de la funcidn (b) es creciente para los valores@eores de cero y decreciente
para los mayores de cero, luego la funcién derivada tiene que ser positiva para los primeros
valores y negativa para los segundos, o lo que es lo mismo, la grafica tiene que estar situada por
encima del eje de abscisas para los valores menores de cero y por debajo para los mayores de
cero. Asimismo en el punto de abscisa 0 existe un maximo relativo por lo que la derivada en
dicho punto es cero, luego la gréafica de la funcién derivada corta al eje de abscisas en el punto
0. La grafica (t) es la tinica que podria representar a la de la funcién derivada de la (b).

La gréfica de la (c) (n
funcién (c) es P ISR R ol N
decreciente para los
valores dex menores
que py para los del 0 P 3 of—2
intervalo (0,q), por lo ' ‘
gue la funciéon derivada
es negativa para dichos 2
valores estando su o 0
grafica situada debajo del eje de abscisas; mientras que es creciente en el intervalo (p,0) y para
valores mayores que g, lo que implica que la funcion derivada es positiva y su gréfica estara
situada por encima del eje de abscisas. Asimismo en los puntos de abscisa p, 0 y g, existen
extremos relativos por lo que la funcion derivada en dichos puntos es cero, luego la grafica de
la funcién derivada corta al eje de abscisas en los puntos p, 0y g. La grafica (r) es la Unica que
podria representar a la de la funcién derivada de la (c).

'
N

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Latrayectoria si es unalinearecta ya que las coordenadas de cualquier punto dependen
de un sélo parametro luego los puntos de dicha trayectoria estan alineados en una sola
direccion.

Las ecuaciones de la trayectoria en forma paramétrica son:
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t
t
2t
Las ecuaciones de la trayectoria en forma continua son:
X-1 _y-3 _2z-6
1 1 2

N< X
3 owr

-
1]
——

D 44y

(2) El instante en el que el punto M esté en el plano sera cuando sus coordenadas
satisfagan la ecuacién de dicho plano, para ello, sustituiremos las vaxiaplez de la

ecuacion del plano por las del punto M
X-2y+z-7=0 = 14-2(3#) +6+2t-7=0 = t=6

(3) La ecuacion de larecta que pasa por el punto P(1,1,0) trayociora
y corta perpendicularmente a la trayectoria, es la de la recta que
pasa por el punto P y por el punto genérico M(3+, 6+2)
de la trayectoria, con la condicion de que el vector que
determinan los puntos P y M sea perpendicular a la direcciéon
de la trayectoria.

U(11.2)

M {1+, 3+, 6+2t)

El vector -~ tendrd de coordenadas:
PM=(1 +t, 3+t, 6+2t) -(1,1,0) =(t, 2+t, 6+2t) [1]
Este vector es perpendicular al de direccién de la trayectaria(l, 1, 2), luego el

producto escalar de ambos es cero:
PM- 0=0 = (t, 2+t, 6+2t) -(1,1,2) =0 = t+2+t +12+4t =0 =

6t = -14 -  t=-7
3

si sustituimos este valor de t en [1] obtendremos las coordenadas del vector

PM=(t, 2+t, 6+2t) :(—%, 2—%, 6—1—34) :(—%, —%, %)

La ecuacion de la recta que nos piden es:

x=1-2Ix

3
_ -1 -1
s=39y =1 3)\
z = 4

3

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Las matrices Ay B tienen por matriz inversa respectivamentg 8A Demostremos
gue la matriz A-B tiene matriz inversa, es decir, existe una matriz(4.@)satisface
(A-B) - (A-B)' =1 [1]
(A-B)*- (A-B) =1 [2]
Partimos de la igualdad
A-B=AB multipliguemos a la derecha por la matriz B
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A-B-B'=A-B-B* teniendo en cuenta que B-B |

A-B-B1=Al como | es la matriz unidad

AB-B'=A multipliquemos a la derecha por la matriz A

A-B-BLAT=AA? teniendo en cuenta que AtA |

A-B-BL.AT=| por la propiedad asociativa del producto de matrices
(A-B)-(B-AY) =1 el resultado que obtenemos es que la matriz producto A-B tiene

como matriz inversa la matriz 'BA?, verificandose [1].
Anélogamente procederemos para demostrar que también lo es por la izquierda.

A-B=AB multipliguemos a la izquierda por la matriZ A

ALAB=A"AB teniendo en cuenta que™A = |

ALAB=1IB como | es la matriz unidad

ALAB =B multipliquemos a la izquierda por la matriZ B

BLALA.B=B'B teniendo en cuenta queB = |

BLALA-B=1 por la propiedad asociativa del producto de matrices
(B-AY-(A-B) =1 el resultado que obtenemos es que la matriz producto A-B tiene

como matriz inversa la matriz 'BA?, verificandose finalmente [2].
En definitiva, la matriz producto A-B tiene inversa, (A-Bumpliéndose que:
(A-B)*=B-A*
es decir, que lainversa del producto de dos matrices que tienen inversa coincide con el producto
de sus matrices inversas en orden contrario.

(2) Calculemos la matriz producto C-D

10 2 10 3 -2
C-D-= o T
01 1 1 -1 2 0

Calculemos la matriz inversa de esta matriz por el método de Gauss, consistente en poner
a la derecha de la matriz C-D la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de C-D, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de C-D.

3 211 0 Diagonalicemos.
Tomemos como pivote el elemento a;; =3 # 0.

2 0j0 1 Sustituyamos la 2* fila por: 3 - [2*f] - 2 - [1°f]

3 210 Tomemos como pivote el elemento a,, = 4 # 0.
0O 41|-2 3 Sustituyamos la 1° fila por: 2 - [1*f] + [2°f]

6 0/]0 3 Simplifiquemos la 1* fila por 6.

0 4|-2 3 Simplifiquemos la 2* fila por 4.

salirnos ninguna fila de ceros, la matriz C D tiene inversa, siendo

01

10l o 1/2 A la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo que al no
-1/2  3/4

la inversa la matriz que queda a la derecha: es decir:

L ( o 12
(¢D ‘(1/2 3/4 )
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Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 1 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2°'5 PUNTOS]. El nimero de bacterias en un cultivo experimental en un

Instante s N(t)= 1000 (25 +&'?°), para 0 t < 100.
¢,Cuanto valen el maximo y el minimo nimero de bacterias y en qué instantes se alcanzan,
respectivamente, dichos valores extremos?

EJERCICIO 2. Un objeto se mueve a lo largo de una linea recta debido a la accién de una
fuerzaF que depende continuamente de la posicidalxbjeto en dicha linea recta. Se sabe
gue el trabajo realizado por la fuerza paga mover el objeto geadwmsta=b viene dado por

W= | F(x) dx.
{ (x)
(1) [1I'5PUNTOS]. Silafuerzae$(x) = % calcula el trabajo para ir desdle
hasta x5. (x-1)
(2) [1 PUNTO]. Determina razonadamente si la fuei@ax) = (Xziil)z realiza mas o

menos trabajo que la fuerzaahterior para el mismo desplazamiento.

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

1 o -1)(x 2
2 -1 o y| =|5
1 10 6|z 1

(1) [1 PUNTOQO]. ¢Paraqué valoresdlro tiene inversa la matriz de coeficientes del sistema
anterior?

(2) [1'5 PUNTOS]. Discute sus soluciones segun los valoreso de interpreta
geométricamente el resultado.

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Determina el punto simétrico del (0,0,0) respecto del plano
de ecuaciérx + 2y+ 3z=1 y calcula el cuadrado de la distancia entre dichos puntos (el (0,0,0)
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y Su simétrico).

Opciéon B

EJERCICIO 1. Considera la curva de ecuacign= x /x (x> 0).

(1) [1'5 PUNTOS]. ¢Cual es el punto de la curva més cercano al to;-,o )’>

(2) [1 PUNTOQ]. Deduce de forma razonada si existe 0 no un punto en la curva que sea el que
esta mas lejos de P.

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. De todas las primitivas de la funcirR -~ R dada por
fx)=1+ >4x\ determina aquélla cuya grafica pasa por el punto (1,0).

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Discute, segun los valores de a, la posicion relativa de la

recta r de ecuaciones i {ZX +2y +(a+l)z = 3

X+y+z =1
respecto del planoxa 2y+ 3z= 3.

EJERCICIO 4. Dado xR, considera la matriz
cos( x) sen(x)
_( -sen(x) cos( x)
(1) [1 PUNTO]. Calcula A-A donde Adenota la matriz traspuesta de A.
(2) [1'5 PUNTOS]. Prueba que A tiene inversa y hallala.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

La funcién N(t) es una funcién continua por tratarse del producto de una funcién
polinémica,t, por una funcion exponencialg?’, que son continuas, y el producto de
funciones continuas da lugar a otra funcién continua, por tanto los maximos y minimos
absolutos se alcanzaran en los puntos de derivada cero o en los extremos del intervalo.

La funcién derivada es:

i -t L
N'(t) =1000| e® +te 20 . 1J - 1000 e ® (1 —%) para 0 4 < 100.

20
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Calculemos los valores que anulen a la primera derivada
-t

»eﬁo
t)_o . *

20 L1-L -0 = t=20
20

Obtengamos el valor de la funcién en este punto de derivada cero y en los extremos del
intervalo, es decir, en los instante2Q, =0 y =100,
N(20) = 1000 (25 + 20%%) = 1000 (25 + 20°) = 32357°85094 32358
N(0) = 1000 (25 + 0%°) = 25000
N(100) = 1000 (25 + 100*¥"?°) = 25673"79469
El nimero méximo de bacterias-€82358, y el nimero minimo es 25000; los instantes en los
gue se alcanzan, respectivamente, dichos valores son en el 20y en el 0.

-t
1000 e %° (1 -

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Eltrabajo para ir desde3 hasta=5 sera: .
5 5 (x - 1) 1} 1
W= [ —= _dx = [2(x-1) 2dx =2|—Z | =-2(4 -2 =2
[ Gz &= [20em = ( ) =5

3

(2) Teniendo en cuenta que el trabajo viene representado por el area encerrada debajo de
la curva, el eje de abscisas y las ordenadas en los puntos de abscisas 3y 5, bastara comprobar,
por ejemplo, siF(x) >G(x) para cualquier punto de dicho intervalo, si es asi, la fi€xza
realiza mas trabajo que la fuerza G(x)

Supongamos puezs, que F(>x§52(x) =

>
TEEATETE paraV x €[3,5] [1]
Simplificando por 2: 1 > 1
(x-1)% (x*+1)°?
como x €3, 5] los denominadores no se anulan para ningun valor de ese intervalo,
podemos quitar denominadores:(x? +1)? > (x -1)?2
las bases de las potencias son siempre positivas yax gi@, 5], luego podemos

simplificar los cuadrados: x? +1 > x -1

pasemos todo al primer miembro y resolvamos la inecuacion
Xx2-x+2>0
para ello resolveremos primeramente la ecuacion:

1+,/1-8
x2-x+2=0 = X =——5—
observamos que no tiene solucién la ecuacioén, por lo que para resolver la inecuacion bastara

sustituir un valor cualquiera de dicho intervalo, por ejemplo el 4, en la misma y comprobar si

se satisface o no:

X2-x+2>0 = 42-4+2=14>0
como se satisface, significa que todos los valores del intervalo verifican la desigualdad [1],
luego la fuerza F(xjealiza mas trabajo que la fuerza G(x)
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) La matriz de coeficientes no tendrd inversa para aquellos valaregidéhagan que
el rango de la matriz sea menor que tres. Calculemos el rango por Gauss y discutamos los
diferentes casos que se presenten.
1 o -1
Triangulemos infetiormente.
Coloquemos la tercera fila en primer lugar.
10 -6
10 -6 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
a -1 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - [1°f]
Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - 2 - [1°f]

Cambiemos entre sf las filas 2* y 3%

Tomemos como pivote el elemento a,, = -21 # 0.
Sustituyamos la 3° fila por: 21 - [3*f] + (a-10) - [2*f].

10 -6 Hemos triangulado inferiormente, todos los elementos de la

21 a+l2 diagonal principal son distintos de cero, salvo,etjae puede
0 0 o?+2a-15 ser cero, en cuyo caso obtendriamos una fila de ceros y
consecuentemente la matriz de coeficientes no tendria inversa.

Supongamos que este coeficientesaa cero, es decir,

o +200-15=0 = 0(:72”2*5::72;8::7%
para los valores de a, 3y -5, la matriz de coeficientes no tendria inversa.

O r OO Fr OOFr NMNFP FP DN
Q
|
'_\
o
ol

(2) Discutamos el sistema mediante el método de reduccion de Gauss.

1 o -1|2
Triangulemos inferiormente.
2 -1 «ol5 .
Coloquemos la tercera fila en primer lugar.
1 10 6|1
1 10 -6|1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
1 o -112 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - [1°f]
Sustituyamos la 3° fila por: [3°*f] - 2 - [1°f]
2 -1 o |5
1 10 -6 |1
0 o-10 5 1 Cambiemos entre sf las filas 2* y 3%
0 -21 «+12|3
to1o ° ! T i 1 el 21#0
~ omemos como pivote el elemento a,, = -21 # 0.
0 21 a+12)3 Sustituyamos la 3* fila por: 21 - [3*f] + (a-10) - [2°f].
0 «o-10 5 1
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Hemos triangulado inferiormente y los elementos de la

1 10 -6 1

0 -21 a+12 3 puede ser o no cero. Estudiemos los diferentes casos que
0 0 o?+20-15|3a-9 ) puedan presentarse.

diagonal principal son distintos de cero, salvo el a;; que

- 3
)
al salirnos dos valores, tendremos que analizar lo que ocurre en cada uno de ellos:

*Si o=3 = la dltima ecuacion, {&20-15)z = 30-9, seria 0=0, que es una
ecuacion trivial y la podemos eliminar, quedandonos un sistema de dos ecuaciones con tres
incognitas y todos los elementos de la diagonal principal distintos de cero, por lo que tendremos
un sistema compatible indeterminado uniparamétrico, ya que nos sobraria una incognita, la
solucién coincidiria pues con la ecuacion de una recta comun a los tres planos.

*Si a=-5 = laUltima ecuacionuf+20-15)z = 30-9, seria 0=-24, que es una
ecuacion absurda, luego el sistema es incompatible y en consecuencia los tres planos no tienen
ningln punto en comun.

*Sinoseanulag = a,*0 = 0a#3 ya*-5 = que paratodos los valores
deo distintos de 3 y -5, la Ultima ecuacion no es ni trivial ni absurda, el sistema tendria tres
ecuaciones y tres incognitas, seria un sistema compatible determinado, con solucién Unica, por
lo que los tres planos se cortarian en un punto.

*Siseanulag = a0 = o*+20-15=0 - o=

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemos O’al simétrico de O respecto del planp.
Elegiremos un punto H genérico de dicho plano, qpe
satisfaga lo siguiente: 0 0" (ab,c)

El vector OH sea perpendicular a los dos vectores

g y v de direccion del plano, y adema3H: HO

Para calcular los vectores de direccion del plane;
expresemos la ecuacion del misme,2y+ 3z=1, en forma
paramétrica; bastara resolver el sistema de 1 ecuacién con 3 incognitas, expresémoslo en forma
matricial

(1L 2 3] 1) Al resolverlo por Gauss, observamos que esta ya triangulado,
es un sistema compatible indeterminado biparamétrico, nos sobran dos incogyitda,4a
gue las pasamos al segundo miembro como parametros:

(1 | 1-2y-3z) Despejemos laincégnita principal, lax x=1-2y-3z
Expresemos las incognitas secundayiasz, como los parametros y , nos quedara la
ecuacion del plano en forma paramétrica:

x =1-2a -3B
y = o
z =8
En esta ecuacion del plano leeremos que sus vectores de direccion son:
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a(-2,1,0 v(-301)
Un punto genérico H del plano tendra de coordenadas: H(1;2u-Bp
Construyamos el vectorOH
OH=(1 -2a-3p, o, B) -(0,0,0) =(1 -20-3B, a, B)
e impongamos la condicion que dijimos al principio, de que el veoiar es perpendicular a
los vectores de direcciom y v del plano, luego los productos escalares del
vector OH con cada uno de dichos vectores de direccion sera cero:
OHU=(1 -20-38, o, B) *(-2,1,0) =0 ~ {—2 +40+6B +a =0
OHV=(1-2a-3B, o, B) -(-3,0,1) =0 -3+6a+9p+p =0

=

5a+6p =2 Pongamos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por Gauss.
60 +10R =3
5 6|2 Diagonalicemos la matriz.
6 10 ‘ 3 ) Tomemos como pivote el elemento a;; =5 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: 5 - [2*£] - 6 - [1°f]].
5 6|2 .
Tomemos como pivote el elemento a,, = 14 # 0.
0 143 Sustituyamos la 1* fila por: 7 - [1*£] - 3 - [2*f].
3% 05 Simplifiquemos la 1* ecuacién por 5.
0 14 |3
7 0|1 Nos quedan dos ecuaciones y dos incégnitas. Es un sistema
014 | 3 compatible determinado. Despejemos las incognitas o y B:
La solucion sera:
Ta =1 N _ 1 . _ 3
14g - 3 «=7 5 B4

Sustituyamos a y @n las coordenadas del punto H y en las del veClidr
Por tanto el punto H tendra de coordenadas:
_ _ _ y _2_9 1 3 _ 1 1 3
H—(lﬁ 20-3B, o, B) —(1 ST T —) = (— = —)
Y el vector OH sera:
Vi — _ _ _ 1 1 3
OH= (1 -20-3B, «, B) _(ﬂ’ = ﬂ)
Sea O’(a, b, c) el punto simétrico del O respecto del plano, las coordenadas del

vector HO” seranHO" =(a, b, c) 7(1—14, % l—i) :(afl—l‘l, bf%, cfl—i)

se verificara que OH= HO’ :(i 1 i) :(a—i, b-21, c—i) =
7' 14 14 7 14

L-a-1 a=2-==%

14 14 14 7 Luego el punto O° simétrico del O respecto del
% =b *% = {b= % % plano sera:

2-c-2 c=2=2 ol 2 3

14 14 7 777

La distancia del punto O al O” es:

dist (O O) = |00 :J(%)ﬂ(;)ﬁ(;)z :\/g:\@

por tanto el cuadrado de la distancia entre ambos puntos es 2/7.
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Un punto genérico de la curva sera de la for@(a(, xﬁ). Construyamos la
funcion distancia del puntd® = %,0 a un punto Q cualquiera de la curva.

aist (P, @ -N(x-2)"+lxym-0) - XX T

El punto de la curva méas cercano a P coincidira con el que haga minima esta distancia. Para
calcular el minimo de esta funcion, basta calcular el valorge vaga minima a esta otra:
d(x) = x%+x?-x+
para ello, obtengamos primeramente los valores que anulen a la primera derivaga
d (x)=3x2+2x -1 = 3x2+2x-1-0 = x-= ‘Zi‘/64+12 . ‘2;4 -7 5

Estudiemos la monotonia de la funcion d¢xje es continua y derivable para @.

*si 0<x<1/3 - d®x <0 = d(x) es decreciente en [0, 1/3].

*si 1/3 < X = dx >0 = d(x) es creciente en ]1/3x[+
Luego la funcién distancia tiene un minimo relativoen 1/3, que también sera el minimo

absoluto. El punto de la curva mas cercano a P eQ%%, %‘/g) . La ordenada se ha

obtenido sustituyendo el valor dex la curva.

(2) No existe ningdn punto en la curva que sea el que esta mas lejos de P, porque en la
funcion distancia no hemos encontrado ningun valor que perteneciendo al dominio de la curva
haga maxima la funcion.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Expresemos la funcidifx), que es continua é&y como una funcién a trozos:
B )1 -x2 Si x <0
FOO =1 xix] - 1+x2 Si x =0

calculemos las primitivas de esta funcion:

ff( g f(l —xz)dx:x—%3+cl Si x <0
x) dx =
f(l +x2)dx:x+%3+c2 Si x >0

como esta funcién integral también es continuR,do ha de ser en el punto 0, por lo que los
limites laterales y el valor de la funcién en el punto 0 han de coincidir:

lim - [f(x) =lim (x+§+c2) =C, 5 lim [ (x) =lim (xﬂ{ﬂ:l) -G, [f(O) =C, =

x-0" x-0" x-0"

x-0"
x>0 x<0

lim ff(x) = lim ff(x) :ff(O) - C =G,
X -0

x-0"

teniendo en cuenta que las constantes tiene que ser iguales, las primitivasedarf(x)
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x—%3+C Si x <0
ff(x) dx = x+X . C Si x>0
x >

Para obtener la primitiva cuya gréafica pasa por el punto (1,0), sustituirexyusla y el
valor de la funcion por 0, en el trozo definido para valoresﬂieO(
1+ 3 +C=0 = C=-
luego la primitiva de f(xjue pasa por dicho punto es

3

Si x <0

X- -3
f(x) dx =
f ﬁg Si x >0

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Para discutir, segun los valores de a, la posicion relativa de la recta y el plano, bastara con
discutir el sistema formado por las ecuaciones de ambos.

X+y+z=1
ax +2y +3z =3

2x +2y +(a+1)z =3 Pongimoslo en forma matricial y utilicemos el método de
reduccién de Gauss.

2 2 a+l]|3 ) )
11 1 1 Intercambiemos entre s las filas 1* y 2%
a 2 3 |3
1 1 1 1 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
2 2 a3 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f.] + 2 [1°£]
2 3 3 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] +a - [1*f]
101 1 1 Tomemos como pivote el elemento a,, = 4 # 0.
0 4 a+3 | 5 Sustituyamos la 3° fila por: 4 - [3%f] - (2+a) - [2°f]
0 2+a 3+a|3+a
1 1 1 1 Hemos triangulado inferiormente, todos los elementos de la
0 4 a+3 5 diagonal principal son distintos de cero salvo el a3 que puede
o no ser cero. Discutamos ambos casos.
0 0 -a?-a+6|-a+2

*Si g;=0 - -Fa+6=0 =~ a:@:%;::_zs

* Si a=-3 = ladUltima ecuacién seria, 0 =5, que es absurda, lo que significa
gue el sistema es incompatible y por tanto la recta y el plano son paralelos.

** Si a=2 = ladUltima ecuacién seria, 0 =0, que es trivial, nos quedaria un
sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas, es un sistema compatible indeterminado
uniparameétrico y por tanto la recta estaria contenida en el plano.

*Sia,#0 = a-3 y &2 = laultimaecuacion no es absurda ni trivial por lo
gue el sistema estara formado por tres ecuaciones y tres incognitas, es un sistema compatible
determinado y por tanto la recta y el plano se cortan en un punto.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Efectuemos el producto de las matrices'A-A

A Al _( cos( x) sen(x) ) _ ( cos( x) -sen(x) ]

-sen(x) cos( x) sen(x) cos( Xx)

) cos 2(x) +sen 2(x) -cos( x) sen(x) +sen(x) cos( x)
) -sen(x) cos( x) +cos( x) sen(x) sen ?(x) +cos 2( x)

(5 )

el resultado del producto de ambas matrices es la matriz unidad.

(2) Para probar y calcular que la matriz A tiene inversa usaremos el método de Gauss,
consistente en poner a la derecha de A la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de A, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de A. (Nota: da igual esta disposicion o la contraria). Si

no apareciese la matriz unidad a la izquierda porque saliese al menos una fila de ceros entonces
A no tendria inversa.

cos( X) sen(Xx)
01 Tomemos como pivote el elemento a;; = cos(x) # 0.
Darfa igual suponer que sen(x) # 0.

Sustituyamos la 2 fila por: cos(x) [2*f.] + sen(x) [1°f]

-sen(x) cos( x)

1 OJ Diagonalicemos.

cos( x) sen (x) 1 0 Simplifiquemos teniendo en cuenta

0 sen 2( X) +COS 2( x) |sen (x) cos( x) la férmula fundamental de la
trigonometria.

cos( x) sen(x) 1 0 Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
0 1 sen(x) cos( x) Sustituyamos la 1°* fila por: [1°f.]-sen(x) [2°f]

cos( x) 0 |1-sen?(x) -sen(x)cos( x) . . .
0 1| sen(x) cos( ) Sustituyamos 1-sen”(x) por cos™(x)

cos( x) O |cos 2( X) -sen(Xx)cos( Xx) Simplifiquemos la 1*f. por cos(x). Ya que
0 1| sen(x) cos( x) supusimos que cos(x)#0

1 0]cos( x) -sen(x) La matriz que hemos obtenido a la derecha es la matriz

0 1|sen(x) cos( x) J inversa de A, ya que a la izquierda la que tenemos es la

matriz unidad y no ha salido ninguna fila de ceros.

() [

cos( x) -sen ( x)
sen( x) cos( Xx)
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 2 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Siuna funciérf : [a,b] - R es integrable, se llama valor mediofdm el
intervalo [a,b] al nimero

1 b
m- —— {f(x) dx.

Para hacer un estudio sobre la capacidad de memorizar de un nifio se utiliza el siguiente
modelo: si xes su edad en afios, entonces su capacidad de memorizar viene dada por

f(x) =1 + 2xL.n(X) (0 <x < 5),
donde Ln(X es el logaritmo neperiano de x
(1) [1 PUNTO]. Describe el método de integracion por partes.
(2) [1'5 PUNTOS]. Encuentra, usando el modelo descrito, el valor medio de la capacidad de
memorizar de un nifio entre su primer y su tercer cumpleafios.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta
normal a la grafica de la funciém&da por
x3-2

f(x) = 2xe?*
9 ENER

en el punto de abscisak

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Determina una matriz gce verifique la relacién

3 21 0 0 3
21 0)]|-X=[03 2
1 00 3 21

(2) [1 PUNTO]. Calcula el determinante de la matrirzaflada.

EJERCICIO 4. Sea C la circunferencia de ecuacion
C=xX+Vy-4x-6y-12=0.
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(1) [1 PUNTO]. Calcula el centro y el radio de C.

(2) [1 PUNTO]. Calcula el punto B que es diametralmente opuesto del punto A=(-1,7).
(3) [0°5 PUNTOS]. ¢Cuél es la posicidn relativa de las rectas tangebhes las puntos A

y B?

Opciéon B

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Describe el procedimiento de integracion por partes.
(2) [1'5 PUNTOS]. Determina una funcién [0, «) - R sabiendo que su funcién derivada
viene dada porf "(x) = Ln((x+3)(x+1)) y quef(0) = Ln(27), donde L) representa el
logaritmo neperiano de x

EJERCICIO 2. La funcioén fdefinida por
x? - (a+3)x +3a
f(x) = X -3 '
1, si x =3
es derivable en toda la recta real.
(1) [1'5 PUNTOS]. ¢Cuénto vale a?
(1) [1 PUNTO]. Para dicho valor de a, ¢cuanto va(8)r

EJERCICIO 3. (1) [2 PUNTOS]. Encuentra el angulo que forman las diagonales
AC y BD del paralelogramo ABCD en el que A = (2,1,0), B=(0,0,0) y C = (0,-1,2).
(2) [0°5 PUNTOS]. ¢Es un cuadrado? Justifica la respuesta.

EJERCICIO 4. [2°'5 PUNTOS]. Dada la matriz

1 3 -7
A=| 2 a b
c -a d

halla a, b, ¢ y d sabiendo que

(i) elvector cuyas coordenadas son las que aparecen en la primera columna de A es ortogonal
al vector (1,-1,-1),

(ii) el producto vectorial del vector cuyas coordenadas son las que aparecen en la tercera
columna de A por el vector (1,0,1) es (-2,3,2), y

(i) el rango de la matriz A es 2.
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SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Describamos el método de la integracion por partes.
La férmula de la derivada de un producto de dos funcionesy u(x)es:
Dlu(x)- v(x)] = v(x) - u (x) + u(x) -V (x)
expresemos la férmula anterior en notacién diferencial.
du(x)- v(x)]= v(x) - du(x) + u(x) - dv(x)

despejemos el Ultimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x) - du(x)

integremos los dos miembros de la igualdad

fu(x)- dv(x) = fd [u(x)- v(x)] - fv(x)- du( x)
teniendo en cuenta que la integral de la diferencial de una funcién es la propia funcién, nos
quedara: fux) - dv(x) = u( - v(x) - [v(x): du(x)

gue mas abreviadamente podemos expresar asi:
u-dv=u-v —fv-du

(2) El valor medio de la capacidad de memorlzar del nifio seré:

1 1 _
m- 2= f(1 £2xin(x) dx - 5 { (1 +2xLn(x)) dx =
:ifdx+1f2an(x) dx = 1[x] fon(x) dx =
2 1 2 1 2
71
ik fon(x) dx--(3 1)+fon(x) dx-1+fon(x) dx [1]
calculemos por partes, esta ultima mtegral
u = Ln(x) : du :édx
dv = x dx ; v:fxdx:%2
3 ° 3 3
| x? S x21.,. 9Ln(3) Ln(1) 1 ~
[an(x) dx = 7Ln(x) ITYdX = 5 5 §[de =
1
C900@ L] S %@ Y9 1) 0L -
7§Ln(3) 5[7} 2Ln(3) 2( 5 2) 2Ln(3) 2

sust|tuyendo el valor obtenido de la integral en [1] tendremos que el valor medio seré:
m= 1+fon(x) dx = 1+—Ln(3) -2 - —Ln(3) -1

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Obtengamos la ecuacion de la recta tangente a la grafiemndd punto (0, f(0)).
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La ecuacion de la recta tangente seria:-f(@) = f° (0) - (x 0)
Calculemos(D):

f(x) =2xeX + 0-2

X 8- 2 _2.0. 0 _ 1
X2 +4 1(0) =2:0- e”+ 57 2
Calculemos ahora(D), pero antes f'(x)

f(x) =2e* +2xe* +

3x2(x2%+4) - (x3-2)2x
(x?+4)2
f (0) =2e°+2.0- e®+_2% -2:+0+0=2
(0+:4)°
La ecuacion de la recta tangente quedard asi:
y + 5 =2(x-0) - y=2x-3
La ecuacion de la recta normal efel mismo punto es:

y-f(0) =5 (x-0) = y+i--2(x-0 = y--Ix-1
SOLUCION EJERCICIO 3.--
(1) Para calcular una matriz X que verifique la relacién
3 21 0 0 3
2 10|-X=|03 2 [1]
1 00 3 21

se ha de cumplir que la matriz situada a la izquierda de la X tenga inversa. Para probar y
calcular que dicha matriz tiene inversa usaremos el método de Gauss, consistente en poner a la
derecha de la matriz la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas transformaciones
elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de la matriz, la parte que quede a la
derecha es la matriz inversa.

3211100 Di .
iagonalicemos.
210|010 Intercambiemos entre s las filas 1* y 3%
1 0 0|0 0 1
100001 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
2 1 0/0 1 O Sustituyamos la 2° fila por: [2*f] - 2 - [1°f]
32 111 0 0 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - 3 - [1°f]
10000 1 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
0 10/01 -2 Sustituyamos la 3 fila por: [3*f]] - 2 - [2°f]
0 2 1|1 0 -3
1 0 0|0 0 1 En la patte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por
0 1 0l0 1 -2 | loquelamatrizque queda a la derecha es la matriz inversa de la
00 111 2 1 matriz, es decit:
32 1)1 0 0 1 Multipliquemos a la izquierda, en la relacién [1], los
2 1 0 = 0o 1 -2 dos miembros de la igualdad por esta matriz inversa
10 0 1 2 1 que hemos obtenido.
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0 0 1 3 21 0 1 0 0 3

0 1 -2 210 J 0 1 -2 0 3 2

1 -2 1 1 00 1 -2 1 3 21

0 0 1 0 0 3 3 21

|l - X=10 1 -2 0 3 2 = X=|-6 -1 0
1 -2 1 3 21 3 40

(2) Calculemos el determinante de la matriz anteriormente hallada.

3 2 1
IX| =|-6 -1 0]=24-(-3) =27
3 40

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Nos dan la circunferenci& = x* + y* - 4x- 6y- 12 = 0, y teniendo en cuenta la
expresion general de una circunferencfa+ ¥ - 2a - 2by+ @+b*>r’=0 =
2a=-4 = a=2 ; 2b=-6 =b=3
12=g+b*r* = -12=4+9-% = =5,
Luego el centro es el punto C(2, 3) y el radio es 5.

(2) Los puntos Ay C determinan un vector que es igual que el que
determinan los puntos C y B, es dedk€ = CB
AC=(2,3) -(-1,7) =3, -4
Supongamos que el punto B tenga de coordenadas (m,n)
CB=(mn) -(2,3 =(m2, n-3)
AC-CB = (3, 4)=(m2 n3 = 3 M2 = m>5
luego el punto B diametralmente opuesto al A tiene de coordenadas B(5, -1).

(3) Las rectas tangentes a los puntos A y B, por ser estos diametralmente opuestos,
son rectas paralelas, pues ambas son perpendiculares al diametro comun.

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) La derivada de un producto de dos funciones derivables; u(x) es:
Dlu(x)- v(x)] = v(x) - u (x) + u(x) -V (x)

expresemos la formula anterior en notacion diferencial.
du(x)- v(x)]= v(x) - du(x) + u(x) - dv(x)
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despejemos el Ultimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x) - du(x)

integremos los dos miembros de la igualdad
fu(x)- dv(x) = fd [u(x)- v(x)] - [v(x)- du(x)
como la integral de la diferencial de una funcion es la propia funcién, nos quedaré:
[u(x)- dv(x) = u(x) - v(x) - fv(x)- du(x)
gue mas abreviadamente podemos expresar asi:

fu-dv:u-v —fv-du

Para usar esta formula es preciso reconocer que la integral de la expresion que se nos
plantea es posible expresarla como producto de dos faatores, y observar que tanto la
obtencion de mediante la integracion deds, como el de la integral dedu son calculos mas
sencillos y cémodos que el calculo directo de la integral de u-dv

(2) Obtengamos, inicialmente, todas las primitivas de f"(x)

f(x):ff' (x) dx :an(( x+3)( x+1)) dx = [1]
calculemos la integral mediante el procedimiento de integracion por partes
_ . _ x+1+x+3 A 2x +4
u =Ln((x+3)( x+1)) : du—mdx N\ TSET
dv = dx : Y :fdx =X

continuando desde [1]
+4x

= x Ln((x+3)( x+1)) f(x+3)( ) dx = 2]
la dltima integral e_s unqlntegral racional impropia, ya qge 0S,.2 | 4\ Pt ax 43
grados de los polinomios del numerador y del denominaglor 2 - gx-g 2
son iguales, efectuemos la division. -4x-6

Calculemos la integral racional anterior.
+4x -4x -6 4x -6
dx=[2d — 2 ——————0dx = 3
[ oty 2% [ ™ = w1

como las raices del denominador son -3y -1, raices simples, la descomposicién del integrando
en fracciones elementales es:
-4x -6 __A B _ -4x -6 _ A(x+1) + B(x+3)
(x+3)( x+1) x+3 x+1 (x+3)( x+1) (x+3)( x+1)

igualemos los numeradores:-4x -6 = A(x+1) + B(x+3)
sustituyamos, en esta Ultima expresion, g@xlos valores -3y -1:

x=-3 = 6=-2A = A=-3

x=-1 = -2=2B = B=-1
volviendo a [3] y sustituyendo el integrando por la descomposicion efectuada en [4], y dandole
a los coeficientes A y B los valores recién calculados tendremos:

=2X +fxésdx +fx?1dx =2X +f

por ultimo, sustituyamos el resultado obtemdo de la integral racional en [2]:
=x Ln(( x+3(x+1)) - 2x + 3Ln(x+3) + Ln(x+1) + C

[4]

+3) - Ln(x+1)
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con lo que hemos determinado el conjunto de primitivas de f'(x)
f(x) = xLn(( x+3(x+1)) - 2x + 3Ln(x+3) + Ln(x+1) + C
Como la funcion f(xyerifica que () = Ln(27):
f() =0-Ln(0 +3(0 +1)) - 0 +3Ln(0 +3) + Ln(0 +1) + C =Ln(27) =
3Ln(B) +C=Ln(83% = C=3Ln@) -3Ln®) - C=0
luego la funcion f(x) sera:
f(x) = xLn(( x+3(x+1)) - 2x + 3Ln(x+3) + Ln(x+1)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Lafunciénf(x) es derivable en tod®, luego sera también continuaRpestudiemos
gué valor o valores de "a" hacen que la funcién sea continua.

Si x# 3, la funcién es un cociente de funciones polindbmicas que son continuas en luego
el cociente es también una funcién continua en ®dalvo para el valor que anula al
denominador, que en este caso es el 3, pero no pertenece al dominio particular o intervalo que
estamos considerando que son los valores:8e x

El problema esta precisamente en dicho punto. Para que una funcién sea continua en un
punto se ha de verificar que los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto
coincidan. Veamosilo si lo es en=38.

2 _ 35— _
lim £ () =lim x“-(a+3)x+3a _9-3a-9+3a _|0 _lim 2x -(a+3) 3.4
x-3 x-3 X -3 0 0 X -3

x<3
2_ _35- _

lim (x)-lim X (a+3)x+3a _9-3a-9+3a _ 9}—Iim 2x (a+3) _, .
3 x-3 X -3 0 0] .5
f3 =1

La indeterminacién de%, se ha destruido haciendo uso de la Regla de L"Hépital,

derivando independientemente el numerador y el denominador.
Como los limites laterales coinciden entre si y ademas deben coincidir con el valor de f(3),
igualemos los limites con el valor de la funcién:
3-a=1 = a=2
la funcion sera continua en el punto 3, y por tanto en R, cuando "a" valga 2.

(2) Sustituyamos en f(e) valor de "a" por 2

2_ _ _
XTXO i x 3 X2(X3) | siox +3
f(x)=y x-3 = f(x)-= X -3
1, si X =3; 1, si X =3;
X-2, Ssi x #3;
f(x)-= . = f(x)=x-2, VXeR
1, si X =3;

Obtengamos la funcion derivada f(x) f'(xF1 = f (3)=1.
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SOLUCION EJERCICIO 3.- . o
(1) Calculemos primeramente las coordenadas del punto

D(a,b,c), que ha de verificarAB= DC =
(009-(219=(a-1 %(ab.d = ' "

-2=-a > a=2
(-2,-1,0=(-a,-1b, 29 = l=olb 5 be0 D=(2,0 2
Obtengamos ahora el angulo que forman las diagonatey BD.
AC=(0,-12-(219=(-2-2 %
BD=(2,0,2-(a 0 9=(2 0

N (2-22+«203 = o _
co Ac. 80) - (=2 y2ro 2 1278 °

el angulo que forman las diagonales es de 90°.

(2) El paralelogramo anterior sera un cuadrado si los lados contiguos son perpendiculares
o si las diagonales son iguales, ya que éstas son perpendiculares.
Probemos si son o no iguales.

ATl =(-2)%+(-2)%+22-y12 ;  [BD|=/(2) ?+0+2%-
al no ser iguales, el paralelogramo no es un cuadrado es un rombo.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
iy (1,2,¢1(2,-,-1) = (1,2,¢)-(1,-1,-1)=0 =1-2c=0 = c=-1.

i) (-7, b, d)x(1,0,1) =(-2 3,2) -
7 b dyx1 01 |29 ATy 7ad b
(=7, b, d)x(0. 1) =11y g |1 4] |1 of) ~(B 7rd 7B)

identificando los dos segundos miembros: 2 -p - b=_2
(-2,3,2) =(b, 7+d, -b) = 3=7+d = d=-4
2=-b = b=-2
1.3 7 Calculemos el rango por Gauss. Triangulemos inferiormente.
iy A=| 2 a -2 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

-1 -a -4 Sustituyamos la 2° fila por:  [2°f] - 2 - [1°f]
Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + [1°f]

1 3 -7
A=10 a6 12 Intercambiemos la 2* y 3* columna entre si.
0 3-a -11
1 -7 3 Tomemos como pivote el elemento ay = 12 # 0.
A=l 0 12 a-6 Sustituyamos la 3* fila por: 12 - [3*f] + 11 - [2°f]
0 -11 3-a . o
Los elementos de la diagonal principal son #0 salvo a;; que puede
1 -7 3 serlo o no. El rango de A es pues como minimo dos.
A=l 0 12 a-6 Siap=0 = -a30=0 = a=-30 = eclrangode A es?2.
0 0 -a-30 Siap#0 = -a-30#0 = a#-30 = elrangode Aes3.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 3 DE EXAMEN

Opciéon A

EJERCICIO 1. Sea f[-4,2] - R la funcion definida por (>3 % €
(1) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f
(2) [1'5 PUNTOS]. Halla los maximos y minimos relativos y absolutos de f

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Sabiendo que
5 5 3 5
f(x) dx =3, g(x) dx =3, f(x) dx =3, g(x) dx =3,
/ f / /

calcula 5

3
[TE() +3g()Tdx - [Bf(x) +g(x)]dx.
1

3

EJERCICIO 3. Sean Sy S’ dos sistemas distintos de ecuaciones lineales con la misma matriz

de coeficientes.

(1) [1 PUNTQ]. Justifica con un ejemplo que S puede ser compatible y S” incompatible.

(2) [LPUNTO]. Silos dos sistemas Sy S” son compatibles, ¢, puede S tener solucion Unicay

S’ tener infinitas soluciones? Razona la respuesta.

(3) [0'5 PUNTOS]. Alresolver un sistema lineal no homogéneo de cuatro ecuaciones con tres

incognitas mediante el método de eliminacion de Gauss, obtenemos la siguiente matrizampliada

1 1 3]0
0 -1 0|1
0 0 4 |4
0 0 01

¢, Qué puedes decir de dicho sistema? Razona la respuesta.

EJERCICIO 4. El &ngulo entre dos vectorey v es de 120° y se sabe que el médula de
es5yeldees 3.
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(1) [1'5 PUNTOS]. Determina el valor del nUmero real o para el que los vectoxgsy (u-
(au +V) son ortogonales.
(2) [1'5 PUNTOS]. ¢Cuanto vale el médulo de v@ -

Opcién B

EJERCICIO 1. Sea fla funcién definida porf ( x) = %4 para=2 y x-2.
X

(1) [1 PUNTO]. Determina todos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f
(2) [1'5 PUNTOS]. Teniendo en cuenta como es la funcién en el intervalo [3,4] demuestra,
sin calcular la integral, que se cumple ,

%<£f(x) ng%

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Una via de ferrocarril transcurre por un terreno llano de
manera que su trazado coincide con el de la sesth parax< 0. A partir del punto
x=0 sutrazado coincide con el de la curva (ax + b)e*. Sabiendo que el trazado de la via
admite recta tangente en todos sus puntos, ¢cuanto valen ay b?

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. ¢Es posible determinar una circunferencia conociendo
Su centro y una de sus rectas tangentes? Justifica la respuesta.

(2) [1 PUNTO]. Calcula el radio de una circunferencia cuyo centro es el punto C = (1, -1)
sabiendo que la recta de ecuaciorry24 es tangente en uno de sus puntos.

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. Dados los planos de ecuaciones

m =X +2z2 =3, m,=3X +y +z = -1,

n, =2y -z =-2, my =X -y +AZ = -5

determina el valor depara el que los cuatro planos tienen un sélo punto comun y calcula dicho
punto.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) La funcion es continua en el intervalo [-4, 2] ya que es el producto de la funcién
polindmica,x?, y de la exponencial elemental, gue son continuas en toRo Por similares
razones es derivable en dicho intervalo.
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Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento. Hallemos la funcién
primera derivada de f(x) Xe*
f7(x) = 2€ + X&'
Calculemos los valores que anulen a la funcion primera derivada
2x+xe=0 = ¥(@2+X%=0 = x=0, x=-2.
Los posibles intervalos de monotonia son: [-4, -2), (-2, 0), (0, 2].
Probemos valores intermedios de esos intervalos en la funcidn primera derivada y segun
nos salga mayor o menor que cero, en el intervalo correspondiente la funcién seré creciente o
decreciente:
f(-3)=-66+9e*=3e*>0 = Creciente en [-4, -2).
f(-1)=-2¢'+e*=-e'<0 = Decreciente en (-2, 0).
f'(1)=2d+&=3e>0 = Creciente en (0, 2].

(2) Determinemos primeramente los extremos relativos de la fuhdstos extremos
pueden encontrarse entre los puntos de discontinuidad, los de no derivabilidad o los de
derivabilidad cero.

En nuestro caso se encontraran sélo entre los puntos de derivada cero, -2 y 0.

En estos puntos donde la derivada se anula, recurriremos a la 22 derivada para comprobar si es
un Maximo o un minimo.
f77(X) = 2€ + 2x + 2> + X = f7(X)= 2€ + 4" + Xe
f7(0)=28+0+0=2 >0 = minimo relativo en (0, 0).
f7(-2)=2¢?-8e*+4e’=-26°<0 = maximo relativo en (-2, 4je
las ordenadas de los extremos se han obtenido sustituyendo, 0y -2, en la funcién f
f(x) = Xe* = f0)=08=0 ; @2) =4
Los extremos absolutos se encuentran entre los relativos o en los extremos del intervalo:
f(-4) = 16¢ = 0.293050 f(2) = 4é = 29.5562
f(-2) = 4¢? = 0.541341 f(0)=0
El maximo absoluto es el (2,%ey el minimo absoluto el (0, 0).

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Calculemos la diferencia de integrales, teniendo en cuenta el valor de las integrales que nos
da el gjercicio, y haciendo uso de las propiedades de la integracion respecto de los limites de

integracion y del integrando.
5 3 Por la propiedad de la

f[f(x) +3g(x)] dx - f[s f(x) +g(x)] dx = linealidad del integrando

3 1

> 5 3 3 Por la propiedad de la
= f f(X) dx +3 f g(x) dx -3 f f(X) dx - f g(x) dx = linealidad del intervalo
3 3 1 1

5 3 5 3 5 5
- [0 dx - [f(x) dx+3 dx -3 [f() dx - dx - dx |-
{ () dx [ () dx ! g(x) dx [ () dx { g(x) dx ! g(x) dx

=3-3+33-33-(3-3)=0.
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Sea el sistema S, cuya matriz ampliada es
12 3|1
01 1)1
0 3 3|3
Sea el sistema S’, cuya matriz ampliada es
12 3|1
01 1)1
0 3 3|7
facilmente se observa que ambos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes, y que el
sistema S es compatible mientras que el S° es incompatible, ya que si triangulamos
inferiormente mediante el método de eliminacion de Gauss, la Ultima ecuacion del primer
sistema da lugar a una ecuacion trivial quedandonos pues un sistema de dos ecuaciones con tres
incognitas, es decir, un sistema compatible indeterminado, por contra, en el segundo sistema
la Gltima ecuacion da lugar a una ecuacion absurda y el sistema seria incompatible.

(2) Si el sistema S es compatible determinado (solucién Unica), significa que el rango de
la matriz de los coeficientes y el de la ampliada son iguales, por ejemplo, n, y que el nimero de
incégnitas también es n.

Si el sistema S” es compatible indeterminado (infinitas soluciones), significa que el rango
de la matriz de los coeficientes y el de la ampliada son iguales, teniendo que ser dicho rango n,
porque la matriz de los coeficientes de ambos sistemas es la misma; por pero este sistema S’
debe tener mas de n incégnitas lo que es imposible porque el sistema S al ser compatible tenia
sélo n.

En definitiva, no es posible que S sea determinado y S” indeterminado.

(3) Se trata de un sistema incompatible porque en el proceso de eliminacion de Gauss se
ha obtenido una Ultima ecuacién que es absurda, 0 = 1.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Si (u-yy (au+y son vectores ortogonales, su producto escalar es cero:
u-vy-(au+y=0 = U-(au) + u-w-(au)-w=0 -
a(Uu-u)+u-va(v-u)-vw=0 =
a |u|-|u|cos (u, u) Hu|-|v|cos (u, ¥ - a|v||u|cos (u, ¥- |v|-|v|cos (V) =0 =
0.-5-5-c08(0°) + 53 cos (120°) - a-3-5-cos (120°) - 3:3-cos (0°)=0 =

15 15 - Eo( 33 _ 33

2o 5920 2% 2 65

(2) Para calcular el médulo de v, -tendremos en cuenta lo siguiente:
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lu-v|=y(u-v) (u-v) =Ju-u-u-v-v-u+v-v =y/[ulZ-2u-v+|v|?=

=y/Jul?-2Ju]|- |v|cos( u,v) +|v|?=45%2-2.5.3.c0os(120 °) +32=7

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimientteddreEmos en

cuenta inicialmente que su dominio es R-{-2, 2}, siendo continua en él.
Para hallar dichos intervalos obtengamos la funcién primera derivada de f(x)
. -6Xx
F(x)=—F—=
(x2-4)?
Observamos que f(es derivable en su dominio, R-{-2, 2}.
Calculemos los valores que anulen a la funcién primera derivada
-6Xx
— =0 = -6x =0 = x =0
(x2-4)2
Construyamos los posibles intervalos de solucion
(= -2), (-2,0), (0,2) y (2)
Probemos valores intermedios de esos intervalos en la funcién primera derivada y segiin nos
salga mayor o menor que cero, en el intervalo correspondiente la funcion sera creciente o

decreciente:

f (-3) = m = % >0 = Creciente en «&; -2)

" (-1) = m = g >0 = Creciente en (-2, 0)
f (1) = Wﬁm 5 ?6 <0 = Decrecienteen (0, 2)
f (3) - Ww@z = % <0 - Decreciente en (2,)«

(2) La funcién es decreciente en el intervalo [3, 4], segun el apartado (1), luego el valor

maximo y minimo lo alcanza la funcién en los extremos de dicho intervalo:

f(3) = s .3 _ valor maximo; f(4) = 3 -2 -1 _ valor maximo
32-4 5 42_4 12 4

Teniendo en cuenta la propiedad de acotamon de las integrales definidas
b
m(b -a) < ff(x) dx < M(b-a)
donde m representa el valor minimo y M el valor méximo del mtervalo [a,b], resulta:

(4 3) < ff(x) dx < _(4 _3) - ff(x) dx g%
3
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si el trazado admite recta tangente en todos sus puntos es que la funcién es derivable en
todos ellos. El dominio de la funcién es todo R.

Si es derivable tiene que ser continua. Veamos la continuidad.

En los puntosx< 0 lo es por tratarse de una funcidn constareel ; para los valores de
x> 0 también es continua por ser el producto de dos funciones continuas, una polinémica,
ax+b, y otra exponencial elementat, e

Para que la funcién sea continua en el punto 0 se ha de verificar que los limites laterales
y el valor de la funcion en dicho punto coincidan:

lim f(x) =lm 1-=1

X -0~ x-0"
x<0
lim f(x) =lm (ax +bje* -fim 2B _0+b_Db_}
x-0" x-0" x-0" e’ e 1
0+b b e
(o - 2P -2-p

al igualar los limites laterales con el valor de f(0), obtenemos: b =1.
La funcién fes continua en su dominio si b=1, y por tanto podra ser derivable.
Estudiemos ahora la derivabilidad. En los puntes0 lo es por tratarse de una funcién
constante, ¥ 1, siendo la derivada O; para los valores deOxtambién es derivable por ser
el producto de dos funciones derivables, una polinGmied, ay otra exponencial elemental,
e* - (ax+l)e”

€%, siendo la derivada, a ~

e
Una primera aproximacién de la funcién derivada seria:
U sl x<U
, X _ X
f (x) ={ae (ax+1) e si x >0

eZX

Para quef sea derivable er= 0 ha de verificarse que las derivadas laterales coincidan:
f(0) =Ilim f (x) =lim 0=0

x -0 x -0

x<0

X _ X _
70 =lim  (x) -im 2~ -(axrle’ a1
x~0" x-~0" e 1

x>0

igualemos ambas derivadas laterales: a-1=0 a=1.
La funcién fy su funcién derivada, finalmente, serian:
f(x)—{l ) S? X <0 f'(x)—{o ) S? x <0
(x +1)e™ si x >0 (e*-(x+1)eXe™® s x >0
La funcién fadmite recta tangente en todos sus puntos si a=1 y b=1.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Sies posible; ya que para determinar una circunferencia necesitamos las coordenadas
de su centro, que se conocen, y el radio, el cual se puede obtener mediante el célculo de la
distancia del centro a la recta tangente pues la recta tangente en un punto es perpendicular al
radio que va desde el centro a dicho punto de tangencia.
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(2) Elradio coincidira con la distancia del centro, C, a la recta tangente. Llamemos H al
punto de tangencia. Expresemos la ecuacion de la tangente en forma paramétrica:

— — X =t
2Xx+y=4 = y=4-2X = y =4 -2t

El punto H tendra de coordenadas genéricas (t, 4-2t)
El vector de direccion de la recta tangente @s:(1, -2)
El vector CH es perpendicular af, lo que implica que su producto escalar es cero:
CH=(t, 4-2t) -(1, -1) =(t-1, 5 -2t)
CH.o = CHUO=0 = (t-1,5-2t)) (1, -2)=0 = t-1-10+4t =0 = t:1_51
sustituyamos este valor en el vectGH

CH=(t -1, 5 -2t) :(1_51—1, 5 —2_52) :(g g)

radio= |CH| = /(6/5) 2+ (3/5) 2= \/3(“9 - [E -2

52 52 5

SOLUCION EJERCICIO 4.-
Determinemos xesolviendo el sistema formado por los cuatro planos.

L v z|9s . L .
Hemos expresado el sistema en forma matricial para aplicar el
0 2 -1,-2 método de reduccion de Gauss. Triangulemos inferiormente.
3 1 1l-1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por: [3*f] - 3 - [1°f]
T -1 IR Sustituyamos la 4* fila pot:  [4°f] - [1*£]
10 2 3
0 1|2 Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por: 2 - [3%f] - [2°f]
0 1 -5]-10 Sustituyamos la 4° fila por: 2 - [4*f] + [2°f]
0 -1 A-21-8
10 2 3
02 -1 |-2 Tomemos como pivote el elemento as; = -9 # 0.
00 -9 [-18 Sustituyamos la 4* fila por: 9 - [4*f] + (2A-5) - [3°f]
0 0 2A-51-18
10 2 3 El sistema esta triangulado, los elementos de la diagonal principal
02 -1 -2 son =0, y para que sea compatible determinado y los 4 gdase
00 -9 18 corten en un punto, la Gltima ecuacién debe ser trivial, es decir, debe
verificarse: 0=-36-72 = A=-2.
0 0 O |-36A-72
1.0 2] 3 Calculemos el punto de corte, resolviendo el sistema.
Tomemos como pivote el elemento az; = -9 # 0.
0 2 -1|-2 Sustituyamos la 2° fila por: -9 - [3°f] + [3°f]
0O 0 -9]|-18 Sustituyamos la 1° fila por: 9 - [1*f] + 2 - [3%f]
9 0 O0]-9 El sistema esta diagonalizado, podemos despejar directamente las
0 -18 0] 0 incégnitas: x=-1 ; y=0 . z=2
0O 0 -9|-18 El punto donde se cortan los 4 planosesel (-1, 0, 2).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 4 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) [1'5 PUNTOS]. Calcula, de manera razonada, todas las funciones

f: R - R que verifican « )
F o )_{e , si x <O0;

2x + 1, si x >0.
(2) [1 PUNTO]. Estudia la derivabilidad de cada una de las funcidnadatias.

EJERCICIO 2. [2°’5 PUNTOS]. En la orilla de un rio de 100 metros de ancho esta situada
una planta eléctrica y en la orilla opuesta y a 500 metros rio arriba se ha construido una fabrica.
Sabiendo que el rio es rectilineo entre la planta eléctrica y la fbrica, que el tendido de cables
a lo largo de la orilla cuesta 1200 ptas. el metro y que el tendido de cables sobre el agua cuesta
2000 ptas. el metro, ¢cual es la longitud del tendido mas econdémico posible entre la planta
eléctrica y la fabrica?

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Discute el siguiente sistema segun los valores del

numero real a: ax +2y +3z =1,
ay +4z =0,
X -y +z=0.

(2) [1L PUNTO]. Resuélvelo para a=-1.

EJERCICIO 4. (1) [125 PUNTOS]. Determina las ecuaciones de la recta que pasa por el
origen de coordenadas y es perpendicular al plano determinado por el punto (1,1,1) y la recta
de ecuaciones _
r= y -0
T |2x +3z = 1.
(2) [1725 PUNTOS]. El mismo problema pero para la recta de ecuaciones

X +2y +3z =6,
3x +2y +z =1,

S
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Opcién B

EJERCICIO 1. Sea f R - R lafuncion polinédmica dada por
f(x) = -2x3% + 15x2 - 24x + 80
(1) [1 PUNTO]. Determina el intervalo [a, b] en el guesfcreciente.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area limitada por la parte de la gréfi€aateespondiente al
intervalo [a, b], el eje OX y las rectasax x=b.

EJERCICIO 2. De las siguientes afirmaciones, hechas sobre una fuhcibr R, ¢ cuéles

DEBEN ser ciertas, PUEDEN ser ciertas en algunas ocasiones o NUNCA son ciertas? Justifica
las respuestas; en el caso de una respuesta "PUEDE" debes dar un ejemplo en el que la
correspondiente afirmacion si es cierta y otro en el que no es cierta.

(1) [0°75 PUNTOS]. Silim @ =1 vy éscontinua entonces f@).

x-0
(2) [0'75 PUNTOS]. Silim w
x-0

(3) [L PUNTO]. Si lim w
x-0

=3 entonces f’(8)3.

=3 entoncesy = 3x+ 1 es la ecuacion de la

recta tangente a la gréafica deeffi el punto de abscisa=X0.

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. En el segmento cuyos extremos son los puntos
A =12y B = (23 hay un punto P tal que la relacion que existe entre los

vectores PA yPB es la siguientePA = > PB. Halla P.

(2) [1 PUNTO]. Halla la ecuacion de la circunferencia con centro en P y que pasa por el
origen de coordenadas.

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Una ganadera da a su ganado una mezcla de dos tipos de
piensos Ay B. Un kilo del pienso A proporciona a una res el 6% de sus necesidades diarias de
proteinas y el 14% de sus necesidades de carbohidratos. Un kilo del pienso B contiene el 35%
del requerimiento diario de proteinas y el 15% del de carbohidratos. Si la ganadera desea que
su ganado tenga cubiertas, pero sin excedentes, sus necesidades diarias de proteinas y
carbohidratos, ¢, cuantos kilos diarios de cada tipo de pienso deberé proporcionar a cada res?

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Eldominio de la funcioh esR y el de su funcién derivadf;(x), es R-{0}.
Los trozos de funciones que componen f$¢) funciones continuas.
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Calculemos f(xjnediante la integracién de f'(x¢niendo en cuenta que Domff)

fe"dx=e"+C1 si x <0 eX+C,  six <0
f(x)=y G si x =0 = f(x)=16G si x =0
f(z x+1) dx =x2+x+C, si x >0 x2+x+C, si x >0

Segun el ejercicid(x) no es derivable er0, luego puede ser 0 no continua en 0; por otro lado
podemos comprobar que las derivadas laterales en 0 son:
f0)=limf (x)=Ilm e*=1 ; f°(0")=Ilm f (x)=1Ilm 2x+1)=1

x -0 X -0 x -0 x-0"
x<0 x>0

0 sea, las derivadas laterales coinciden, luegmé(guede ser continua gr0, porque si lo
fuera seria derivable y no lo es.
Impongamos entoncesfg) la condicién de no ser continua en el puatd, para lo cual
calcularemos los limites laterales y el valor de la funcién en el O:
lim f(x) =lim (e*+C) =1+C,

x -0 x -0
x<0
lim f(x) =lim (x?+x +GC,) = C,
x-0" xAg*
f() = G,

si fuera continua en=@0 coincidirian todos estos valores, es decir, 1= C, = C,, pero al
no ser continua en el punto 0, al menos una de estas igualdades no debe satisfacerse. Los
diferentes casos, y por tanto funciones, que pueden presentarse son:

e’ +C si x <0
a) 1+G=C#C, = f,(x)=1 1+C si x =0
x?2+x+C, si x >0
e*+C si X <0
b) 1+G#C,=C; = f,(x)-= C, si x =0
x?+x+C, si x >0
e*+C si X <0
) 1+G=G+C, = fy(0-1GC si x -0
X2+X+1+Cl si x >0
e’ +C si x <0
d) 1+G#C,#C, = f(x)=16C si x =0
x?+x+C, si x >0

(2) Tal como hemos construido las funciones anterifjrésf, y f,, ninguna es derivable
en el punto %0, porque ninguna es continua en dicho punto.

Para valores de<0, el trozo de funcién es una exponencial que es derivable eR todo
siendo la derivada*.e

Para valores de>0, el trozo de funcién es una polindmica que es derivable erRtodo
siendo la derivada 2%.
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En definitiva la funcion derivadd, (x), es la misma para todas, y es la que viene en el
enunciado del ejercicio.

SOLUCION EJERCICIO 2.--
Construyamos la funcién cost€, teniendo en
cuenta el dibujo adjunto y los datos del ejercicio.
C = 1200(500 -x) + 2000 y

pero por el teorema de Pitdgorag, = {/x? + 1002

C(x) = 1200(500 -x) + 2000 y/x? + 1007, I6gicamente el Dom d(x)[0, 500].

Calculemos los valores degye minimizan el coste. La funcién derivada es

C’(X) = -1200 + 2000 L = C’(X) - -1200 + 2000 x

24/x?+1007° Vx?% +100°

el valor que anula a la funcién derivada es
21200 + 2000 x 0 - -3+ 5x -0 - 5Xx 3 o
YX 2+100°? VX 2+1002 VX 2 +100°?
5x =34/x?+1002 = 25x2=9x2+90000 - 16x2=90000 = x =75

La funcién C(x) es una funcion continua y derivable en su dominio. Estudiemos la monotonia
en los intervalos [0, 75[y ]75, 500], para lo cual probamos valores intermedios, por ejemplo
10y 80, de dichos intervalos en la primera derivada:

C’(10) =-1200 + % =-1000°99 <0 =  C(x) es decreciente en [0, 75[
10 +100

C’(100) =-1200 + —299% - 21421 >0 = C(x) escrecienteen ]75,500]
4/100% +1002

luego para el valor de =75 hay un minimo relativo que también es minimo absoluto.
La longitud del tendido mas econdmico es de 500-75=425 metros a lo largo de la
orilla, y de /752 + 1002 = 125 metros cruzando el rio, tal como se indica en la figura.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo mediante el método de
reduccién de Gauss.

a 2 3|1

0O a 410 Intercambiemos entre s las filas 1* y 3%

1 -1 1|0

1-11|0 Triangulemos inferiormente.

0O a 4|0 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
a 2 3|1 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] -a - [1°f]
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1 -1 110
0 a 4 |0 | Intercambiemos entre si las columnas 2*y 3%
0 2+a 3-a|l
(x)(2z) (y)
11 110 Tomemos como pivote el elemento ay, = 4 # 0.
0 4 a |0} sustituyamosla 3* fila por: 4 - [3*f] - (3-a) - [2'f]
0 3-a 2+a|l
((2) (y)
11 -1 0) El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal principal
0 4 a o | son distintos de cero, salvo el a;; que puede ser 0 no cero. Veamos los
5 diferentes casos que se presentan.
00 a“+a+8|4

Sia,=0 - 4&+a+8=0 - a-_-*yl-32 "Zlm = no existe ningn

valor de "a" que anule al coeficientg, &uego siempre sera distinto de cero. En consecuencia,
para cualquier valor de "a", el sistema triangulado siempre tendra tres ecuaciones y tres
incognitas, sera un sistema compatible determinado.

(2) Sustituyamos en el sistema triangulado anterior el valor de "a" por -1.

() 2)(y)

Triangulemos superiormente.

11 -1)0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 8 # 0.
04 -1|0 Sustituyamos la 2* fila por: 8 - [2°f]] + [3%f]
00 8 la Sustituyamos la 17 fila por: 8 - [1*f]] + [3°f]
(x)(2)(y)
8 8 0|4
032 0|4 Simplifiquemos todo el sistema por 4.
0O 0 8|4
(x)(2)(y)
22 0|1 .
Tomemos como pivote el elemento ay, = 8 # 0.
08 01 Sustituyamos la 1° fila por: 4 - [1°f] - [2°f]
00 2|1
(x)( 2)(y)
80 0l3 El sistema estd diagonalizado, sablamos que era un sistema compatible
determinado, basta despejar las incognitas para encontrar la solucién
08 01 que es:
00 2]1 x=3/8, 2=1/8, y=1/2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Determinemos el plano que contiene a la recta r y pasa por el punto (1,1,1). Para ello
escribamos el haz de planos que contiene a la recta:
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ay +B(2x+3z2-1)=0 = ay +2px +3pz-B =0
impongamos a este haz que pase por el punto (1,1,1) para obtener el plano que nos interesa,
para lo cual sustituiremos las coordenadas del punto en el haz:
a+2B+3p-p =0 = a=-48
la ecuacion del plano seréa:
-4By +2Bx +3pz-Bp =0 = n=2Xx -4y +3z-1=0
La ecuacion de la recta que nos piden es perpendicular a ester,plaego el vector
normal al plano podemos tomarlo como el de direccién de la recta, es decir:

=2, 4,3 = =2, -4,3)
la ecuacion de la recta que pasa por el origen y es perpendlcum an
X-0_y-0_2z-0 . X_y _z
2 -4 3 2 -4 3

(2) Determinemos el plano que contiene a la recta s y pasa por el punto (1,1,1). Para ello

escribamos el haz de planos que contiene a la recta:
oa(Xx +2y +32-6) + pB(3x+2y+z-1) =0
impongamos a este haz que pase por el punto (1,1,1) para obtener el plano que nos interesa,
para lo cual sustituiremos las coordenadas del punto en el haz:
a(l +2+3-6) +p(3+2+1-1)=0 = 53=0 = g =0

la ecuacion del plano sera:

a(x+2y+3z-6) + p(3x+2y+z-1) =0 = m=x+2y+32-6=0
observamos que el plano que contiene a s y pasa por el punto (1,1,1,) coincide con
uno de los planos que definen a la recta s.

La ecuacion de la recta que nos piden es perpendicular a estdIplargo el vector
normal al plano podemos tomarlo como el de direccién de la recta, es decir:

n, =123 = vV =(1, 2,3)
la ecuacion de la recta que pasa por el origen y es perpendicuks:a «
X-0_y-0_2z-0 . X _y_z
1 2 3 1 2 3

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Calculemos la funcion primera derivada.
f(x) = -2x% + 15x2 - 24x + 80 = f (x) = -6x2 +30x - 24
obtengamos los valores que anulen a la primera derivada
-30+ ,/900 -4-6-24 -30+18 ~1
-6x2+30x -24 =0 = = =
Xo X X 12 12 4
Los posibles intervalos de monotonia sone, ¢), (1, 4), (4~). Probemos valores
intermedios de esos intervalos en la primera derivada y segln nos salga mayor o0 menor que
cero, en el intervalo correspondiente la funcidén seré creciente o decreciente:
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f(0)=-24<0 = Decreciente en4; 1).
f’(2) =-24+60-24=12>0 = Creciente en (1, 4).
f'(5) = -150+150-24 = -24 <0 = Decreciente en (4,)«

El intervalo en el que la funcién es creciente es el [1, 4].

(2) La gréfica de la funcidn es creciente en el intervalo [1, 4], y los valores de la funcion
en los puntos extremos, 1y 4, del intervalo son:
f (1) = -2+15-24+80 = 69 ; f (4) = -128+240-96+80 = 96
lo que significa que la funcion, que es continu&édpor ser polinémica), no corta al eje de
abscisas en ningun punto de dicho intervalo. El &rea pedida seré:

-2x*  15x°  24x?

2 3 5 80X

4
f(—2x3+15x2—24x +80) dx =
1

4
- _47+5-43—12-42+320 —(—%+5—12+80) - 2475

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Si lim @ =1 yfes continua veamos $0j=1; supongamos quj=1
X0 lim ) _fO@ 1
X -0 X 0 0

luego NUNCA puede ser cierta la afirmacion (1) del ejercicio.

(2) Si lim M = 3 entoncesf "(0) = 3. Esta afirmacién DEBE ser cierta,
x-0

porque el limite que nos dan coincide con el concepto de derivada de la fumtiéinpunto
cero, es decir, con f {0y ademas, en ambos casos vale 3.

X
tangente a la gréafica dlen el punto de abscise= 0. Esta afirmacion PUEDE ser cierta porque
el limite que nos dan coincide con el concepto de derivada de la fureecid@i punto cero, o
también, con la pendiente de la recta tangente a la grafiends punto 0; y la recta que nos
dan, y= 3x+ 1, tiene de pendiente 3, por tanto PUEDE ser cierta la afirmacion.
Un ejemplo en el que si es cierta, seria si consideramos la funciéxr+8x¥1, ya que
la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion en el punto O es:
f'(x)=2x+ 3 = f(0)=3 ; fO)=1 =
y-fO) =00 X-%) = y-1=3(x0) = y=3x+1
Un ejemplo en el que no es cierta, seria si consideramos la fuickdxr+3x+7, ya que
la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion en el punto O es:
f'(x)=2x+ 3 = f(0)=3 ; f(O)=7 =
y-fx) =f706) X-%) = y-7=3(Xx0) - y=3x+T7.

(3) Si lim f(x) ~1(0) . 3 entonces y =3 + 1 es laecuacion de la recta
x-0
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SOLUCION EJERCICIO 3.- -
(1) El punto P(a, b) tiene que estar fuera del segmento A B

debido a que la relacién entre los vectorea  PH es 3/2, quees

un valor positivo, y tal como indica el dibujo.

Sabemos quePA = g PBL = 2PA=3PB =

2[(1,2) -(a, b)]=3[(2,3) -(a b)] - 2(1 -a, 2-b)=3@ -a, 3-b) -

» 2-2a=6-3a = a=4
4-2b=9-3b = b =5

luego el punto P tiene de coordenadas P = (4, 5).

=

(2) La ecuacién de una circunferencia es
X+y-2x-2by+@+P-r*=0
Las coordenadas del centro son C =P = (4, 5). El radio es la distancia de P a O=(0, 0):
r =@ -0)2+(5-0)2 =41
luego la ecuacion de la circunferencia es
X+ -8x-10y+16+25-41=0 =X+ -8x-10y=0

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemosx a los kilos del pienso A que ha de darle a su ganadm|as kilos del pienso
B. Estableceremos el siguiente sistema de ecuaciones

6x + 35y =100 } Expresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo mediante el

14x + 15y =100 | ¢r0do de reduccion de Gauss.

6 35 l 100 ) Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 6 # 0.
14 15 J100 Sustituyamos la 2°* fila por: 3 - [2*f] - 7 - [1°f]
6 35 1100 Simplifiquemos la 2* fila por -200
0 -200 |-400
6 35 | 100 Triangulemos superiormente.
0 1 > Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
Sustituyamos la 1°* fila por: [1*f] - 35 - [2°f]
Q)Y Simplifiquemos la 1° fila por 6.
01|2
El sistema esta diagonalizado, es un sistema compedttdeminado,
L O ‘ 5 ] la solucion es:
01]2 x = 5 kilos del,pienso A y = 2 kilos del pienso B.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes clegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 5 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. (1) De todas las rectas tangentes a la grafica de la fuhci®r R definida

por f(x) = &, halla la que pasa por el origen de coordenadas.

(2) Dibuja laregion limitada por la graficafdéa recta tangente hallada en el apartado anterior
y el eje de ordenadas.

(3) Halla el area de la region descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. El alcalde de un pueblo quiere cercar un recinto rectangular cerrado para
celebrar fiestas. Para ello aprovecha una tapia existente como uno de los lados y dispone
de 300 m. de tela metélica para hacer los otros tres.

(1) ¢Podrias indicar las dimensiones del recinto acotado de esa forma cuya area es la mayor
posible?

(2) La comision de fiestas del pueblo ha calculado que para montar las atracciones, pista de
baile, etc., necesitan 8.00¢.nTeniendo en cuenta los célculos realizados en el apartado
arterior, ¢ sera suficientemente grande el recinto que quiere preparar el alcalde?

EJERCICIO 3. Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto P = (1,0,2), es

paralelo a larectar : X—él = y_;,Z =z -3 y es perpendicular al pland : 2x-y+z=0.

EJERCICIO 4. (1) Define el concepto de matriz inversa de una matriz cuadrada.
(2) ¢Qué condicion debe cumplir el determinante de una matriz cuadrada para que ésta sea
invertible?
(3) Estudia si hay algun valor de a para el que la siguiente matriz tiene inversa
1 a 3-2a
1 a+l a-5
3 3a+l 1-3a
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EJERCICIO 1. Deunafunciofse sabe que es polindmica de tercer grado, que sus primeras
derivadas en los puntos=3 y x=-1 son nulas, quef (2)=5, que f(1)=2 vy
que lim f(x) = +=. Haz un esbozo de la gréfica fsin realizar ningun célculo

X = —oo

justificando como lo haces a partir de los datos.

EJERCICIO 2. (1) Halla el punto de inflexién de la funcidn R - R definida por
f(x) = x e

(2) Dibujalaregion limitada por la gréafica flel eje OXy la rectx=b donde b es la abscisa
del punto de inflexién hallado en el apartado anterior.

(3) Calcula el &rea de la region descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. (1) Define lo que son vectores linealmente independienti& en
(2) Prueba que los vectoras(2,-1,0) yv=(1,0,1) son linealmente independientes.
(3) Halla el valor de para el cual el vectav=(8,-5t) depende linealmente dey v.

EJERCICIO 4. (1) Para los diferentes valores del parametro real a estudia la posicion

relativa de los planos dados por
I xX+y+z =a-1,
H2:2X +y +az =a,
My x +ay +z =1.
(2) Sia=-1, ¢en qué punto se cortan?

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) La ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la fuficémun punto de abscisa

X esi y-Yo=f0g) (Xx-%) =

f(x)=e** = f(x,) :yO:eXO’1 = f(x)=e** = f( x,) et S

y -y, =€’ t(x-x,) [1]

impongamos ahora la condicién a esta recta tangente genérica que pekerjgan de
coordenadas (0,0)

O—yo=ex°7l(0 “X,) = -y -e"

X, =1 - y,=ett=e%=1

Tx) = Y eYo(x) =
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luego la Unica recta tangente a la funcion que pasa por el origen de coordenadas es la que a su
vez pasa por el punto de tangencia (1, 1). Sustituyendo este punto en [1] obtendremos,
finalmente, que la ecuacion de la recta tangente pedida es

y-1=el?(x-1) - y=X

(2) La gréafica de la funcionf(x) = &' coincide con la de*@ero desplazandola una
unidad a la derecha. No obstante podemos estudiar sus caracteristicas mas importantes.
1.- Dominio de la funciénR.

2.- Crecimiento:
f'(x)=¢? = no hay ningun valor que anule a la derivada, y para cualquier
valor dex la funcién derivada es siempre positiva, luego la funé{@n es creciente en todo
su dominio.
3.- Punto de corte con el eje de ordenadas: 0, e
4.- Asintota horizontal:
im e*l-e~t-e~ -1 -1_0 - asintota horizontay=0 cuando - -

X = —oo e «
La gréfica def(x) y la de la region pedida es:
3f y=e

2 y=x

[ —

(3) El area de la region vendré} dada por:

1
2

x-1 _ _ x-1 _ X ,0717 -1 _ ,171~'
f(e x) dx - |e S| cef-5-(et-0) -5 - 2 ~013212
0 0
SOLUCION EJERCICIO 2.- Tapia

(1) Teniendo en cuenta el dibujo, construimos la funcion area:
A(X) = (300-)x = 30 - 2, siendo DomA(x) =10, 150[. "
La funcion derivada es: A"(x) = 300 - & 300 - 2
El valor que anula a la funcién primera derivada es: 300 -
4x =0 = X=75
Estudiemos la monotonia @€x), que es una funcién continua y derivable en su dominio,
probando con valores intermedios de los intervalos ]0, 75[ y ]75, 150[ en la primera derivada:
A(10)=300-40=260>0 = A'(X)>0 = A(x) es creciente en ]0, 75]
A’(100)=300-400=-100<0= A" (X)<0 = A(x) es decreciente en]75, 150[
luego hay un maximo relativo exr 75, que es a su vez absoluto.
Luego las dimensiones del recinto cuya area es la mayor posible son:
base =300 -2=300-2 - 75=150 ; altura=75.
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(2) El recinto que quiere preparar el alcalde tiene un area maxima de
A(75)=300-75 - 2-75 11250 A
por lo que si seré suficiente, ya que la comision de fiestasaséésita 8000

SOLUCION EJERCICIO 3.-

El plano que nos piden al ser paralelo a la recta r, significa que el vector de direccidn
delarecta,a=(2, 3, 1), seraun vector de direccion del plano.

El plano que nos piden al ser perpendicular al plEnacsignifica que el vector normal
aeéste,n =(2, -1, 1), seraotro vector de direccion del plano pedido.

Los dos vectores de direccion que hemos obtenido tienen distinta direccion, porque sus
componentes no son proporcionales, luego son los de direccién del plano.

La ecuacion del plano que pasa por el punto P = (1, 0, 2) y tiene como vectores de

direccionau y n_ sera X =1 +2x +2y
y =3x-H
Z=2+A+H

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Llamamos matriz inversa de una matriz cuadrada A a otra matriz B del mismo orden,

tal que
A-B=B-A=|

siendo | la matriz unidad del mismo orden.
La matriz A debe ser una matriz regular (su determinante es distinto de cero) para que
tenga inversa. A la inversa de A se le denota normalmente’por A

(2) Para que una matriz cuadrada sea invertible, la condicién que ha de cumplir es que su
determinante sea distinto de cero.

(3) Para estudiar si la matriz siguiente tiene inversa, lo haremos mediante el célculo de su
rango por el procedimiento de Gauss.

1 a 3-2a

Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
1 a+l a-b Sustituyamos la 2* fila por: [2°f]] - [1*f]
3 3a:1 1-3a Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f]] - 3 - [1°f]
1 a 3-2a Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
0 1 3a-8 Sustituyamos la 3 fila por: 3] - [2°f]]
0 1 3a-8 . s , )
Hemos triangulado inferiormente y la tercera fila es una fila de
1 a 3-2a ceros cualquiera que sea el valor de "a", luego el rango es 2, menor
0 1 3a-8 que el orden de la matriz cuadrada que es 3, por tanto no hay
00 O ningun valor de "a" para el que la matriz tenga inversa. El

matriz, independientemente del valor de "a", siempre saldra cero.
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

La funcién polinémica es continua y derivable en tRdo

La derivada primera de la funcif(x) es nula en los puntos=3 y x=-1, lo que implica
que en dichos puntos la grafica de la funcién presenta puntos de tangencia horizontal (maximos
0 minimos relativos, o puntos de inflexion).

Construyamos los tres intervalos de monotonia:-1x (-1, 3) y (3), donde la funcidn
puede ser creciente o decreciente. En el intervalo (-1, 3) la funcidn necesariamente es creciente
por cuanto en el punta=1 la funcién toma el valor £1)=2, y en el punt&=2 toma el valor
5, es decir f(2)=5 >f(1)=2.

En el intervalo (-¢-1) la funcién es decreciente, ya qlien  f(x) = +«, yenel

X = —o0

puntox=-1 la funcién presenta un punto de tangencia horizontal, que sera necesariamente un

minimo relativo, porque a partir ae-1 la funcion es creciente.
En el intervalo (3,~) la funcién es

decreciente, porque al ser una funcion

polindmica de grado tres, y teniendo en

cuenta quelim f(x) = -«, se deduce que

)]

X = +o0
lim f(x) =+, comoademas escrecienteen

- N W N

X = —oo

el intervalo (-1, 3), resulta que en el purtd la - 1 2 3
funcién presenta un maximo relativo. | /
Un boceto podria ser la gréafica situada al lado. 3

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Calculemos el punto de inflexion de la funciffr) =x €.
f'(x) =e-xe*
f'x)=-e-e+xe* = f7(x)=-2&+xe*

Obtengamos el valor que anula a la segunda derivada* + x& = 0 =

e*(-2+x)=0 = 2+ =0 = X=2.
sustituyamos este valor en la tercera derivada
f77(x) =26+ & -xe* = f77x)=3&-xe* =
f7’(2)=3¢*-2e*=e?+0 = Punto de inflexion en= 2
f(2)=2¢ = el punto de inflexién tiene de coordenadas (2)2e

(2) Para dibujar la gréfica procederemos de la siguiente manera:
1.- Punto de corte con el eje de abscisas.
z;ge,x xe*=0 = x=0 = (0,0
Se ha resuelto el sistema formado por la funcién y la ecuacioredi# epscisasy=0.
- Punto de corte con el eje de ordenadas. Se resuelve el sistema formado por la funcién
y la ecuacion del eje de ordenadasp =
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x =0
y =xe ¥
2.- Crecimiento y decrecimiento.

Obtengamos la primera derivada y calculemos los valores que la anulan.

f'x)=e¢-xe* = €-xe*=0 = ¢e(1-x))=0 = x=1,
llevemos sobre el eje de abscisas este vakrl, y
construyamos los posibles intervalos de crecimiento y|-de
decrecimiento, (-1) y (1,%). Probemos valores intermedios,
por ejemplo, 0y 2, de esos intervalos en la primera derivada y
segun nos salga mayor o menor que cero, el intervalo correspondiente sera creciente o
decreciente.

f'(0)=€-0-d=1>0 = Creciente en (-l).
f'Q=¢€*-2-¢=-e2<0 = Decreciente en ().
3.- Maximos y minimos.

Podriamos hallarlos sustituyendo el valor que anula a la primera derivada en la segunda
derivada, y segun nos salga mayor o0 menor que cero serd minimo o maximo. Pero teniendo en
cuenta que la funcién es continua y el estudio sobre el crecimiento y decrecimiento anterior,
deducimos que en el punto de abscisdl hay un maximo, La ordenada de este maximo es:
f(1)=1-¢&=¢e’ El maximo seréa el punto (1})e
4.- Puntos de inflexion.

Hallamos los valores que anulan a la segunda derivada y los sustituiremos en la tercera
derivada, si nos sale distinto de cero sera punto de inflexion.

f7(x) =€ (x-2) = €x-2)=0 = x=2

f7"(xX)=e*(3-x) = f772)=€6*(3-2)=¢€¢+0
el punto de inflexion de abscisa2, tiene de ordenadd(2) = 2 €, es decir el punto de
inflexion tiene de coordenadas (2,%Re
5.- Asintotas verticales.

Para que la funcidn presente asintotas verticales se ha de verificar que exista algin
valor "a" tal que se satisfagatim f(x) =z

X=a
No existe ninguno, por lo que no hay asintotas verticales.
- Asintotas horizontales.

Habra asintota horizontal si se cumple quém f(x) = beR

}i y=0-e°=0 - y=0 = (0,0)

1

Calculemos dichos limites. o
lim fx)-lm (xe *)=tm X - f}_ im L-1-0 - AH: y-0
X oo X - e Xx-tw €% [ ®] x-40 @%@
hay una asintota horizonta},= 0, parax - .
lim f(x)=lim (xe *)=-o- e =
n(;ﬂhgy asinto':a; h?)rizontal pare- -, pero existe la posibilidad de asintota oblicua.
m=lim M:Iim xe im e*=e" =

Koo X xew X X oo

no hay asintota oblicua pase- -, hay una rama parabdlica paralela al eje OY.
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6.- La gréfica aproximada de la funcién es la
situada al lado

(3) El area gie la region subrayada es T
fx e ™ dx = vz

0
calculemos la integral por el método de
integracién por partes
u=x i du =dx

dv =e Xdx v:fdv:fe’xdx:—e’X
2

fzxe * dx =[—xe x e’x] =[—2e’2 —e’z]—[o —e°]= -3e 2+1~0593994
0 0

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Un conjunto de n vectores, W, U, ..., Y, Se dice que son linealmente independientes,
s una combinacion lineal de ellos, nula,
o,U; + o,U, +ogUy + ... Fou, =0 dondey, ay, ...,a, € R
implica que todos log; son iguales a cero.

(2) Los vectoresjy v, son linealmente independientes si
au+pv=0 = a=p=0

20 + B =0
a(2,-1,0) +B(1,0,1) = (0, 0, 0) = -«=0f= a=g=0
p=0

luego los vectores son linealmente independientes.

(3) Elvectow = (8, -5,t) depende linealmente dey v, si existen y B € R, tal que

200+ p =8 Expresemos el sistema en forma
(8,-54) = a(2,-1,0) +p(1,0,1) = -o = -5 matricial, discutiendo vy
p=t resolviéndolo mediante Gauss.
2 1|8 . -
Triangulemos inferiormente.
-1 01-5| Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
0 1]t Sustituyamos la 2* fila por: 2 - [2°*f] + [1*f]

Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
-2 Sustituyamos la 3 fila por: [3%f)] - [2°f]]

8 | El sistema estd triangulado, los elementos de la diagonal principal son

oNnN oo N
L e = T = Y =
—

_2 | distintos de cero; la dltima ecuacion puede verificarse o no.

00lti2 * Sies trivial, es decir, si se verificaque 0 =t+2 = t=-2 =

el sistema es compatible determinado con solucion Unica, yoréxisten un valor pasa
y otro pargB; y el vectorw dependera linealmente dg v.
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* Si la dltima ecuacién es absurda, es decir,sr2, entonces no existen valores para
a ni paraP; y el vectorw no dependera linealmente ug v.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Estudiemos la posicion relativa de los tres planos, expresando el sistema formado por
las ecuaciones de dichos planos en forma matricial y lo discutiremos mediante el método
reductivo de Gauss.

1 1 1la-1 Triangulemos inferiormente.

2 1 al a Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - 2 - [1°f]

1 a 1] 1 Sustituyamos la 3" fila por:  [3*f)] - [1°f]

11 1 |a-1
0 -1 a-2|2-a

0a-1 0 |2-a ' L

El sistema esta triangulado, todos los elementos de la
11 1 a-1 diagonal principal son distintos de cero, salvo el as;
0 -1 a-2 2-a que puede ser o no cero. Veamos los diferentes casos

O 0 ( a_z)( a_l) -a 2+2a que se presentan.

Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] + (a-1) - [2*f]

*Siag,=0 = (a-2)(a-1)=0 = a=2 y a=1 =
** Si a=2, la Gltima ecuacion seria, 0=0, que es trivial y se elimina; nos queda un
sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas, es un sistema compatible indeterminado
uniparamétrico, o sea, los tres planos se cortan en una recta.
** Si a=1, la dltima ecuacién seria, 0=1, que es absurda y en consecuencia es un
sistema incompatible, no tiene solucién, o sea, los tres planos no tienen ninglin punto en coman.
*Siay,#0 = (a-2)(a-1»0 = a® y ad = laultima ecuacion no es trivial
ni absurda, el sistematendra tres ecuacionesy tres incognitas, sera compatible determinado, con
solucion Unica, luego los tres planos se cortan en un punto.

(2) Sustituyamos "a" por el valor -1, en el sistema triangulado anterior:

11 1 -2 Triangulemos superiormente.
0 -1 -3|3 Tomemos como pivote el elemento az;; = 6 # 0.
00 6|-3 Sustituyamos la 2 fila por: 2 - [2*f]] + [3°f]
Sustituyamos la 1? fila por: 6 - [1°f] - [3%f]
6 6 0(-9
0 -2 0| 3 Tomemos como pivote el elemento a,, = -2 # 0.
0 0 6/-3 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f]] + 3 - [2°f]
6 0 0]0 Es un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas, es un sistema
0 -2 0|3 compatible determinado. La solucién es, x=0, y=-3/2, z=-1/2.
0 0o 6l=3 El punto donde se cortan los tres planos es el (0, -3/2, -1/2).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 6 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funciéndefinida para %0 por la relacion

2
f(x) = 4x +X3X+4

(1) Halla sus asintotas.
(2) Determina sus extremos locales.
(3) Dibuja la grafica de ihdicando su posicion respecto de las asintotas.

EJERCICIO 2. (1) Dibuja la region limitada por la recta de ecuagid® y las gréficas de

las funciones ¥ g definidas en todo R por
f(x) =3x? y g(x) =1-x2
(2) Calcula el &rea de dicha region.

EJERCICIO 3. Resuelve la ecuacion
2x-1 3x x-2
2x+1 x 2x+1|=0
2x-1 3x 3x-2

EJERCICIO 4. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto A=(1,1,2) y es paralelo a
las rectas r y s dadas por:
X-2 _y _z+1 g Xy rz=2

-1 1 "lx +y +3z =1.

r:

Opcion B

EJERCICIO 1. (1) Describe el procedimiento de integracion por partes.
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(2) Calcula e
f[ Ln(x)] 2 dx.

1
(Nota: Ln(¥ es el logaritmo neperiano dg x

EJERCICIO 2. Dada una circunferencia de radior, se /
divide uno de sus diametros en dos partes que se tomgf

tener cada uno de estos didmetros para que sea maxi
el area de la regibn comprendida entre las
circunferencias interiores y la exterior (la regién rallada
en la figura)?

EJERCICIO 3. (1) Halla el punto C que es la proyeccidn ortogonal del punto B=(2,1,1) sobre
el plano I 2x+y-2z=-6.

(2) Halla un punto A que esté sobre el eje OX y tal que el area del triangulo ABC valga 6.
¢,Cuantas soluciones existen?

EJERCICIO 4. Escribe, cuando sea posible, sistemas de ecuaciones que respondan a las
caracteristicas siguientes:

(1) Un sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas que tenga infinitas soluciones.

(2) Un sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas que sea compatible y determinado.

(3) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que no tenga ninguna solucion.

(4) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que tenga solucion Unica.

Razona, en cada caso, tu respuesta.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) - Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfaceimué( x) =+

X = Xg
Comprobemos si existen; en principio hay que buscarlas entre los valores que anulen al
denominador que en nuestro caso es el 0, y que no pertenece al dominio. Veamoslo.
. L 4x%2+3x+4 4 . .
lim f(x) =lm ————— —~ =_ =4« = x =0 Asintota Vertical
x-0 x -0 X 0

- Asintotas horizontales.
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Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacediquet (x)=y, € %

Comprobemos si existe. o
lim f(x) - lim 2X_*8x+4 —[3
X o0 X o0 X

la indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de

L"Hobpital, consistente en derivar numerador y denominador independientemente el uno

del otro. No existe Asintota Horizontal, pero se ha dado la condicibn necesaria de

existencia de asintota oblicua, que b® f (Xx) = £

. . X = +o0
- Asintotas oblicuas.

Calculemos, si existe, la asintota oblicua yx=tm.
4x2+3x +4

_lim 8x +3 _

X - o0

)

2
m=tim (X _jim X _jim AXZ+3x+4
X = oo X X - o X X = oo X2
2 @ 2
n =lim (f(x) -mx) =lim (4xz+3X+474X) iim Ax7e3x+4-4x2 g
X = oo X = oo X X = oo X

hay una asintota oblicua =y4x+ 3.

(2) Los extremos locales de la funcion racidgghay que buscarlos entre los valores que

anulen a la primera derivada.
_ (Bx+3)x -(4x%+3x +4) 4x2 - 4

P - X 2 B X 2 -
ax2 -4 _ . 2 4. L -x=1
4 -0 ax2-4-0 =% "1

sustituyamos estos valores en la segunda derivada para distinguir si son maximos o minimos
locales; segln la hagan mayor o menor que cero seran minimos 0 Maximos.
(1) =2>0 minimo

8x- x?-(4x%-4)2x _8x :)/ (1) 14

X 4 NG (K1) :(’E;4<O maximo

-1
Obtengamos las ordenadas de estos extremos locales
4+3+4

~ (1) = T 11

4-3+4 _

o (x) =

f()():4x2+3x+4 .
X v f(-1) =— -5

Las coordenadas del maximo relativo son (-1, -5) y las del minimo relativo (1, 11).

(3) Antes de dibujar la grafica veamos la posicién de las asintotas respecto a ella.
-- Posicion respecto de la asintota vertica,x
4x*+3x +4 _ +4

lim f(x) =lim — =+
x-0" x-0" X +0
x>0
2
im f(x) =lim X~ *3x+4 4 _

x -0 x~0 X -0

x<0

es decir, la funcion f(X)ende a +« cuando x 0", ya « cuando x -O.
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- Posicion respecto de la asintota horizontat, 4x+ 3.
* Para valores de muy pequefos, por ej.:
x=-100 © 100 - 4000?1;00 P } f (-100) <
- T Voo (-100) - -400+3 - -397 [ Y7 Y asiora
es decir, la gréafica de la funcién queda por debajo de la asintota cuarde-
* Para valores de muy grandes, por €j.:
o100 = f (100) :7“0"001;300 4 - 4037 04 f (100 >
- Yocnom (100) =400 +3 - 403 | y
es decir, la gréafica de la funcién queda por encima de la asintota cuande-
-- Puntos de corte de la grafica de la funcién con la asintota oblicudx 3.
Se resuelve el sistema formado por la funcién y la ecuacion de la asintota:

y=ax-3 4x2+3x +4
y:4x2+3x+4 = 4x+3:X+7XX+ = 4x2+3X =4x2+3x+4 = 0=4

X

asintota

ecuacion absurda, luego no hay puntos de corte con

la asintota horizontal. \/
ME-N

-- La gréfica aproximada de la funcidn, teniendo
en cuenta todos los resultados obtenidos
anteriormente, es la situada al lado. -1

S
S
do
S
v
/ -
/ 5
/
/
.
/
/

Saxgo---

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Lafuncion y=3 es una recta paralela al eje de abscisas.
Para dibujar la gréafica diéx) = 3%, que es una parabola, calcularemos los puntos de corte con
los ejes de abscisas y de ordenadas, asi como el vértice V.
* Punto de corte con el eje de ordenadas: Ox = f(0)=4 = A(0, 0).
* Puntos de corte con el eje de abscisas=0y = x0 = A(0, 0).
* Coordenadas del vértice V:

f(x)
X =-b/2a =0/6=0 =f (0)=0 = V(0, 0). \ 3 /
* Otro punto orientativo podria ser:
x=1 = f(1)=3 = B(1,3). 5

-- Representemos la funcion g&l - X.
* Punto de corte con el eje de ordenadas:
x=0 = g(0)=1 = C(0,1).
* Puntos de corte con el eje de abscisas: /1 ‘ ' 1\
9(x)

y=0 = x=1; x=-1 = D(1, 0); E(-1, 0).
* Coordenadas del vértice V’:
X =-b/2a =0/(-2)=0 =g(0)=1 =V'(0,1)
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La regidn limitada por las tres gréficas
anteriores es la situada al lado

(2) Calculemos los puntos de corte de
las funciones f(xX)y g(x)
y =3x2
y=1-x?
4x2 =1 = X =%

- 3x2=1-x2 =

1

2
Calculemos los puntos de corte de las
funciones f(x)e y=3
y ‘3X2}=> 3x2-=3 - x-#l
y =3
Teniendo en cuenta que las funciones son simétricas respecto del eje de ordenadas, basta
calcular la mitad del ére? de la region limitada por las tres curvas, es decir:

1 _
5 - [X 3]_1 =
2

g (x)

1 2 1 1 3
i X
Area - £3dx —{(1 -x2) dx —[szdx :[SX]O— X -

0

2
-3 -0) -|[1-02F o -1-@e)-3-2+1 4,15
2 s 2 24 ~ '8 3

El area pedida es el doble de la anterior, 0 sésg

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Resolvamos la siguiente ecuacion.

2x-1 3x  X-2 Hagamos uso de las propiedades de los determinantes.
2x+1  x  2x+1|=0 Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] - [1°f]
2%x-1 3x 3x-2 Sustituyamos la 3° fila por: [3%f.] - [1%f]

2x-1 3% x=2 Desatrollemos el determinante por los adjuntos de la ultima

2 -2X Xx+3|=0 fila.

0 0 2x
2x-1 3x
2X - 2 _ox =0 = 2X( _4X2+2X —6X) =0 = 2x( _4X2 _4X) -0 -

0 r aiz doble
-1

, -8x%2=0 = X

_ 2 - -
8x“(x+1) =0 CX+1-0 - x

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para determinar la ecuacién del plano, necesitamos un punto, el A =(1,1,2), y dos
vectores de direccién, uno serd el de la recta -1, 1, 2), y el otro el de la recta
s, que al venir su ecuacion expresada como interseccion de dos planos, su vector de direccion
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lo obtendremos mediante el producto vectorial de los vectores normales a cada uno de los

planos que definen a s. 11 )1 > 1
V,=mxm,=(2, -1,1)x( -1,1,3) -( 13) ‘1 30 ‘1 i U (-4, -7,1)
la ecuacion del plano, en forma paramétrica sera;
X=1-A-4p
y=1+x-7u
Z=2+2N+H

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Describamos el método de la integracion por partes.
La férmula de la derivada de un producto de dos funcionesy u(x)es:
Dlu(x)- v(x)]| = v(x) - u (x) + u(x) -V (x)
expresemos la formula anterior en notacion diferencial.
du(x)- v(x)]= v(x) - du(x) + u(x) - dv(x)

despejemos el Ultimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x) - du(x)

integremos los dos miembros de la igualdad

fu(x)- dv(x) = fd [u(x)- v(x)] - [v(x)- du(x)
teniendo en cuenta que la integral de la diferencial de una funcién es la propia funcién, nos
quedara: Jue) - dv(x) = u(x) - v(x) - [v(x)- du(x)

gue mas abreviadamente podemos expresar asi:
fu- dv = u- v —fv-du

(2) Calculemos la integral siggiente por el método de integracion por partes.

[TLn(x)] ? dx = [1]
u-=Ln(x) ; du:édx1
dv = Ln(x) dx ; v:an(x) dx:an(x)—fdx:an(x)—x
esta Ultima integral se ha hecho a su vez por partes, es decir,
u=Ln(x) ; du:%dx
dv = dx : v :fdx = X

continuando en [1], tendremé)s: o

- [tn(x)- ( xtn(x) -x)] - [(xLn(x) - %) L oax -
1 1 X
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e e

x[Ln(x)] 2 -xLn(x)| - [Ln(x) dx + edx:
[ ] [ [

~lelLn(e)] 2 - eLn(e)]-[( Ln@) 2-Ln(D] -[xLn(x) ~x] +[x] -
1 1

=e-e-0-[eLn(e) -e-(Ln(1) -1)] +(e-1)=-[e-e-(-1)] +(e-1)=e-2

SOLUCION EJERCICIO 2.- i
El diametro de la circunferencia es 2r, el de una de ///{//////

los radios de estas dos circunferencias s&nanx, respectivamentq.—
Construyamos la funcién area rayada.

AX)=m? - -n(r-X)? = AX=a?-né-ar’-né+2mx =

A(X) = -2 + 2arx, funcién cuyo dominio es: Dom f(x) = ]0, 1.
Calculemos el valor deque hace maxima esta area.

AX)=-4nx+2mr = -Adx+2mwr=0 = 2x+r=0 = X=1/2

Estudiemos la monotonia d€x), que es una funcién continua y derivable en su dominio,

probando con valores intermedios de los intervalos 10, r/2[ y ]r/2, r[ en la primera derivada:
A(r/d) =-4nrld) + 2w =mr >0 = A (X)>0 = A(x) es creciente en ]0, r/2]
A’(3r/d) = -4#3r/4) + 2 =ir <0 = A'(X)<0 = A(X) es decreciente en Jr/2, I

luego hay un maximo relativo ens x/2, que es a su vez absoluto.

El didmetro de una de las circunferencias tangentes interiores es:2(r2X) = r

y el de la otra circunferencia: 2r -22r - 2(r/2) =2r-r=r

B

SOLUCION EJERCICIO 3.- |

(1) Expresemos la ecuacion del plano en forma p
paramétrica. Se trata de resolver una ecuacion con trgs C'/\
incégnitas, sera pues un sistema compatible indetermingdo Y
biparamétrico, por tanto, basta despejar una incognita, por

ejemplo, la yen funcién de las demasy x, que pasan a ser parametros:

X =X
IT:2x+y-2z=-6 = y=-6 - 2x+ 2z = n—{y—62)\+2u
Z =y
Los vectores de direccion del planpdon: o =(1, -2,0) ; v =00,2,1)

Teniendo en cuenta que el punto C es un punto genérico del plano, que tiene de
coordenadas( », -6-2x-+2y, W), el vector que determinan los puntos By C es
BC=(x -6-2x+2u, 1) -(2,1,1) =(Ar-2, -7-2x+2u, W -1)
vector que es perpendiculatiay Vv, luego el producto escalar con cada uno de ellos es cero.
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BCLu = BC - 0=0 = (A-2, -7-2a+2u,p-1)-(1, -2,0) =0
BCLV = BC-v=0 = (A-2, -7-2x+2u, 4 -1)-(0, 2, 1) =0
A-2+14 +40-4u =0 . S5A -4p = -12
-14 - 47N +4p+pu-1=0 -4) +5u = 15
Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por Gauss.
5 -4]-12 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; =5 # 0.
-4 5115 Sustituyamos la 2°* fila por: 5 - [2*f] + 4 - [1°f]
> 412 Simplifi Ta 2* fila por 9
111 1 mos la 1a T .
0 9l 27 .p quemo | po
Triangulemos superiormente.
5 -4[-12 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 1 3 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] + 4 - [2°f]
500 El sistema esta triangulado.
013 Lasolucibnes: A=0 ; p=3.

Las coordenadas del punto C safmy, -6-2x+2u, g) = (0, 0, 3)

(2) Si el punto A esta sobre el eje OX tendra de coordenadas genéricas (a, 0, 0).
Calculemos las coordenadas de los vectdas y BC

BA=(a, 0,00 -(2,1,1) =(a-2, -1, -1)
BC=(0,0,3) -(2,1,1) =(-2, -1,2)

El area del triangulo ABC, que es 6, se obtendra del modo siguiente:
-1 -1 a-2 -1 a-2 -1

-1 2 ‘ 2 2 ‘ 2 -1

Area :%\BTA\XBC\ = ;\/( —3) 2+ ( -2a+6) 2+( —a)Z:%‘/9+4a2+36—24a+a2:
- % J/5a?-24a+45

igualando a 6 esta Ultima expresion del area, tendremos
2
% 5a2-24a+45-=6 — (%,/5a2—24a+45) =62 = %(5 a?-24a+45) - 36

BAX Bt-(

]—(3, -2a+6, -a)

2_ _ - 2_ _00-0 — A- 241\/242+4-5-99 _» -2° 65568
5a“c-24a+45=144 5a<-24a-99=0 a= 10 = . 7" 45568

hay por tanto dos puntos el, A (-2°65568, 0, 0) y el A= (7°45568, 0, 0).

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas que tenga infinitas soluciones puede
ser, por ejemplo:

X +2y =3 Para que un sistema tenga infinitas soluciones delsmpatible e
2x +4y =6 indeterminado, en este caso, al ser un sistema de tres ecuaciones y dos
3x +6y =9

incégnitas una de éstas debe actuar como parametro, por lo que
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al utilizar el método reductivo de Gauss, sélo quedaria una ecuacion con una incégnita
principal, es decir, las otras dos ecuaciones deben ser triviales, o lo que es lo mismo,
proporcionales a aquella.

(2) No puede existir ningun sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas que sea
compatible y determinado, porque para que lo sea, el nimero de ecuaciones y el de incégnitas
una vez usado el método reductivo de Gauss deben coincidir, en este caso jamas puesto que las
incAgnitas seguiran siendo tres y las ecuaciones nunca podran ser tres sino como maximo dos.

(3) Un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas que no tenga ninguna solucion, debe
tratarse de un sistema incompatible, es decir, al usar el método reductivo de Gauss ha de salir
una ecuacién absurda, lo que implica que al menos los coeficientes de una de las ecuaciones
tienen que ser proporcionales a los de otra y no deben serlo los términos independientes.
Ejemplo:

X+ 5y +72 -4 15 7]|a 15 7|4
3y +4z =7 - 03 4|7 - 03 4|7
6y +8z =1 06 8|1 00 013

(4) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que tenga solucion Unica, tiene que
ser un sistema que al utilizar el método reductivo de Gauss, una vez triangulado el sistema,
todos los elementos de la diagonal principal sean distintos de cero, por ejemplo:

X +5y +7z =4
3y +4z =7
9z =1
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 7 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Determina el valor de la constante k sabiendo que la curva de ecuacién
y - x3+kx?+1
x2+1
posee una asintota que pasa por el punto (1,3).

EJERCICIO 2. (1) Dibuja la region limitada por las curvas de ecuaciones
y2=x e y =|x-2].
(2) Calcula el &rea de dicha region.

EJERCICIO 3. Una fabrica de electrodomésticos tiene una produccion semanal fija de 42
unidades. La fabrica abastece a tres establecimientos - digamos A, B y C - que demandan toda
su produccién. En una determinada semana el establecimiento A solicité tantas unidades como
By C juntos y, por otro lado, B solicité un 20% mas que la suma de la mitad de lo que pidi6

A mas la tercera parte de lo que pidi6 C. ¢ Cuantas unidades solicité cada establecimiento dicha
semana?

EJERCICIO 4. (1) Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P=(2,0,1) yala

recta r de ecuaciones X-1 y+3 z-2
2 1 3
(2) Calcula el angulo que forman el plano calculado en el apartado anterior y la recta s de
ecuaciones X y-2 z+1
3 2
Opcion B

EJERCICIO 1. Dado un tridngulo isGsceles de base 8 cm. y altura 5 cm., calcula las
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dimensiones del rectdngulo de area maxima que puede
inscribirse dentro de dicho triangulo como se indica en la
figura.

g N

EJERCICIO 2. (1) Define el concepto de derivada de una funcién en un punto.
(2) Estudia la derivabilidad de la funcion IR - R definida por f(x¥ |x\€
(3) Siendo fla funcién dada en el apartado anterior, calcula

1

f dx.
{(x)x

EJERCICIO 3. Del sistema de ecuaciones
a X +a,y = 0,

a, X + a,y =0,
se conocen todas sus soluciones, quexsbn y=2A con variando en los nimeros reales.

También se sabe que
a,; ap 21 (1
a, a, 1) (2}

a; x +apy =1,
a,y X +a,y =2

Resuelve el sistema

EJERCICIO 4. Calcula, de manera razonada, un plano que sea paralelo al plano de ecuacion
Xx+y+z=1 ydetermine con los ejes coordenados un triangulo cuya ares8s&a

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Determinemos las asintotas de la curva cuya ecuacion nos dan.

Al ser una funcién racional las asintotas verticales hay que buscarlas entre los valores que
anulen al denominador: ?% 1 =0 = no hay ningln valor que anule, luego no hay
asintotas verticales.

Habra asintota horizontal dim f (x) =b, siendo b €R. Comprobémoslo.

X koo
3 2
. . X2 +kxc+1
im f(x)=Im —— — =«
X oo X = oo X2+1

luego tampoco hay asintotarfrantal, sélo puede haber asintota oblicua. Calculémosla.
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3 2
m=lim O _fm XKL
x-o X x-o  (XZ+1) X  x-w X

n =1lim (f(x) -mx)=Ilim

X = oo X = o

x3+kx?+1 o X3 +kx?+1-x3-x
= =~ -x|=Im
x2+1

. kx 2+1 -x
=lim ——— = =k
X = Xx2+1
la asintota oblicuay = nx + n, es: y=x+k; como ademas el ejercicio nos dice que pasa por
el punto (1, 3), sustituyamos estas coordenadas en dicha ecuacion:

3=1+k = k=2 = y=x+2

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Dibujemos la funcién y*=x, o lo que es lo mismoy = /X, quees,
una rama de parabola cuyo eje es el eje de abscisas. Basta con una pequ
de valores para dibujar aproximadamente dicha curva.
Para dibujar la curvaey =|x -2|, desdoblaremos esta funcién valor4
absoluto de la siguiente forma
_ _1-(x-2) si x -2<0 -X +2 si x <2
yX‘2|{x—2 si x -2:0 {x—z Si X 22
gue es una funcién lineal a
trozos, y para dibujarla _x |y x|
\ necesitamos so6lo dos
) N ‘ puntos de cada uno de

1
,,,,, /// los trozos. slo 42
// | La regién limitada por

s ; ambas graficas es la
situada al lado.

-

(2) Para obtener el area de la region anterior, calculemos previamente los puntos de corte
de cada uno de los trozos lineales con la funcféna xy

%= v - 2
y :X - (—X+2)2:X - X2—5X+4:0 - X = 5+ 25 16 _ 4
y = -X+2 2 — .1
Q- v - 2

y :X N (X—2)2:X - X2—5X+4:0 - X = 5i 25 16 _ 4
y =X-2 2 v 1

El area de la regién vendra dada por las siguientes integrales
4

4
) 4 2 4 la 2 2
Area :fﬁdx —f(—x+2) dx —f(x—Z) dx = ‘X:l] - —X?+2x - %Zx} =
1 1 2
2

_(%_E) _(_2+4-(-%+2)) NE —8—(12 o —

3 6
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

Llamemosx a las unidades que solicité el establecimientyg &Jas del B y a las que
pidio el establecimiento C. Estableceremos el siguiente sistema de ecuaciones:

xry:z=42 X+y+2 =42
X=yrz = X-y-z-=0 =
y=(i+iz) +£(1+iz) 600y = 300x +200z +60x +40z
2 3 100\ 2 3
X+ y+ z=42 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo
X- y-2z=0 . . . ’
~9x +15y 62 = 0 mediante el procedimiento reductivo de Gauss.
1 1 142 Triangulemos inferiormente.
1 -1 -1]0 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por:  [2°f] - [1°f]
9 15 6|0 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] + 9 - [1°f]
1 1 1|42 .
Tomemos como pivote el elemento ay, = -2 # 0.
0 -2 -2|-42|  Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] + 12 - [2*f]
0 24 3378
L1 ! 42 Simplifi la 2* fil. 2
implifiquemos la 2° fila por -2.
0 -2 -2|-42 Simplifiquemos la 3* fila por -21.
0 0 -21/-126
1 1 1142 Triangulemos superiormente.
01 1l21 Tomemos como pivote el elemento az; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por:  [2°f] - [3°f]
00 1|6 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*£] - [3%f]
11 0|36
Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
010115 Sustituyamos la 1°* fila por:  [1°f] - [2°f]
00 1|6
1 00|21 El sistema esta diagonalizado, es un sistema compatible determinado.
01 0|15 Las unidades que cada establecimiento pidié fueron:
00 1|6 x=21 ; y=15 ; z=6.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Del plano que nos piden conocemos un punto, el P =(2, 0, 1), y que contiene a la
recta ¢ luego conocemos otro punto, el A =(1, -3, 2), y un vector de direccion del plano
que coincidira con el de la recta, =(2, 1, 3). Necesitamos otro vector de direccién
del plano que puede ser el vector que determinan los puntos Ay P:

AP=-(2,0,1) -(, -3,2) =(,3, -1
luego la ecuacion del plano es X=1+2A+ |
y =-3 + A+ 3
z=2
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(2) Para obtener el angulo que forman el plano anterior y la rextkglemos primero
el vector normal al plano mediante el producto vectorial de sus dos vectores de direccion:
1 3 2 3|21
, =(-10, 5, 5)
3 -1 1 -1 13

Como el vector de direccion de larecess v =(3,2, -1), tendremos:
sen(s”m) =cos( V,"n ) |82 (1055

‘\/32 +22+(-1) 2 /( -10) 2+52+52

5

no=(2, 1, 3)x(L, 3, 1 _(

| 25 | 5
‘m,/—wo‘ 22T
. =33°03" 4283~

(s"m) =arc sen

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Sila base del rectangulo®s y la altura y, se verificara:

5_ 4 _ _20-5X y-5- 5y A

v a-x 5 4 e —— k
Construyamos la funcién area del rectangulo:
Area =2x-y =2x (5 f;x) - A(x) =10x - gxz, siendo Dom A(x) =0, 4]
Calculemos el valor o valores que hacen maxima esta funcion.
A" (x) =10 - 5x = 10-5x=0 = x=2

Estudiemos la monotonia @€x), que es una funcidén continua y derivable en su dominio,

probando con valores intermedios de los intervalos 10, 2[ y ]2, 4] en la primera derivada:
A(1)=10-5=5>0 = A(X)>0 = A(X) es creciente en ]0, 2|
A(3)=10-15=-5<0 = A X)<0 = A(x)esdecreciente en ]2, 4]

luego hay un maximo relativo ens 2, que es a su vez absoluto.
Las dimensiones del rectangulo de area maxima son: 10

base = 2x¢ 4; altura=y =5-=-x=5-—" =
4 4

Nl o

SOLUCION EJERCICIO 2.--
(1) La funcion f(x)es derivable en un puntgde su dominio si el
() - 1(x)
im — —
X =Xg X -X
existe y es finito. A dicho limite se le llama derivadd(geen el punto, v se le representa,
entre otras, con la notacion f j)x

(2) Expresemos, en primer lugar, la funcién éodno una funcién a trozos.

- X i 0
f _ x _l-xe sl x <
(x) = Ix]e {xex si x =0
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Estudiemos la continuidad de la funcion. Para que una funcién sea continua en un punto,
los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto deben coincidir; y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del mismo.

- La funciénf(x), para valores dex<0, es continua por ser el producto de una funcion
polinémica, x, y de la exponencial elemental, @ue son continuas en todo R.

- La funcion f(x) para valores de>g, es continua por la misma razén anterior

- Donde hay que hacer un estudio detenido es en el punto 0, porque hay un cambio en el
comportamiento de la funcidén. Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho
punto, para ver si existen y coinciden.

lim f(x)=Ilm (-xe*) =0 ; lim f(x)=Ilm (xe*)=0
x-0" x-0" x-0" xAg’
f(0) =0

Como los limites laterales y el valor de la funcién coinciden, la funcién sera continua en
x=0. En resumen, la funcion es continua en todo R.

Analicemos ahora la derivabilidad.

- La funcionf(x), para valores dex<0, es derivable por ser el producto de la funcion
polinémica, x, y de la exponencial},eque son derivables en todo R.

- La funcion f(x) para valores de>®, es derivable por la misma raz6n anterior

- Donde hay que hacer un estudio detenido es en el punto 0. Para que laffaaaion
derivable en el punto 0, necesariamente debe ser conting@genque lo es, y ademas las
derivadas laterales deben coincidir.

Obtengamos una primera aproximacion de la funcién derivada, para todos aquellos valores
dex donde ya sabemos que es derivable, es decir eRt@taepto en el punto 0 que es donde
gueremos averiguarlo:

-xe”* si x <0 . -eX -xeX si x <0
f(X)_{xex si x >0 o (X)_{ex+xex si x >0 [
calculemos las derivadas laterales en el punto O:
f(0°) =lm f (x) =lim (-e*X-xe*) =-1-0-=-1

x -0 x -0
x<0

f7(0" =lim f (x) =lim (eX+xe*) =1+0=1
x-0" x - 0"

x>0

como las derivadas laterales no coinciden, la funcién no es derivable en 0, luego la funcién
derivada coincide con la que aparece en [1].

1 1
3) f(x) dx = [ xe* dx
f f
calculemos la integral por el método de integracién por partes
u=Xx ; du =dx
dv —eXdx v:fdv:fe"dx:e"

1 1 1 1
fxexdx:[xex]—fexdx:e—[ex] —e-(e-1) =1
0 o % 0
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

Sustituyamos las solucionesixe Y|, en el sistema
a; X +a,y=0 R a A +a,2x=0 a;, +2a,=0 (1]
a,x +a,y =0 ay A +a,,2x=0 a, +2a, =0

hemos obtenido dos ecuaciones con cuatro incognitas, pero como también sabemos que

a a -
11 12 2 ) 1 R 2a,, +a, =1 2]
a, A, 1 2 2a, +tay, =2
obtenemos otras dos nuevas ecuaciones que con las de [1] formamos un sistema:
a,, +2a =0 . . &
1 12 Expresemos el sistema en forma matricial,

+ = . . . .
ay * 285 =0 intercambiando previamente las ecuaciones 2* y 3%

N
QD
+
o))

11 12 Resolveremos por el método reductivo de Gauss.
2a, +a, =2
1 2 0 010
21 0 01l1 Triangulemos inferiormente.
00 1 21lo To@emos corn(l pivote el el:imento ai] =1=#0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - 2 - [1°f]
0 0 2 112
1 2 0 0|0
0 3 001 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
0O 0 1 210 Sustituyamos la 4° fila por: [4f] - 2 - [3%f]
0O 0 2 1|2
1 2 0 0lo Triangulemos superiormente. ~
Tomemos como pivote el elemento a,, = -3 # 0.
0 -3 0 0|1 sSustituyamosla 3 filapor: 3 -[3*f] + 2 - [4'f]
0O 0 1 2 |0]| Tomemoscomo pivote el elemento a,, =-3 # 0.
00 0 3|2 Sustituyamos la 1* fila por: 3 - [1°f] + 2 - [2*f]
3 0 0 0|2 El sistema esta diagonalizado. La solucion es:
0 -3 0 0]1 ay=2/3 5 a,=-1/3 ; ay=4/3 ; ay=-2/3
00 3 014 Resolvarn.os finalmente el siste@a siguiente después de sustituir
los coeficientes por los valores recién hallados.
0 0 0 -3|2
a, x +a.,y-1 2 X - 1 y=1 Expresemos el sistema en
allX +a12 2}:> 2 3 4§(X772y _g} forma matricial, vy
21 2Y - 3 X - 3 y=2 y - resolvamos por Gauss.

2 -1|3 Triangulemos inferiormente.
4 206 Tomemos como pivote el elemento a;; =2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - 2 - [1°f]

sola ecuaciéon con dos incégnitas, es por tanto, un sistema compatible

( 2 1 ‘3) La Ultima ecuacion es trivial, se elimina, nos queda un sistema de una
indeterminado uniparamétrico, la incégnita secund&fa la pasamos al

0 0|0
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( 2 | 3+y ) segundo miembro como parametro.
La solucién es:
_3 1
<33y - Ak
y=H

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Un plano paralelo ak+y+z=1 serade laform+y+z+ D =0, es decir, un plano
con un vector normal, (1, 1, 1), igual (o proporcional) al primero.
Para calcular el punto en que este plano corta al eje OX, resolvemos el sistema formado
por la ecuacion del plano y la ecuacion del eje OX
x+y+z+D=0 }
y=0p= X
z=0
El punto de corte con el eje OY, sera
x+y+z+D=0 }
x=0p= y=-D = B(0, -D, 0)

--D -  C(-D 0,0)

z=0
El punto de corte con el eje OZ, sera
XxX+y+z+D=0
x=0p=> y=-D = A(0,0, -D)
y =0
Calculemos los siguientes vectores
AB=(0, -D, 0) - (0,0, -D) =(0, -D, D)
AC=(-D, 0,0) -(0,0, -D) =(-D, 0, D)
obtengamos el producto vectorial de ambos vectores
-D D 0 D 0 -D
0 D -D D' |-D O
ya que el &rea del triangulo ABC es
Area - % |ABx AC| = %‘/(—DZ)2+(—D2)2 +(-D?)? - % 3D* - ‘/_f D?

ABxAt-(

] :(7D2, *DZ, 7D2)

igualando a18,/3,  tendremos:
@Dzzls\/? = D? - 36 = D=416

luego hay dos posibles planos, uno seria
X+y+z+6=0
y el otro
X+y+z-6=0.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 8 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funcion:fR - R definida por f(xF (x-2) €.

(1) Determina los intervalos en los que la funciéresfcreciente.

(2) Dibuja la region limitada por la grafica deef eje de abscisas y las rectas de ecuaciones
x=1 y * 3.

(3) Halla el &rea de la regidn descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. Una cierta funcion p se define como el cociente de dos funciones
derivables f y g, es decir, p(x) = () En un punto a de su dominio la funcign

g(x)

tiene un minimo relativo y sabemos qfie(a) =6 y g (a) =2. ¢Puedes obtener
el valor de p(a)? Razona tu respuesta

EJERCICIO 3. Sabiendo que la matriz A verifica la relacion

PR

resuelve el sistema ( X J ( 1 ]
A = .
y 4

EJERCICIO 4. Considera el tetraedro formado por el origen de coordenadas y los tres puntos
en los que el plano I2x+ 3y+ 6z- 6 = 0 corta a los ejes coordenados.

(1) Describe un procedimiento para hallar el volumen del tetraedro y calcula efectivamente su
valor.

(2) Calcula razonadamente las coordenadas del punto simétrico al origen de coordenadas
respecto del plano.IT
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Opcién B

EJERCICIO 1. Una locomotora sale de una estacion y viaja durante una hora a lo largo de
una trayectoria rectilinea. La velocidad de la locomotora al catiwdas viene dada, en km./h,
por la formula
v(t) =400t 3 - 1200t 2 + 800t (0<t <1).
(1) Calcula el espacio total que recorre la locomotora.
(2) Determina la velocidad maxima que alcanza la locomotora y el instante en el que lo hace.

EJERCICIO 2. Considera la funcidn valor absoluto; es decir, la fun€ioR - R dada por
f(x) = |x|.

(1) Estudia la derivabilidad de f

(2) Dibuja la grafica d.f

2
(3) Halla f|x| dx.
-2

EJERCICIO 3. Considera los puntos P=(1,1,1) y Q=(-1,-1,2).

(1) Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos que se encuentran a igual distancia
del punto P que del punto Q.

(2) Hallala ecuacidn del plano que corta perpendicularmente y en su punto medio al segmento
que une los puntos P y Q.

EJERCICIO 4. Sea A la matriz

4 2
A=l 2 -1 1
4 4

(1) Comprueba que se verifica >-2A+I1=0, siendo | la matriz identidad de orden 3.
(2) Usando la igualdad anterior, calcula razonadamentey AA*.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Para determinar los intervalos en los que la funcién es creciente, hallemos la funcién
primera derivada, sabiendo que se trata de una funcion continua en todo R
f[X)=(x2) ¢ = f'X)=€+x2)&=€+x-28 = f'X)=x-¢€
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calculemos los valores que hacen cero a la derivada primera
xe-&€=0 = (x-1)€&=0 = x=1
con este valor construimos los dos posibles intervalos de monotenfg,\({1,~), probemos
ahora un valor intermedio de cada uno de estos intervalos en la primera derivada y segln sea
ésta mayor o menor que cero, la funcion en el intervalo correspondiente serd creciente o
decreciente:
f(0)=0-8&-
f'2=2-8-

€=-1<0 = Decreciente en el intervalo(-1)

€=e¢>0 = Creciente enelintervalo (J), «
(2) Para poder dibujar la gréafica, calculemos lo siguiente

- Punto de corte con el eje de ordenadas.

i:gx‘z)ex}: y-(0-2e=-=2 = A=(0, -2)

- Punto de corte con el eje de abscisas
Yol } S 0-(x2e* - x-2 - B-(20
- Segun el apartado (1), en el punto de abscisa 1, al pasar la funcién de decreciente a creciente,
existe un minimo
x=1 = {1)=(1-2)é=-e = M=(1, -e)
- Calculemos, si existe, asintota horizontal para-x
im (x-2)e*=lim (-x-2)e*=lm X2_-°%_jmpm L__1

o0
=— =lm — =-
(o)

X = —eo X = o X = e’ x-o €%
luego hay una asintota horizonta},= 0, cuando
X = -0,
La grafica aproximada de la funciffr) y de la
region limitada por dicha funcidn, el eje de abscisas
ylasrectas x 1 y x=3, es la situada al lado.

(3) El &rea de la regién subrayada es:

2 3
f(x—Z)eX f(x—Z)eX
1 2

Calculemos antes la integral siguiente:

f(x—Z)ede:fxede—f2exdx:fxexdx—2exz 2]

la Ultima integral la haremos por el método de integracién por partes
u=x ; du = dx
dv=eXdx ; v :fdv :fexdx —eX

continuando en [2]

- xeX —fexdx -2e*¥=-xeX-eX-2e* = xe*-3eX
teniendo en cuenta este resultado, continuamos en [1]

Area = +

1]

+

[xe XfSeX]Z [xe x73ex]3 -|2e2-3e?-(e-3e) |+|3e2-3e3-(2e2-3e?) |-
1 2

|2e-é| + €8] = & - 2e + &= 28 - 2e.
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si la funcién p(xes el cociente de dos funciones derivablesyf{Xx) entonces:
_fx) - . P () a(x) -f(x)- g (%)

SISy P [g(x)] 2 .
luegop(x) es derivable excepto para los valores que anulen al denominador, es decir, para los
gue hagan cero a la funcién g(x)

Como f(x) y g(x) son derivables seran continuas, ya que la derivabilidad implica la
continuidad, por lo que(x) también es continua salvo para los valores que anulen al
denominador g(x)

Como en el punto "a" de su dominio, pfxgsenta un minimo, eso significa que:

p (a) existe,yque p (a)=0.

Teniendo en cuenta [1], y que(&) =6, g "(a) = 2

ey f () g(a) -f(a) g (a) _69(a) -2f(a) _
a) = - 0=—2"2 = 77 - 3¢g(a)=f(a
P [o(a)] 2 [o(a)] 2 A
_f(a - _39(a) _
P "5 SRENTEY
SOLUCION EJERCICIO 3.- 1o N/
Despejemos A de la expresionA + 2( 0 1] —( 11 J =

SRR RHE

sustituyamos este valor de A en el sistema

A X 1 1 2 X 1 X+2y =1
y) (4 1 -1{y) 4 X-y =4
expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por Gauss.
1 211 Triangulemos infetiormente.
1 -114 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por:  [2°*f] - [1°f]
121 Simplifiquemos la 2° fila por 3.
0 -3|3
1 211 Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.
0 111/ Sustituyamos la 1* fila por: [1°] + 2 - [2°f]
103 El sistema es compatible determinado, la solucién es
0 -1|1 X=3 oy = -1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Sean A, By C cada uno de los puntos de corte del dlana los ejes OX. OY y OZ,
respectivamente.

El volumen del tetraedro OABCD, coincide con la sexta parte del producto mixto de los
vectores OA OB y OC
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El punto A se obtiene resolviendo el sistema formado por la ecuacién del plano y la del eje
OX.
2x +3y +6z -6 =0
y—O}ﬁ 2x-6=0 - x=3 = A=(3,0,0)
z=0
El punto B sera:
2x +3y +62 -6 =0
X—O}: 3y-6=0 = y=2
z=0
El punto C se obtiene de forma similar:
2x +3y +6z -6 =0
x=0p-= 6z-6=0 - z=1 = C=(0,0,1)
y =0
Construyamos y calculemos las coordenadas de los veohe©B y OC
OA=(3,0,0) -(0,0,0) =(3,0,0)
OB=(0,2,0) -(0,0,0) =(0,2,0)
oc=(0,0,1) -(0,0,0) =(0,0,1)

I

B - (0, 2,0)

El volumen es: 300
Volumen =| £. |0 2 0 =\%-6\=1
001
(2) Llamemos O’al simétrico de O respecto del plano o
Elijamos un punto H genérico del plano, que satisfaga lo { :

El vector OH es perpendicular a los dos vectores
G y v de direccion del plano, y adema@H: HO
Para calcular los vectores de direccion del plano,
expresemos la ecuacion del mismo#3By+ 6z- 6 = 0, en forma paramétrica; bastara resolver
el sistema de 1 ecuacién con 3 incAgnitas, expresémoslo en forma matricial
(2 3 6] 6) Al resolverlo por Gauss, observamos que estd ya triangulado,
es un sistema compatible indeterminado biparamétrico, nos sobran dos incognitda,4a
gue las pasamos al segundo miembro como parametros:
(2 | 6-3y-6z) Despejemos la incognita principal, & y expresemos las
incognitas secundariagy z, como los paradmetresy 3, obtendremos la ecuacion del plano en
forma paramétrica: X =3 - % o - 3p

siguiente: HW/\
}

D=4y =-q
z=p
En esta ecuacioén del plano leemos que sus vectores de direccion son:

u:(—g,l,o) : v=(-30 1)

Un punto genérico H del plano tendré de coordenaﬁﬁs{:S—ga—SB, a, B)

Construyamos el vectorOH

GH—(3%0(3B, o BJ -(0,0,0) —(3%135’ o B]
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e impongamos la condicion que dijimos al principio, de que el veltbr es
perpendicular a los vectores de direccibny V del plano, luego los productos
escalares del vecto©H  con cada uno de dichos vectores de direccion sera cero:

S 3 3 9 9 9
OHUG=[3--a-3B, o, B||-=,1,0 | =0 226+ 2Rr+a =0
< (20(50(3)(2 ) ﬁ24°(25°‘ R
o“H-v_(3§o<35, o g) (-3,0,1) -0 —9+%ot+9[3+[3 -0
13 o+ 9B _9
) 4 2 2 13c +18p = 18 Pongamos el sistema en forma matricial
%Ot +108 =9 - 9a +20p =18 y resolvamoslo por Gauss.
13 18 | 18 Diagonalicemos la matriz.
9 20118 Torpemos como pivote el elemento a;; = 13 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por: 13 - [2*£] -9 - [1°f]
13 18 18 Simplifiquemos la 2* fila por 2.
0O 98|72
13 18 | 18 Tomemos como pivote el elemento a,, = 49 # 0.
0 49|36 Sustituyamos la 1° fila por: 49 - [1°f] - 18 - [2°f]
637 0 | 234 Nos qgedan dos. ecuaciones. y dos .incégn.itas. Es un sistema
compatible determinado. Despejemos las incognitas o y 8.
0 49| 36 La solucién sera:
{637&-234 . . 234 _ 18 . B:E
49p = 36 637 49 ’ 49

Sustituyamos o y @n las coordenadas del punto H y en las del veGidr

4 13-3.18 g9, 36 18 3| _|12 18 36
El puntoHttindra de coordenadds.(3 5 3 3 W I 49) (49, 25" 49)
y el vector OH sera: (

=

Gy_( 12 18 36)

49' 49’ 49
Sea O'(a, b, ¢) el punto simétrico del O respecto del plantas coordenadas del

vector HO" seran:HO =(a, b, c) - 1218 363 [, 12 18 . 36
49 49 49 49 49 49

. , o P 12 18 36 12 18 36
se verificara que OH=HO" = | ==, — | =|la--=, b-—, c-=— =
g ( 49° 49 49) ( 49 49 49)
i—g =a- }1_3 a-= % Luego el punto O” simétrico del O respecto del
18 18 36 plano IT sera:
Lop-2l  dp=-=2
49 49 49 o |24 36 12
36 _._36 oo 12 49° 49° 49

49 49 49
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SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.- .
(1) Sabemos que la velocidad viene dada por la expresign:) = d_ts y que el
espacio total recorrido por la locomotora al cabo de una hora coincide con el area encerrada por
la curvav(t), el eje de abscisas y las ord?nadas en los puntos de aks@isag=1, es decir,
s ={v(t) dt
/
Nos ayudaremos de la grafica de,vft)e es una funcion polinémica de grado tres.

- Puntos de corte con el eje de abscisas.

- 3 _ 2
v =400t ®-1200t 2 + 800t } 400t 3 ~1200t 2 + 800t - 0

-t =0
+ 400t 2-1200t +800 =0 = _
los puntos son el (0, 0), (1, 0) y el (2, 0).
- Punto de corte con el eje de ordenadas: (0, 0).
- Crecimiento y decrecimiento.

La funcion primera derivada es: v#t)1200% - 2400t+ 800.
Calculemos los valores que anulan a esta derivada.

I

v =0
t (400t 2 - 1200t +800) =0 =

6 ot =
los posibles intervalos de crecimiento y de decrecimiento son:

(=2 g), (1 18) 5 (10

— 1 :l+£
1200t 2-2400t +800 =0 — 3t 2-6t +2-0 — t - 0*v36-24 X B
5

"3 N

probemos ahora un valor intermedio de cada uno de estos intervalos en la primera derivada y
seglin sea ésta mayor 0 menor que cero, la funcion en el intervalo correspondiente sera creciente
o decreciente:

v" (0) = 1200-0 - 2400-0 + 800 =800 >0 Greciente en( -0, 1 7@)

Vv’ (1) = 1200-1 - 2400-1 + 800 = -400 < 0 Becreciente er{ 1-93, 1+ ~/’°’)

"3

v’ (2) = 1200-2- 2400-2 + 800 =800 >0 =Creciente en( 1+§, oo)

la grafica aproximada es la situada al lado, en la que hemos, ;)
destacado el trozo donde Unicamente esta definida la
funcién v(t), y subrayado el espacio total que recorre la
Iocomoltora, dicho espacio total es:

s :f(400t3—1200t2+800t) dt -
0

d

00t® 1200 L7 . goo L
=400 1 -1 L LI -
Z 3 2

=100 - 400 +400 - 0 = 100 km
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(2) Los valores que anulan a la primera derivada eran, segun el apartado (1):
3 V3
t =1 ‘/— t =1-
3 Y 3

y segun el estudio realizado en dicho apartado deducimos que en el segundo de los puntos, que
es el inico que nos interesa por ser el que pertenece al dominio de la funcién, hay un maximo
relativo, ya que la funcion es continua y derivable y pasa de creciente a decreciente.

Los maximos absolutos se encontrarian en dicho punto o en los extremos del intervalo,
pero en este caso por el andlisis realizado en el apartado (1), en los extremos del intervalo la
velocidad toma el valor cero, mientras que en el maximo relativo, es decir, en el

instante t :1—‘/—5 ~ 0" 422649 h se alcanza la velocidad maxima absoluta que es:

3 2
v o= 400( 1—@) - 1200( 1—@) + 800( 1—@) ~ 153”960 km/ h.

max.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Expresemos la funcid(x) como una funcion lineal a trozos.
f(x) = -X si x <0
X si x >0
sabemos que las funciones valor absoluto de funciones continuas son continuas, y en este caso
la funcion valor absoluto dees continua por serlo la funcién polinomica x
Estudiemos la derivabilidad.
- Para valores d& < 0, la funciérf(x) se comporta como la funciéix, que al ser polinémica
es derivable en todo R, y por supuesto para los valores<d@. Siendo la funcion derivada,
-1
- Para valores de x0, la funcién f(xse comporta como la funcién que al ser polinémica
es derivable en todR, y por supuesto para los valores de & Siendo la funcién derivada,
1.
Una primera aproximacion de la funcion derivada es:
” - <
RORE E RN il
El problema esta en el punto cero, por haber un cambio en el comportamiento de la funcién. Al
ser continua en dicho punto puede ser derivable, lo sera si las derivadas laterales existen y
coinciden. Veamoslo
f (0" =Ilm f (x)=Im 1=1

x-0" xAg*
f7(07) =lim f (x)=lm -1=-1
x-0 x-0

x<0

como las derivadas laterales no coinciden la funcién no €s
derivable en el punto cero, La funcién derivada finalmente es la
indicada en [1].

(2) La gréfica de la funciéf(x), teniendo en cuenta que son dos trozos de rectas
elementales, es la situada un poco mas arriba.
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(3) Calculemos la siguiente integral. |

2 0 2 2

X

Ix] dx = [ -x dx + [ x dx =|-—
fiacs e

2

-2 0

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Ellugar geométrico de los puntos que se encuentran a igual distancia de P que de Q
estan situados en el plano mediador. Llamemos M =(a, b,c) al punto medio del
segmento que determinan P y Q, se verificRid= MQ Calculemos el punto M.

PM=(a, b, ¢) -(1,1,1) =(a-1, b-1, c-1)
MQ=(-1, -1,2) -(a, b, ¢) =(-1-a, -1-b, 2-¢)

=

a-1
(a-1, b-1, ¢c-1) =(-1-a, -1-b, 2-¢c) - b’i
Cc

luego el punto M es( 0,0, g) .

El vector que determinan P y Q coincidira con el vector normal al plano mediador.
PQ=(-1, -1,2) -(1,1,1) =(-2, -2,1)
La ecuacion del lugar geométrico, en este caso, plano mediador, sera:

Ax +By +Cz+D=0 = -2x -2y +z +D=0
sustituyamos la,¥yy z de la tltima ex§:)resic'>n por las coordenadas del punto M
0-0-3:p-0 - D--2 - —2x—2y+z—g:0

(2) La solucion es la misma que en el apartado (1).

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Sustituyamos la matriz A en la expresiof2A+I=0.

5 4 2 5 -4 2 5 4 2 1 0 O

2 -1 1 2 -1 1 -2 2 -1 1 +]10 1 0]|-=

-4 4 -1 -4 4 -1 -4 4 -1 0 0 1
25-8-8 -20+4+8 10-4-2 10 -8 4 1 0 O

=| 10-2-4 -8+1+4 4-1-1 | -| 4 -2 2 +]10 1 0]|-=
-20+8+4 16-4-4 -8+4+1 -8 8 -2 0 0 1

9 8 4 10 8 4 1
-l 4 3 2|-|4 2 2|+|o0
8 8 -3 8 8 -2 0
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9-10+1 -8+8+0 4-4+0 0
=| 4-4+0 -3+2+1 2-2+0| =] 0
-8+8+0 8-8+0 -3+2+1 0

o O o
o O O

efectivamente se verifica la relacion inicial.

(2) Partiendo de la relacién anterior-2A+I=0, calculemos Ay A’

AZ-2A+1=0 -  |1=2A-K
sacando A factor comun bien por la derecha, bien por la izquierda, tendremos:
I=(21-A)A o bien I =A2l-A)
como la matriz inversa verificaque: 1=A*A y I=A"-A

podemos identificar la matriz inversa,*,Acomo la matriz 2l - A.
es decir, A =2I- A, aplicaremos esta relacion para obtener la mattiz A

1 0 0 5 -4 2
Al=21-A=2|{0 1 0f -2 -1 1| =
0 0 1 -4 4 -1
2 00 5 -4 2 2-5 0+4 0-2 -3 4 -2
-lo020|-l2 -1 1|-=/0-2 2+1 0-1|=|-2 3 -1
0 0 2 -4 4 -1 0+4 0-4 2+1 4 -4 3

Calculemos ahora’A
Como ya teniamos calculad3, Aara obtener Hprocederemos asi:

9 -8 4 9 -8 4
A*=A%2. A2-| 4 -3 2]- 4 -3 2| =
-8 8 -3 -8 8 -3

9-9 +(-8)-4 +4(-8)  9( -8) «(-8)( -3) +4-8 94 +(-8)-2 +4( -3)

| 49 +(-3)4 «2(-8)  4( -8) «(-3)( -3) +2:8 44 +(-3)-2 +2(-3)

8.9 +8:4 +(-3)( -8) ( -8)( -8) +8( -3) +( -3)-8 -84 +8:2 +( -3)( -3)
17 -16 8
-l 8 7 4
16 16 -7
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Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 9 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Considera la funcién:fR - R definida por f(xF € sen (2x
(1) Sea FE R -R lafuncién definida por

F(x) :ff(t) dt .

0
¢, Qué dice el teorema fundamental del célculo integral sobre la furition F
(2) Halla Hmn).

EJERCICIO 2. Desde la Tierra, que suponemos situada en el origen de coordenadas del
plano, se observa un objeto que sigue una trayectoria de ecugeidb (donde las distancias

se miden en afios-luz). ¢ Cuéles son las coordenadas del punto de la trayectoria cuya distancia
a la Tierra es minima y cuanto vale dicha distancia?

EJERCICIO 3. Sin desarrollar el determinante, demuestra que

a+2b a a+b
a+b a+2b a = 9b2%(a+h).
a a+b a+2b

Enuncia las propiedades de los determinantes que utilices.

EJERCICIO 4. Una circunferencia tiene por centro el punto C=(1,0) y su didmetro es 2.
Halla la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia en el punto de abscisa

X = ; y ordenada positiva.

Opcién B

EJERCICIO 1. (1) Determina razonadamente la expresién algebraica de una funcién
continua £ R - R que cumpla las condiciones siguientes
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@ -3 ro-{p 8 x5

(2) Razona si la funciénds derivable en el punto=3X
(3) Esboza la gréfica de esta funcion f

N[ ©

EJERCICIO 2. Sea fR - R lafuncién definida porf (x) = x e x-x?,

(1) Halla los maximos y minimos relativos de esta funcién.
(2) Calcula lim f(x).

X = o0

EJERCICIO 3. (1) Dada la matriz

1
A= 2
0

o+ T
RN =

¢para qué valores del pardmetro b no tiene inversa la matriz A? Justifica la repuesta.
(2) Siexiste, calcula la inversa de A para b=-1.

EJERCICIO 4. Calcula razonadamente y dibuja el lugar geométrico de los puntos P del
plano que verifican la siguiente propiedad: "El triangulo APB de vértices A=(-7,0), Py B=(7,0)
es rectangulo en P."

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) El Teorema Fundamental del Célculo Integral dice: Si f es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a, b], y F(x) es la funcién integral asociada a f, definida por:
X

F(x):ff ., Xxe€la, b]

se verifica que F(x) es derivable y ;demés que: F(x) =f(x).

(2) Llamemos | a la integral

| :ff(t)dt :fe‘sen(Zt)dt = [1]
Calculemos la integral por el método de integracion por partes.
u=e'! ; du =e'dt
dv =sen(2t) dt ; v:fsen(Zt)dt :—%COS(ZI)

continuando en [1], tendremos:
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1.t 1t
=-=—e'cos(2t — et cos(2 t) dt = 2
yelcos@t) « 5 fet cos2 t) 2]
esta ultima integral la hacemos a su vez por partes, es decir,
u=e't ; du=eldt
dv = cos(2 t) dt ; v:fcos(Zt)dt :%sen(Zt)
continuando en [2], tendremos:
1 1|1

1
=-—elcos(2t —|=Zetsen(2t) - = [et sen(2t) dt |=
5 @) 5|5 @t) -5 @t)

1 1 1 t
=-—_e'cos(2t —e'sen(2t) - = |e' sen(2t) dt
5 @1t) « 5 @t) - 5[ 1)

la Ultima integral es precisamente la integral inicial, I, por tanto:

1 1 1
| =-=e'cos(2t —e'sen(2t) - =1
Setcos@2t) + 5 @t) - 5

EI:—letcos(Zt)+1etsen(2t)

4 2 4
41 1 1 2 ¢ 1
=_—|-=Ze'cos(2t —e'sen(2t) |=-=—e'cos(2t —e'sen(2t
2| petese s fersen@n) |- Zeteose ) + Letsen)

Ahora calcularemos F(x)

X
F(x) :fet sen(2t) dt —[—%etcos(z t) +%etsen(2t)
0

0

= —%excos(z X) + %exsen(ZX) —(—éeocos(O) + %eosen(O) ) =

:—Eexcos(z X) + lexsen(ZX) . 2
5 5 5

finalmente, podemos halla(#)
F(m) = —ée“cos(z m + %e“sen(z m o+ é = —ée“ + % = é(l -e’)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Suponemos a la tierra en el origen de coordenadas, O, y al objeto en un punto P de la
trayectoria de ecuaciénxy = 16, luego el punto P tiene de coordenadas genéricas

( X, 1_6) . Construimos la funcién distancia de O a P.
X

256
x 2

_ 2
dist (O P) = |OP| = x2+(£) - KZi B L d(x) = x2+

X XZ
Calcular el punto P cuya distancia a la tierra sea minima, es obtener el vajoledsace
minima a la funcién dist (O,Pd minima a la funcién d(xPerivemos la funcién d(x)

d(x) =2x - 212

calculemos el valor que hace cero a la derivada.
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2x-222 -0 - 2x%-512-0 - x*=256 - x-#4

La funcién d(x) es par, y continua y derivable en su dominio que es: Dom d{P¥ %
Estudiemos la monotonia déx), en los intervalos o -4[, ]-4,0[, 10,4[ y 14,
d'(-5)=-10-512/(-5)=-5904<0 = d'(X)<0 = d(x) es decreciente end--4].

d(-1)=-2-512/(-3=510>0 = d'(x)>0 = d(x) es creciente en ]-4, O[.
d(1)=2-512/31 =-510<0 = d'(x)<0 = d(x) es decreciente en ]0, 4.
d’(5)=10-512/5=5904 > 0 = dX)>0 = d(x)es creciente en 45}

luego hay minimos relativos en x =-4 y er 4 que a su vez son absolutos.
Las coordenadas de los puntos de la trayectoria cuya distancia a la tierra es minima

son el (4, 176) =(4,4) vyel ( -4, 1_3) =(-4, -4)
La distancia, que es la misma, de cualquiera de ellos a la tierra es:

2
dist (O P) =4[42 +(176) = /16 + 16 =/32 =5’ 65685424949238 afios luz

SOLUCION EJERCICIO 3.-

a+2b a a+b Calculemos sin desarrollar el valor del determinante.
a+b a+2b a Sustituyamos la 1* fila por: [1*f] - [2*f]
a a+b a+2b Sustituyamos la 2° fila por:  [2°f] - [3*f]
b -2b b
Saquemos "b" factor comun de la 1° fila y de la 2*
b b -2b
a a+b a+2b
1 -2 1 Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f)] - [1°f)]
b? |1 1 -2 Sustituyamos la 3* fila por: [3°f] - a - [1°f]
a a+b a+2b
1 -2 1
Saquemos 3 factor comuin de la 2 fila
b2 |0 3 -3
0 3a+b 2b
1 -2 1 Susti a . 2 . [0a
ustituyamos la 3* fila por:  [3°f] - (3a+b) - [2°f]
3b2 |0 1 -1
0 3a+b 2b
1 -2 1 )
Saquemos "3a+3b" factor comun de la 3 fila
3b%2|0 1 -1
0 0 3a+3b

1 -2 1
3b2@3a+3b)|0 1 -1|-9b%(a+b) -1 =9b%(a+h)
00 1
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el tltimo determinante vale uno, ya que esta triangulado inferiormente y su valor es el producto
de los elementos de la diagonal principal. El resultado, finalmente es el que queriamos
demostrar.

Las propiedades que basicamente se han usado son:
* Sitodos los elementos de una fila 0 columna tienen un factor comin, ese factor puede sacarse
fuera del simbolo del determinante.
* Sia unafila o columna de un determinante le sumamos otra fila o columna multiplicada por
un numero el valor del determinante no varia.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

La ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en (1, 0) |
yporradio 1, es: 2y -2a-2by+&+F-r=0 = -~
X+y-2x+1-1=0 = X+y-2x=0
La ecuacion de la recta tangente a la circunferencia en el
punto de abscisg ®s en general: “Vo =Y (%) (X~ X))
nos hace falta calcular la ordenada del punto de abscisa 3/2:

2 2
X2+y2-2X=0 = (%) +y02—2.%:0 = y02:3—(§) = yO: 379:\/_2§

y la derivada de la funcién en dicho punto, para ello despejemos ahora y

y =y2x -x? -

7

X2+y2-2x=0 = yZ?=2x-2x? =
3
2-2.2
V(%) -2 éy,(g)_ 2 -1 -1 -3
“x 2 2 2 3 3
2 y2x-X 242.3_(3) 2J32
2 2 4

La ecuacion de la tangente a la circunferencia en el punto de alys8i2aes:

Y%=y (o) (x-%) - yJ—f@(x%) -y

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Silafuncién derivada, f (@s

, 10 si x <3
F(x) {x si x >3
la funcion f(x)sera
dex - C, si x <3
f(x) =4 & =13 si x =3

fxdx:xz+C3 si x >3

2
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ya que en el puntx = 3 la funcion existe y toma el valor 9/2. Como ademas la funcién es
continua erR se ha de verificar que los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto
coinciden. Comprobémosilo.
2
im f(x) -lim C -C, ; lim f(x) - lm (XT +03] - % ‘C,

X -3 X -3 x -3 x -3

x<3 x>3

igualemos estos limites laterales con el valor de la funcion en el pun8 x

9 9 9 .
C=-5+G-5 - GC-5 ; G-0
la funcidn f(x)siguiente es continua en R y cumple todas las condiciones del ejercicio
9 .
= si X <3 :
_{ 2 . . ~J0 si X <3
R I si x >3 ’ F ) {X si x >3

2

(2) La funciénf(x) anterior al ser continua podria ser derivable, lo seria si las derivadas
laterales coinciden, es decir,
f37) =Ilm f (x)=Ilm 0=0 ;v 7@ =lim f (x) =1lim x =3

X -3 X -3 x-3" x-3"
x<3 X>3

como no coinciden las derivadas laterales, rigx@s derivable en =x3.

(3) Para dibujar la grafica d&) hay que tener en
cuenta que es una funcién a trozos, el primero de ellos,
para valores de menores de 3, se corresponde con el de
una funcion constante, 9/2, cuya grafica es una recta /2
paralela al eje de abscisas; y el segundo, para valores de
X mayores de 3, con el de una funcién polinémica de
segundo grado?/2, cuya grafica es una parabola, que en
el punto 3 toma el valor 9/2 y en el 4, el valor 8.

1 2 3 4

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Hallemos los maximos y minimos relativos de la funcidrx) = x e * *°

f (x):ex’xz+xex’xz(l - 2X) = f (x):ex’xz(l+x—2x2)
calculemos los valores que anulen a la primera derivada. 1
eX’X2(1+x—2x2>:0 o 1ex-2x2-0 - x-_1fv1+8 - 2
1

-4
Obtengamos la segunda derivada.
7 (x) = e ¥ -2x) (1 +x -2x2) + e***(1 -4x)
f° (x) = ex*" (4x®-4x2 -5x +2)

Sustituyamos en esta segunda derivada el valor -1/2 que anulaba a la 12 derivada.

U
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3

-3e #>0 = luegohayun

* () A o) o)

minimo relativo en x -1/2; siendo la ordenada ( —%) = —% e = —% e 4.

3
L. ) K
El minimo relativo es el puntc( —%, - e2 )

Sustituyamos en la segunda derivada el valor 1 que anulaba a la primera derivada.
(1) =e't (4 -4-5+2) =-3<0 = Luego hay un maximo
relativo en x 1; siendo la ordenadd (1) =e!™?! =e®%=1.
El maximo relativo es el punto (1, 1).

(2) Calculemos el siguiente limite.

im f(x) - lim (xex’xz):w-e’mz—w:EJ:Iim .
e

X - o X = o0

= lim  — - -
x-e @X" X (2 x-1) o

1 1 1

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para conocer los valores del parametro b que hacen que la matriz A tenga inversa, lo
haremos calculando el rango de la matriz por el método de Gauss.

1 b1
2 1 2 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
0 01 Sustituyamos la 2* fila por:  [2*f] - 2 - [1°f]
1 b 1
0 1-2b 2 Intercambiemos entre si las columnas 2% y 3%
0 0 1
11 b Tomemos como pivote el elemento ay, = 2 # 0.
0 2 1-2b Sustituyamos la 3 fila por: 2 - [3%f] - [2°f]
0 1 0
1 1 b Hemos triangulado inferiormente, todos los elementos de la diagonal
0 2 1-2b son distintos de cero salvo el a3; que puede ser o no cero. Veamos lo que
0 0 2b-1 ocutre en cada caso.

* Si ;=0 = 2b-1=0 = b=1/2 = la 3?fila es una fila de ceros, el rango de A es
dos, menor que el orden de la matriz, luego la matriz A no tendra inversa.

*Sia#0 = 2b-1€8 = b=1/2 = elrangode A estres, igual que el orden
de la matriz cuadrada, luego la matriz A tendra inversa.

(2) Como existe matriz inversa para =hl/2, calculémosla para b=-1. Lo haremos
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mediante el método de Gauss, consistente en poner a la derecha de la matriz A la matriz unidad
e intentar, mediante el uso transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la
izquierda de A, la parte que quede a la derecha es la matriz inversa de A.

1 -1 1j]1 00 Triangulemos inferiormente.
2 210 1 0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por:  [2*f] - 2 - [1°f]
0 1/0 0 1
1 -1 11 00 Triangulemos supetiormente.
0O 3 0l-2 10 Tomemos como pivote el elemento a3 = 1 # 0.
0 110 o0 1 Sustituyamos la 1° fila por:  [1*f] - [3*f]
1 -1 0|1 0 -1
Tomemos como pivote el elemento a,, =3 # 0.
0 3 01210 Sustituyamos la 1* fila por: 3 - [1*f] + [2°f]
0O 0 1,0 0 1
3 001 1 -3
0 3 0|-2 1 O Dividamos la 1* y 3* fila por 3.
0 010 0 1
10 0l13 13 -1 En la parte d? la i.zquie.rda hem.os obtenido .la .matriz
unidad, la matriz A tiene inversa, siendo la mattiz inversa
0 10-28 13 0 la matriz que queda a la derecha, es decit:
0 01| O 0 1
1/3 1/3 -1
Al=1-2/3 13 0
0 0 1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Los puntos P del plano tendran de coordenadas
genéricas (xy). Si los triangulos APB  son

rectanguloen P, se ha de verificar que los vectores
AP y BP son perpendiculares y por tanto su

producto escalar es cero. Calculemos dichos vectores. oA ‘ B(7.0)
y efectuﬁemos su producto escalar.
AP:(X! y) 7(77’0) :(X+71 y)
BTD :(Xv y) _(710) :(X_7! y)
AP. BP=0
(x+7, y) - (x-7,y) =0 = (x+7)( x-7) +y?=0 = x2-49+y?=0 =
x2+y?2-49 =0
gue es la ecuacion del lugar geomeétrico de los puntos P del plano que satisfacen la condicién
del problema, y se corresponde con la ecuacion de una circunferencia de centro el origen de
coordenadas y de radio 7, ldgicamente hay que quitar de dicha circunferencia los puntos Ay
B porque cuando el punto P coincide con alguno de ellos no se forma ningun triangulo.
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Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 10 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones
y =X - x?2 e y =x*-x2
(2) Halla el area del recinto descrito en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. Dada la funcién f:R -~ R definida por f(x) =x3 -6x? +2x, halla
la ecuacion de la recta tangente a su gréfica en su punto de inflexion.

EJERCICIO 3. Sea A la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones
a X +a,y + a,zz =1,
A, X + A,y + a,z=-1
Ay X + AyY + A,z =2

Resuelve el sistema sabiendo que

1 0 -1
Al=l1 2 3
0 O 1

EJERCICIO 4. Considera el punto P=(2,1,3) y la recta r de ecuaciones
. {x -y -5-0,
"lz-1=0.
(1) Halla la ecuacién de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente ar.
(2) Determina dos puntos Ay B de la recta r de forma que el triangulo PAB sea equilatero.

Opcién B

EJERCICIO 1. Determina una funciéh R-R sabiendo que es tres veces derivable, que
f ”(x)= 24x paracadapuntode Ryquef(0)= 0, f’0)= 1y f”(0)= 2.
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EJERCICIO 2. (1) Si el precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso,
demuestra que siempre se pierde valor al partirlo en dos trozos.

(2) Como puedes suponer, puede partirse en dos trozos con diferentes pesos de multiples
formas. Determina la particién que origina la maxima pérdida de valor. Razona tu respuesta.

EJERCICIO 3. Considera los puntos A=(0,0,0) y B=(2,2,2).

(1) Halla la ecuacion del plano que contiene a todos los puntos C que forman con Ay B un
triangulo equilatero.

(2) Indica qué lugar geométrico forman los puntos C descritos en el apartado (1), expresando
los elementos que lo determinan.

EJERCICIO 4. Resuelve la ecuacion matricial AX + 2B = C, siendo

1 0 0 0O -1 2 1 1 O
A=12 2 1 |, B-{0 1 1], cC=|1 0 2
3 0 -1 1 0 1 1 0 O

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Representemos primeramente la funcién x- .
1.- Eldominio de la funcién es R ya que se trata de una funcién polinémica.
2.- Simetria.
vxeDom(f) = -xeDom(f)
f(x) =x%-x2 = f(-Xx)=(x)*-(x)?2=x*-%x2=1(x)
luego f(x)=f(-x) paraV x € R, porlo que lafuncién es una funcion par, es decir,
es simétrica respecto del eje de ordenadas.
3.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la
ecuacion del eje de abscisass 9.
»x2=0 = x=0 = A(0,0)
}ﬂ 0=x%-x2=0=x2(x2-1) »x=1 = B(1,0)
b “x=-1 = C(-1,0)

luego los puntos de corte con el eje de abscisas son: A(0, 0); B(1, 0) y C(-1, 0).
- Con el eje de ordenadas. En este caso nos volvera a salir el punto A anterior.
4.- La funcion es continua en todo su dominio ya que es polinémica.
5.- Crecimiento y decrecimiento.
Hallemos la primera derivada:  y &¥#x2 - 2x

Obtengamos los valores que anulan a la primera derivada, que son:

2

x2-1=0
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~ x=0

4x%-2x =0 = 2x(2x%-1) =0 2 4 2 2
2x<-1=0
o x=-JE-_¥2
los llevamos ordenadamente sobre el eje de abscisas y construimos los posibles intervalos
de crecimiento y de decrecimiento. Probamos valores intermedios, por ejemplo -1, -0.1,
0.1y 1, de esos intervalos en la primera derivada y seguin nos salga mayor 0 menor que
cero, el intervalo correspondiente sera creciente o decreciente.

f (-1) =4(-1)3-2(-1) =-4+2=-2<0 = decreciente en (—oo, —%)

N——

f (-0.1) =4(-0.1) ®-2(-0.1) =0.196>0 - creciente en (—@o

f (0.1) =4-01 °-2.01 =-0.196<0 = decreciente en (0,

— ~[S
N——

(1) =214-2-12=2>0 = creciente en (% o

6.- Los maximos y minimos se hallarian sustituyendo los valores que anulan a la 12 derivada
en la 22, y segln nos salga mayor 0 menor que cero sera minimo o maximo. Pero al ser
continua, segun el estudio sobre la monotonia anterior, tendremos:

minimos en ( —%, -0.25 ) y en (% -0.25 ) ; maximo en (0, 0)

7.- Al ser una funcién polinémica no presenta ningun tipo de asintotas.
8.- Para estudiar la concavidad y convexidad, obtendremos la segunda derivada:

y'(xX)=12%-2
Calculemos los valores que anulan a la segunda derivada, que son:
_ [T _E
2 X == ==
12x%2-2=0 = 6x2-1=0 6 °
o X =-J1- -8
6 6

los llevamos ordenadamente sobre el eje ge
abscisas y construimos los posibles intervalos de .
concavidad y convexidad (Ver fig.). Probamofs ~—— — >~ ° "~ +
valores intermedios, por ejemplo -1,0y 1, de esos

intervalos en la segunda derivada y segun nos salga mayor o menor que cero, en el
intervalo correspondiente la funcién serd convexa o concava.

f” (-1) =12-2=10>0 - convexa en (—oo, —%)

f” (0) =-2<0 =  cOncava en (—% %)
f” (1) =12-2=10>0 = convexa en (% oo)
9.- Los puntos de inflexion se hallarian sustituyendo los valores que anulan a la segunda
derivada en la tercera, y si sale distinto de cero sera punto de inflexion. Pero al ser continua
y segun el estudio sobre la concavidad anterior, tendremos:
Puntos de inflexién en ( BEVLJ ) y en (ﬁ —i)

6 36 6 36



Fco. Fdez. Morales MODELO 10 Pag. 111

10.- La gréafica aproximada de la funcion es la
situada al lado.

Representemos la funcign=x - x?, cuya

grafica es una parabola.

1.- Punto de corte con el eje de ordenadas:
x=0 =y=0 = (0,0

2.- Punto de corte con el eje de abscisas:
y=0 = x=0; 1 = (0,0); (1, 0)

3.- Coordenadas del vértice V:
x=-bl2a=-1/(-2)=1/2 =y=(1/2)-(1/2J=1/4 = V(1/2,1/4)

Para calcular los puntos de corte de las dos funciones, resolveremos el sistema formado
por ambas ecuaciones, con el fin de determinar el recinto que forman.

y=x*-x2 oy oy 2-vd w2 L 0xdy - O- 3_ »x=0
Y X -x2 X-X=X"-X 0=x"-x 0 =x(x 1) Lx3-1-0 : x-1
La situacion de las dos gréficas superpuestas
se corresponde con la gréafica adjunta, y donde el ' y=xi-e

area rayada es el recinto limitado por ambas.

(2) EI area del recinto anterior se obtiene
integrando la funcién diferencia de ambas - N
funciones, entre O y 1. Y= x-xt

1
Area :f(x ~x2-x4+x?)dx -
0

il
1

:f(x—x"')dx -

0

x2 x5
2 5

3
10

N| =
ol

0

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Obtengamos el punto de inflexion de la funciéx) = x3 - 6x2 + 2x.

f (x) =3x?-12x +2 = "~ (x) =6x-12 = 7 (x) =6
calculemos el valor que anula a la segunda derivadal®x 0 = x=2.
sustituyamos este valor en la tercera derivadf’"(2) = 6 # 0, luego hay un punto de
inflexion en x 2.

La ordenada del punto de inflexion esf (2) =2%-6.22+2.2 =-12
luego el punto de inflexion es el (2, -12).

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion el pLintd €x:

Y-Yo = %) (X-%)

El valor de la derivada primera er®, es: f (2) =322 -12.2 +2=-10
la ecuacion de la recta tangente, finalmente, es:

y-(-12) =-10 (% 2) = y=-10x+ 8
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SOLUCION EJERCICIO 3.-
El sistema de ecuaciones podemos expresarlo en la forma matricial siguiente:

X 1
Aly]| =|-1
z 2

multipliguemos a la izquierda por la matriZ Anversa de A.

X 1 X 1 X 1
ATAly|=AT]1 - 1|y|l=A1]1 - y|=At|-1] -
z 2 z 2 z 2
X 1 0 -1 1 -1
y| =11 2 3 -1 = 5
z 0O O 1 2 2

luego la solucién del sistema es:=xl; y=5;, z=2

SOLUCION EJERCICIO 4.- R

(1) Sea H el punto donde la recta que pasa por P corta

perpendicularmente a r. Se ha de verificar que:
PH. O - PH- g =0 [1]

siendo 0 el vector de direccion de la recta r.

Expresemos la ecuacion de la recta r en paramétricas,
para obtener las coordenadas de dicho vector asi como las del punto H.
X-y-5-= 0

z-1-=

Resolvamos el sistema mediante el método reductivo de Gauss, para
ello lo expresaremos en forma matricial.

r =

1o ‘ J Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3%
0 01
X)( Z)( y) El sistema estd diagonalizado, nos quedan dos ecuaciones y tres
) incognitas, se trata de un sistema compatible indeterminado
01 O uniparamétrico, nos sobra una incégnita, la g, que la pasamos al
segundo miembro como parametro.
(X)( Z) La solucién del sistema es:
5+y] x=5+y ; z=1.
0 1| 1 Sustituyamos la incégnita secundarigor el parametra:
X =5+ X\ Que son las ecuaciones de la recta r en paramétricas, en donde leemos
r = {y =A que el vector de direccion de dicha recta es el (1, 1, 0).
z=1

Tomemos de la recta r un punto genérico, H, de coordenatigs +, 2, 1)

Construyamos el vectoPH=(5 +x, A, 1) -(2,1,3) =@ +A, A-1, -2)
Impongamos la condicién [1] para calcular las coordenadaBHle
PH-0=0 = 3+, A-1, -2)-(1,1,0) =0 = 3+a+r-1=0 = A=-1
sustituyendo este vglor desh el vectorPH  tendremos:
PH=B+(-1), ( -1-1, -2) =2, -2, -2)
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vector que es el de direccion de la recta perpendicular a la r, cuya ecuacion es:
x-2 y-1 z-3

2 -2 -2

(2) Los puntos Ay B de larecta r tendran de coordenada$’ (2,1,3)
genéricas (5 +2, A, 1). \
Teniendo en cuenta el apartado 1) y el dibujo adjunto,
corlsideraremos los vectores siguientes:
AP=(2,1,3) -(5+A, A1) =(-3-2, 1 -1, 2)
a=(1, 1, 0)
Como el &ngulo que forman los lados del triangulo equilatero es de 60°, se verificara:

A5+, k1)

cos( AP; 0) :Lli ~ cos(60 °) = (-3-2, 1 -2, 2)-(1,1,0) -
|AP‘ . |U‘ ¢( ,3,}\)2+(1 7}\)2+4 ‘/11+12+0

1. “3-A+1-A - 1 o )
2 oA T2 2 2 227 an+14 2

2
1 = M 402482428 =16+16224328 = 12224241-12 =0 —
4 4)2:8)+28

A2 +2X-1=0 . )\:L JAFE - a= 21

2 A= 21

Para cada valor de abtenemos respectivamente los puntos Ay B.
A=G5<+x A1) = (5+y2-1, y2-1, 1) = (4+y2, y2-1, 1)
B-(G+x A1) =(5-y2-1, -2-1, 1)-=(4a-y2 -y2-1, 1)

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Al ser la funcionf derivable, es continua, y podemos mediante integraciones sucesivas

obtener la funcion. f )
7 (x) =24x = 7 (x) = [24x dx :24X7 +C, = 12x2+C
como sabemos que (0) = 2, sustituyendo en la expresion anterior, tendremos:
f© (0) =12.02+C, = 2=C = 7 (x)=12x?+2
Calculemos la primera derivada. 5
f(x) = [A2x?+2) dx - 12% +2x +C, = 4x3+2x +C,
como sabemos que(d) = 1, sustituyendo en la expresién anterior, tendremos:
f 0 =4.0%+2.0+C, = 1=C, = f (x)=4x3+2x+1
Calculemos, finalmente, f(x)
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x4 x 2
f(x) :f(4x3+2x +1) dx :4T+27+X +Cy = x*+x?+x +C,

como sabemos qué€0j = 0, sustituyendo en la expresion anterior, tendremos:
f(0) =0*+02+0+C, = 0-=C, = f(x) =x*+x?+x

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Sillamamos Ral precio del diamante y p su peso, la relacién entre ambas variables
es: P=Kp? donde K es una constante de proporcionalidad, K > 0.

Dividamos el diamante en dos trozos de pesas,kes evidente que

X+y=p

el precio, R del "nuevo" diamante dividido en dos trozos serd la suma de los precios de cada
uno de los trozos, es decir:

P = KX + Ky? = P= Kx? + K(p, - X)? = P= Kp.? - 2Kpx + 2Kx?

Demostremos que efectivamente el precigs®nayor que el preciB, después de partido
el diamante, es decir, que la diferencia entre ambos precios es posjtva:> ® Veamoslo

P, - P=Kp? - (Kps - 2Kpx + 2Kx?) = 2Kpx - 2Kx? = 2Kx(p, - X) = 2Kxy > 0
efectivamente el precio,,Fantes de partir el diamante es mayor que el pRedespués de
partirlo en dos trozos, ya que Kexson siempre cantidades positivas.

(2) Para determinar la particién que origina la mayor pérdida de valor, usaremos la funcion

diferencia de valor entre el precio inicial y el de después de patrtirlo, es decir,
P, - P=2Kpx - 2K¥?
y calcularemos el valor deque haga a esta funcion maxima. Llame®@9 a esta funcion,
continua y derivable en su dominio, que es Dom #{R) p[. Derivemos la funcion.
P(X)= 2Kpx - 2K* = P"(x)= 2Kp, - 4Kx
igualemos a cero la primera derivada
2Kp, - 4Kx=0 = p-2x=0 = x:%

La funcién P(x) es continua y derivable en su dominio.

Estudiemos la monotonia de P(x), en los intervalos JB, p1p/2, pl:
P (p/4) =2Kp, - 4KpJ4 =Kp,>0 = P x)>0 = P(x) es creciente en J0/B[.
P'(3p/4) =2Kp-4K3p/4=-Kp.<0 = P'(X)<0 = P(x) es decreciente enJp, pJ[.

.. . p
luego hay un maximo relativo er = 7‘9 que es a su vez es absoluto.

En definitiva, cuando partimos el diamante en dos partes que pesen lo mismo, es cuando se
produce la pérdida mayor de su valor original.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Los puntos C que forman con Ay B triangulos equilateros, se encontrarian en aquellos
puntos de las mediatrices del segmento AB tales que su distancia a A y B coincida con la del
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segmento AB, es decir estarian formando una circunferencia de centro el punto medio del
segmento AB. Dichos puntos estaran en el plano mediador del segmento AB. Calculemos la
ecuacion del plano mediador del segmento AB.

El punto medio, M = (a, b, c), del segmento AB verifica qa@& = MB
AM-(a, b, ¢) -(0,0,0) =-(a, b, c) O
MB=(2,2,2) -(a, b, ¢) =(2 -a, 2-b, 2-¢c) c o =

luego el punto M tiene de coordenadas M = (1, 1, 1).
La ecuacion general de un plano ex +8y + Cz+ D =0, donde (A, B, C) representan
las coordenadas de un vector normal al mismo, en nuestro caso el vector normal es el vector que

determinan los puntos Ay B:
n=AB=(2,22) -(0,00 =(2 22

U

OoToQ
i
e

2
2

el plano sera
2x+2y+2z+ D=0

impongamos a este plano que pase por el punto M
2+2+2+D=0 = D=6 = 2x+2y+2z-6=0.

(2) Ellugar geométrico es el descrito en el apartado anterior,@s
decir, una circunferencia de centro el punto M y de radio CM. Lag™
coordenadas del centro las conocemos ya, y son M =(1, 1, 1).

Obtengamos la longitud del radio, teniendo en cuenta el dibujo B
gue los angulos del triangulo equilatero son de 60°:

MB=(2,2,2 -(1,1,1) =(1,1,1)
IMB| =12 +12+1%2 = /3
Consideremos el triangulo CMB:
tg (60 °) - LM ﬁ:% 3

VB V3

>

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para resolver la ecuacion matricial AX + 2B = C, tendremos en cuenta las propiedades
de las operaciones con matrices:
AX+2B=C = AX=C-2B = A'AX=A'(C-2B) = X=AYC-2B).

La multiplicacién a la izquierda por la inversa de A, se podra hacer siempre que
demostremos que tiene inversa la matriz A.

Calculemos la matriz inversa de la matriz A por el método de Gauss, que consiste en poner
a la derecha de la matriz A la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de A, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de’d, A
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Diagonalicemos.
10 0J1 00 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
2 2 1/0 1 O Sustituyamos la 2° fila por: [2*f] - 2 - [1°f]
3 110 o 1 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - 3 - [1°f]
1 0 O 1 0 O .
Tomemos como pivote el elemento az; = -1 # 0.
0 2 11-2 10 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f.] + [3°f]
0O 0 -1/-3 0 1
10 0]1 00 Simplifiquemos la 2° fila por 2.
0 2 0|5 11 Simplifiquemos la 3° fila por -1.
0O 0 -1/-3 0 1
1001 0 0 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz
0 1 0(-52 1/2 1/2 unidad, por lo que al no salirnos ninguna fila de ceros, la
0 0 1| 3 0 -1 matriz A tiene inversa, siendo la matriz inversa la matriz

que queda a la derecha, es decir:

1 0 0
Al = | -52 1/2 12
3 0 -1

Terminemos de resolver la ecuaciéon matricial.

1 0 o0 1 1 0 0 -1
X=Al(Cc-2B)=| 52 12 12 |-||[1 0 2|-2-|0 1 1]|]-=
3 0o -1 1 0 0 1 0
1 0 o0 11 0 0 -2 4
= | -512 12 112 1 0 2|-lo0o 2 =
3 0o -1 1 0 0 2 0 2
i 0 o0 1 3 -4
|52 12 112 |- 1 -2 of-=
3 0 -1 -1 0 -2
1 3 -4
- | -2 -172 9
4 9  -10
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 11 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Lafuncion f R - R definida por

3-kx? si x <1,

F(x) =y 2 si x >1;

kx
es derivable en todo su dominio.
(1) ¢Cuénto vale k? ¢ Cuéanto vald)? Justifica las respuestas.
(2) Para el valor de k hallado en el apartado anterior, dibuja la region limitada por la gréfica
de la funcion fel eje OX, el eje OY y la recta=2.

(3) Halla el &rea de la regidn descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. Se considera la funcion: 1, +») - R definida por
f(x) =|x-2| +x-1.

Calcula, de manera razonada, su funcién derivada.

EJERCICIO 3. Sabiendo que

X y z
5 0 3|-=1,
1 1 1
calcula de forma razonada el valor de los siguientes determinantes sin desarrollarlos:
5x 5y 5z X y z
3/5 y 2x+5 2y  2z+3
1 1 1 x+1 y+1 z+1

EJERCICIO 4. Considera el punto P=(1,0,-1) y la recta r de ecuaciones

[ X +y =0,
“lz-1=0.

(1) Halla la distancia del punto P a la rectarr.
(2) Determina el plano que pasa por el punto P y contiene a la rectar.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Sobre un terreno con forma de
triangulo rectangulo, cuyos catetos miden, respec-
tivamente, 100 y 200 metros, se quiere construir umo m.
edificio de planta rectangular como se muestra en la
figura. Halla las dimensiones que debe tener dicha planta
para que su superficie sea maxima.

s
.

200 m.

EJERCICIO 2. Sea tR - R definida porf(x) = x3 - 3x2 + 2.

(1) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funemdsu punto de inflexion.
(2) Dibuja el recinto limitado por la grafica de la funciita recta tangente en su punto de
inflexion y el eje OY.

(3) Halla el &rea del recinto descrito en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. Dadas las matrices
all alZ ] y B - bll b12 ]
a‘21 a22 b21 b22
3 0
se sabe queA- B = .
0 3

(1) ¢Tiene A inversa? Justifica la respuesta y si la respuesta es afirmativa indica cual es la
inversa de A.
(2) ¢Es cierto que A:-B=B-A en este caso?

A=

EJERCICIO 4. (1) Sean Py Q dos puntos del plano situados, respectivamente, en los ejes
OX y OY que son distintos del origen de coordenadas O. ¢Cuantas circunferencias pasan
simultaneamente por O, P y Q? Justifica la respuesta.

(2) Describe un procedimiento geométrico para calcular una circunferencia de las mencionadas
anteriormente.

(3) Aplica el procedimiento descrito para calcular el centro y el radio de una circunferencia
gue pase por los puntos P=(2,0), Q=(0,2) y 0=(0,0).

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Silafuncién f(xes derivable en todo R tiene que ser continua también en R.
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Calculemos el valor o valores de k para que la funcién sea continua.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcién para valores dengnores que 1,<4, es una funcién polinémica,

y las funciones polinémicas son continuas en ®daego la funciéri es continua para<l.

- El trozo de funcién para valores xlenayores que 1x>1, es una funcién racional, que
son continuas en toddsalvo para los valores que anulen al denominador, que en este caso es
el cero, pero este valor no pertenece al dominio que estamos considerando, luego l& funcion
es continua para>%.

- El problema de la continuidad esta en el punto 1, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

. 2 2
lim f(x)=lm =—==2
o1t () w1 KX K lim f (x)=lim f(x)=f (1)
x>1 x -1 X -1
lim f(x)=lim (3-kx2)=3-k [~ ;
o H( ) %:3« ~ k23k+2-0 = k=_7 [1]
f(1) =3-k

Luego f(x)sera continua en el punto 1, si se verificaque: k=1 o k=2,

En definitiva, la funciénf(x) es continua enR, siempre y cuando se satisfaga que k=1
o k=2. [1]

Estudiemos ahora la derivabilidad para los diversos valores de k.

Una funcién serd derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad.

- Para valores de<1, f es derivable, por ser una funcion polinédmica, siendo la funcion
derivada, -2k

- Para valores dec>1, f es derivable, por ser una funcion racional, que son derivables
entodo R salvo para los valores que anulen al denominador, que en este caso es el cero, pero
este valor no pertenece al dominio que estamos considerando, luego la fdnciés
derivable para X1, siendo la funcién derivada,k’_xzz.

Por tanto, una primera aproximacién de la funcion derivada en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, seré:

-2k x si x <1
f(x)={_2 si x >1
kx?

- El problema esta en el punto 1.
En el punto 1 seréd derivable, si las derivadas laterales coinciden y en este caso se debe
satisfacer ademas la condicién de continuidad [1].
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, L 2 2
f@ad=Iim f (x)=lim — =_= , , _
@7 1 () 1 kx? K f@ay=f (1) -
x>1 - _27 k sz k7)1
f @) =lim f (x)=lim -2kx = -2k « -2k = k=1 = k=

x-1 x-1"
x<1

luego la funcién f(xpera derivable e = 1 siempre y cuando K=1 o k=-1, pero como ha de
ser continua y para ello k=1 o k=2, por tanto, para que sea derivable y continua a te=lez en
el valor de k debe ser 1.

La funcidén derivada quedara finalmente, una vez sustituido k por 1, asi:
-2X si x <1
f(x) =12 si x >1
X 2
Sustituyendo yor 1 en la funcién derivada tendremos qué{l) £ -2.

(2) La funcion f(x)para el valor de k=1 es:
3-x%2 s x <1

F(x) =y 2 si x >1
X

** Representemos el trozo de funcidér3y?, parax<1,
cuya grafica es una parabola. 3
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: /\\

x=0 = y=3 = (0,3) 2 o
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas: / T

y=0 = x=/3; x=-y/3 = (-/3,0); ( 3,0

3.- Coordenadas del vértice V:
x=-b2a=0 =y=0 = V(0,3)

4.- La gréfica es la situada al lado.
** Representemos el trozo de funcion= 2k, para x1.

1.- El dominio de la funcion €B-{0} ya que se trata de una 1
funcién de proporcionalidad inversa. s

2.- Simetria. 2
vxeDom(f) — -xeDom(f) = N

12

f(x):% - f(—x):_ixz— - f(x)

luego f(-x) = - f(x) paraVv x € R-{0} por lo que la
funcién es una funcion impar, es decir, es simétrica respecto del origen.

3.- No hay puntos de corte con los ejes coordenados.

4.- La asintota horizontal es: lim 2.2 =0 = A H vy=0

X = @

x| N

=

5.- La asintota vertical es: lim %
X -0

2
— =0 = A V. x=0
0

Teniendo en cuenta el estudio realizado y que un punto de la grafica es, por ejemplo el

(1,2), la gréfica de este trozo de funcién es la representada al lado.
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Finalmente, la gréfica dé&) es la situada al lado,
y donde la regién descrita en el ejercicio, ha sido
rayada en la gréfica.

(3) El area de la region rayada situada al lado es:
1

2
. 2
Area = [ (B -x?) dx + [ = dx =
1

L2 Ln(x)]2:3—%+2Ln(2) “2Ln@) -
1

XS
3X - —
3

+2Ln(2)

w| o

0

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Expresemos f(>@omo una funcién a trozos, teniendo en cuenta la definicion de funciéon
valor absoluto:

-X+2+4/x-1 Si x -2<0 Xx>1 = x<2 X=>1
f(x):x-2+m:{ Y y

X-2+/x-1 Si X -2>0 y x>1 = x>2 y x=>1

£(0) -x+2+/x-1 Si l<x<2
X-2+x-1 Si X >2

Antes de estudiar la derivabilidad, analizaremos la continuidad, ya que para que una
funcién sea derivable es preciso que sea continua.

La funcionf es la suma de la funcion raiz cuadrada de una funcién polinémica que es
continua en su dominio, y de la funcién valor absoluto de otra funcion polinémica, que al ser
ésta continua su valor absoluto sigue siendo continua. Y la suma de dos funciones continuas
es otra funcidn continua, luego la funciéesfcontinua para>%.

Analicemos la derivabilidad.

El trozo de funcion definido para los valores dex<l% es una funcién derivable por
razones similares a la continuidad, salvo para los valores que anulen a la raiz cuadrada, que al
ser el 1 y no pertenecer al dominio que estamos considerando no incide en la derivabilidad,
luego fes derivable para valores dex&z.

El trozo de funcion definido para los valoresd®, es una funcion derivable por razones
similares a las anteriores, luegesfderivable para valores de2x

El problema estaria en los puntos 1y 2, el 1 por estar en el extremo inferior del intervalo
de definicidn, y el 2 por haber un cambio en el comportamiento de la funcién.

Obtengamos una primera aproximacion de la funcion derivada, para todos aquellos valores
de xdonde ya sabemos que es derivable:

1e—1 s 1<x<2
A ORE [1
1+ Si X >2

2/x -1
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Veamos si es derivable en el punte X por la derecha.

F @29 =lim f (x) =lim (—1+ ! ):—1+m:w
27) fim (x) im =

x>1

luego no es derivable en el punte %.

Estudiemos la derivabilidad en el punto 2, sabiendo que es continua en dicho punto y
pudiendo por tanto ser derivable.

Para que la funciéndea derivable en el punto 2, las derivadas laterales deben coincidir.
Calculémoslas:

‘ im f i 1 13
f @29 =lim f (x) =lm |[1+— | =1+2 -2
x - 2" X -2 2/x-1 2 2
“@2) =lim f - 1 11
f @) =lmf (x)=Ilm |-1+—m—|-=--1+==--=
X -2 X -2 2yx -1 2 2

x<2

Como las derivadas laterales no coinciden,ig«s derivable en 2.
La funcién derivada coincide con la primera aproximacién que hicimos en [1].

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Calculemos el determinante siguiente sin desarrollarlo.

5x By 5z Xy z X y z
1 0O 35 |=5|1 0 35 |=|5 0 3|=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

el primer paso ha sido sacar factor comin el cinco de la 12 fila, para después multiplicar por 5
la 22 fila. Nos hemos basado en las siguientes propiedades de los determinantes:
* Sitodos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor puede sacarse
fuera del simbolo del determinante.
*  Para multiplicar un determinante por un nimero basta multiplicar una linea por dicho
namero.

Calculemos este otro determinante

X y z X y z X y z X y z
2x+5 2y  2z+3 |=|2x 2y 2z |+| 5 0 3 |=0+| 5 0 3 |=
x+1 y+1 z+1 x+1 y+1 z+1| |x+1 y+1 z+1 x+1 y+1 z+1

hemos descompuesto el determinante en dos, basdndonos en la propiedad que dice:
* Silos elementos de cualquier fila o columna de un determinante son sumas de igual nUmero
de términos, entonces el determinante es igual a la suma de tantos determinantes como
sumandos figuren en dicha fila o columna, de tal manera que en esos determinantes el resto de
las filas o columnas permanecen inalteradas, excepto la que esta formada por sumandos, la cual,
es reemplazada por los primeros sumandos para el primer determinante, por los segundos para
el segundo determinante y asi sucesivamente, hasta el dltimo sumando.

El primero de los dos determinantes vale cero por tener la 12 y 22 fila proporcionales, que
es otra de las propiedades de los determinantes.
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X y z X y z X y z X y z
=| 5 0 3|1=/5 0 3|+|5 0 3|=0+|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 X y z 1 1 1 1 1 1

El determinante que habiamos obtenido lo hemos vuelto a descomponer en dos nuevos
determinantes segun la misma propiedad que citamos en primer lugar. El 1° de ellos es cero por
tener dos filas iguales. El 2° nos dice el ejercicio que vale 1.

SOLUCION EJERCICIO 4.- P (1,0, ‘

(1) Para calcular la distancia del punto P=(1,0,-1)
ala recta r, habra que calcular las coordenadas de un
punto H de la recta r, tal que se satisfaga que el vector

PH sea perpendicular al vectar de direccion de la
recta: PH.U; de manera que la dist(P,r) = dis(P,H).

Expresemos la ecuacién de la recta r en forma paramétrica para calcular el vector de
direccidn de la misma, asi como las coordenadas del punto H. Para ello,

x+y =0 expresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo por el método
z-1=0 reductivo de Gauss.
1 10]|0 )
00 111 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3
() 2)(y) El sistema esta diagonalizado, nos sobra una incégnita, la y, que la
1010 pasamos al segundo miembro como incognita secundaria, se trata de un
01 0|1 sistema compatible indeterminado uniparamétrico.
X)) Z o
(X 2) La solucion es:
10~y ) x=y ; z=1.
0 1]1 Sustituyamos la incégnita secundayigpor el parametra:
X = -\ Leyendo directamente en la ecuaciéon de la recta, tendremos que el
r=4y =21 vector de direccién tiene de coordenadas (-1, 1, 0) y el punto genérico
z=1 H, (-A, 2, 1).

Construyamos el vectoPH
PH=(-2 A1) -(1,0, -1) =(-r-1, 1 2)

este vectorPH al ser perpendicular al veoctpr el producto escalar de ambos sera
cero, con lo que tendremos: n
PHLO = PH- 0G=0 = (-a-1, A, 2)-(-1,1,0)= 0 = A+1+A =0 = A=

luego, PH=(-a-1, 2, 2) :(%-1, -1,2) :(—%, -2 2)

dist (P, r)=dist (P,H) =|PH| :\J(-%)2+(_%)2+22: /%%4:@:%/?

(2) La ecuacion del plano que pasa por el punto P=(1,0,-1), y tiene como vectores de
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direccion el de larectarg = (-1, 1,0), y el vector PH= ( —%, —%, 2 ) es:
_ _ 1
Xx=1-A K
mEly = - Sp
z=-1+2u

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

La funcion area del rectangulo erea =x -y [1]
Segun el dibujo se verifica la proporcion:
100 -x _ 100 100-x _ 1
y —200=> y —iﬁy—ZOO 2x
sustituyendo esta Ultima expresion en [1], tendremos
Area =x(200-2x) = A(X)=200x -2x2 = Dom A(xF]0, 100].
Calculemos el maximo de la funcion area, que es continua y derivable en su dominio.
A" (x) =200 -4x = 200-4x=0 = x=50 = y =200-2-50 =100
Estudiemos la monotonia de Aéq los intervalos 10, 50 y 150, 100[:
A" (10)=200-40=160>0 = A(x)>0 = A(x) es creciente en ]0, 50[
A (60)=200-240=-40<0 =A"(X)<0 = A(X) es decreciente en ]50, 100[
luego hay un maximo relativo en= 50, que es a su vez absoluto.
Las dimensiones de la planta de area maxima serbOxm. e y 100 m.

[— 100 m.—s]

200m

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Calculemos el punto de inflexion de la funciéfix) = x3 - 3x?2 + 2.
f"(x)=3x2-6x = f (x)=6x-6 = 6x-6=0 = x-=1
f7" (x)=6 = 7 (1) =60 = Punto de inflexion en x =1
Six=1 = y-=f(1)=13-3.12+2=0
La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la furicgmun punto de abscisg es:
-¥o = F70p) (X-X).
Como f(1) =3-6=-3, laecuacion de la tangente en el punto de inflexion (1, 0), es:
y-0=-3(x-1) = y=-3x+ 3

(2) Representemos primeramente la funcignxy- 3x + 2.
1.- El dominio de la funcion es R ya que se trata de una funcién polinémica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la
ecuacion del eje de abscisass §.
y=x3-3x2+2 }  0-x3_-3x2:2
y=0
resolvamos esta ecuacion mediante Ruffini, probando con los divisores del término
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3.-
4.-

6.-
7.-
8.-

grafica de la funcion en el punto de abscisa
x=1, es decir, ¥ -3x+ 3

1.-

2.-

3.-

independiente. Comencemos con el 1. (Ver dibujo).

1 -3 0 2
Efectivamente el 1 es una raiz, terminemos de resolvep 1 2 2
la ecuacion de 2° grado que ha aparecido: 1 2 -2

2 oy -0 _ y.2%/4+8 _x=273
X-2x-2=0 X_T_\x=—0'73

luego los puntos de corte con el eje de abscisas son: A(-0"73, 0), B(1,0) y C(2°73, 0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolverd el sistema formado por la funcién y la ecuacion del
eje de ordenadas, =x0. Basta sustituir x 0 en la funcién:
y=x-3¥+2 = y=0-0+2=2 = elpuntoesel(0,?2).
La funcién es continua en todo su dominio ya que es polinémica.
Crecimiento y decrecimiento.
Hallemos la primera derivada:  y &Bx - 6x
Obtengamos los valores que anulan a la primera derivada, que son:

2 _ - B _ ~ X=0
3x°-6x=0 3x(x-2) =0 W X =2

los llevamos ordenadamente sobre el eje de abscisas y construimos los posibles intervalos
de crecimiento y de decrecimiento (Ver fig.). Probamos valores intermedios, por ejemplo
-1, 1y 3, de esos intervalos en la primera derivada y o
segln nos salga mayor o menor que cero, €l mte%vv
correspondiente seré creciente o decreciente.

f (-1 =3(-1)2%2-6(-1) =3+6=9>0 = creciente en (-,0)

f (1) =3(1) 2-6(1) =-3<0 = decreciente en ©0,2)

f (3 =3-32-6-3 =9>0 - creciente en (2, =)
Los maximos y minimos se hallarian sustituyendo los valores que anulan a la primera
derivada en la segunda derivada, y segin nos salga mayor 0 menor que cero sera minimo
0 maximo. Pero al ser continua y segun el estudio sobre el crecimiento y decrecimiento
anterior, tendremos:

méaximoen (0,2) y minimo en (2, -2).

Al ser una funcién polinébmica no presenta ningun tipo de asintotas.
El punto de inflexién es el que ya habiamos hallado, el (1, 0).
La gréafica aproximada de la funcion es la
situada al lado.

-1

3
2
Representemos la recta tangente a la / /
1 2
3

Punto de corte con el eje de ordenadas:
x=0 =y=3 = (0,3

Punto de corte con el eje de abscisas:
y=0 = x=1 = (1,0)

La gréafica de esta recta también esta situada en el dibujo anterior.
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El recinto limitado por la gréfica de la
funcion, la recta tangente en el punto de inflexion 3
y el eje QY, es la zona rayada en el dibujo adjunto.

@

(3) EIl area del recinto anterior se obtiene
integrando la funcién diferencia de ambas
funciones, entre Oy 1.

1
Area :f(—3x +3-x%+3x2-2)dx -

0 1
1

= f(—x3+3x2—3x+1)dx =
0

4 3
—XT+3%—3—+X :——+1—%+1:%

SOLUCION EJERCICIO 3.--
(1) Justifiquemos si la matriz A tiene inversa, sabemos que

Aol 0 1
Bl 3 (1]

comprobemos si tiene inversa la matriz del segundo miembro, para poder asi multiplicar a la
derecha por dicha inversa. Lo haremos mediante el método de Gauss, consistente en poner a la
derecha de la matriz, la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas transformaciones
elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la derecha es la
matriz inversa.

( 30110 ] Dividamos todas las filas por 3.
0 3|0 1
En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, luego
10 l 173 0 la matriz tiene inversa, siendo la matriz inversa la matriz que queda
0 1] 0 1/3 a la derecha, es decir:

3 0| - 1/3 0
03) o0 13
Multipliguemos en la igualdad [1], a la derecha, por esta matriz inversa.

(3 o]l (3 o) (3 o]l (3 o]l
A-B- - : - A-B- =1 [2]
0 3 0 3 0 3 0 3

si A tiene inversa se verifica que A*A |, luego identificando con [2], tendremos:

Pu b
Al_g (3 o]l ar_| Pu P (1/3 0 ] 33| 1,
03 b, b, 0o 13 by by | 3

3 3

luego la matriz A tiene inversa, y es 1/3 de la matriz B.
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(2) Demostremos si es cierto, en este caso, que A:-B =B-A.

0 3
multipliquemos a la izquierda por la inversa de A, A

30 3 0 30
Al.A.B=A1. -1 .-B=A1. - B=A1.
0 3 0 3 0 3

3 0
Sabemos que A-B= ( )

0 1

el ultimo paso es debido a la propiedad conmutativa del producto de matrices por un nimero
real y por la matriz unidad.
Multipliqguemos la Ultima expresién, a la derecha, por la matriz A.

1 0
B—Al-S-[ J = B=A1.3. 1 = B=3-1-A1

10 30
B-A-3-1-AA - B A=3.1-1 - B-A-3. (o 1) :B-A—( )

luego efectivamente A-B = B-A.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Los tres puntos O, P y Q, determinan un tridngulo, y s6lo hay una circunferencia
circunscrita a dicho triangulo.

(2) Se trata de hallar las ecuaciones de dos mediatrices del triangulo OPQ. La interseccion
de ellas nos da el centro de la circunferencia, es decir, basta resolver el sistema formado por
ellas. El radio sera la distancia del centro a cualquiera de los puntos O, P 0 Q.

(3) La ecuacion de la mediatriz s x = 1, por ser paralela al eje de ordenadas en el
punto medio del segmento OP, como facilmente se observa en el dibujo. De forma similar
obtenemos la ecuacion de la mediatrizjoe es ¥ 1.

La resolucion del sistema formado por las
ecuaciones de ambas mediatrices, evidentemente es

x=1ley1
es decir, el centro de la circunferenciaes el C =(1, 1).

El radio de la circunferencia sera la distancia, por

ejemplo, de C a O:
radio =r =\/(1 -0)2+(1 -0)2=y2




L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 128

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 12 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. De una funcién continfiaR-R se sabe que Bi: R-R es
una primitiva suya, entonces también lo es la fun@Gdtada porG(x) = 3 -F(x). ¢Puedes
33

determinar (33)? y f (5)? ¢y el valor de f f(x) dx ? Justifica las respuestas y en los
5

casos de respuesta afirmativa calcula los correspondientes valores.

EJERCICIO 2. Larecta de ecuacién 3y + 2 =0 es tangente ala parabola de ecuacion
y=a+c en el punto P=(1,5).

(1) [1 PUNTO]. Calcula las constantes a y c de la ecuacion de la pardbola describiendo el
procedimiento que sigas.

(2) [0°5 PUNTOS]. Dibuja la region plana limitada por la pardbola dada y la recta cuya
ecuacion es 2y 6x+ 5.

(3) [1L PUNTQ]. Calcula el area de la regién descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. Considera las matrices

e ()

(1) [1°5 PUNTOS]. Calcula una matriz X tal que? AAX = 1.
(2) [1 PUNTO]. Calcula, si existe, la inversa de X.

EJERCICIO 4. (1) [1 PUNTO]. Explicacomo se puede hallar el &rea de un triangulo a partir
de las coordenadas de sus vértices en el espacio tridimensional.
(2) [1'5 PUNTOS]. Aplica dicho procedimiento para hallar el area del tridngulo cuyos

vértices son los puntos
A=(-10,0), B=(,01), y C=(0,23).
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Opcion B

EJERCICIO 1. Supongamos que el rendimiento r de una alumna en un examen que dura una
hora viene dado por la relacigt) = 300t(1t) dondet con 04<1, es el tiempo medido en
horas.

(1) [1 PUNTOQ]. ¢En qué intervalos aumenta el rendimiento y en qué intervalos disminuye?
(2) [1 PUNTO]. ¢En qué momento se obtiene mayor rendimiento y cuanto vale?

(3) [0°5 PUNTOS]. ¢En qué momentos el rendimiento es nulo?

EJERCICIO 2. De la gréfica de la funcién polindmica R -~ R dada por
f(x) =x3+ax?+bx +c
se conocen los siguientes datos: que pasa por el origen de coordenadas y que en los puntos de
abscisas 1y -3 tiene tangentes paralelas a la bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes.
(1) [1 PUNTO]. Calculaa, byc.
(2) [1'5PUNTOS]. Dibuja el recinto limitado por la grafica de la funéipal eje de abscisas
y calcula su area.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Estudia el siguiente sistema segun los valores del parametro
k e interpreta geométricamente los resultados

2x +2y +(k+2)z = -5,
X +y -2z =5
3x + ky -6z =5k,

EJERCICIO 4. Considera el plano Tix-y+ 1 =0 y el punto A=(2,0,1).

(1) [1'5 PUNTOS]. Determina las ecuaciones de la recta que es perpendicular al plano IT
pasa por el punto A.

(2) [1 PUNTO]. Hallalas coordenadas del punto B que es simétrico del punto A respecto del
plano T1

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Si F(x) es una primitiva de f(>éntonces se verifica que F &J(x).
Si G(x)también es una primitiva de f(s@ verificara igualmente que G"&J(x).
Como ademas el problema nos dice g8¢x) = 3 - F(x), derivando esta expresion
tendremos: G (g0-F(x) = G X=-F(X) [1]
Sabemos que F (®f(x) yque G’ (xF f(x) luego sustituyendo en [1]:
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fx)=-fx) = fx)+f(x)=0 = 2fx)=0 = f{xx)=0.
Por tanto, si podemos determiné83) y {5): f33)=0 ; ®)=0.
33

Veamos si podemos calcular el valor dq f(x) dx ?
5

como F(xX)y G(x)son dos primitivas de f(x3e verificara:
33 33

[ ) dx =[F(x) ]33:F(33)—F(5) D[ 0 dx =[G ]33:6(33)— GG)  [2
5 5
es éecir, que B3) - H5) =G33)-Qg>5). i [3]
por otro lado sabemos que G#3® - F(x) lo que significa que:
G(33)=3-F(33) ; G(5F 3 - F(5)

sustituyendo estas expresiones en [3]:
F(33)-H5)=3-HK33)-3+K5) = 2HK33)=2K5) = H33)=H5)
y légicamente también se satisface qu@3p= J5), por lo que sustituyendo en [2]:
33 33

ff(x) dx = F(33) -F(5) =0 ; ff(x) dx = X 33) -5) =0

5 5

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Silarecta3xy+2 =0 estangente a la parabola de ecuacida + ¢ en el punto
P=(1,5), significa que este punto satisface la ecuacion de la parabola por ser un punto de ella:
y=a¢+c = 5=ail+c = 5=a+c [1]
Como la recta es tangente, significa que su pendiente coincide con la derivada de la pardbola
en el punto de abscisa 1:
3x-y+2=0 = y=3x+2 = pendiente=m=3
y=at+c = yX=2x = y{@l)=2al=2a
igualemos pendiente y derivada en el punto 1: 3 =2a &= 3/2.
Sustituyendo este valoren [1]: 5=a+c $=3/2+c = c=7/2.

(2) Para dibujar la grafica de la parabola= gxz + % calcularemos los puntos

de corte con los ejes de abscisas y de ordenadas, asi como el vértice V.
* Punto de corte con el eje de ordenadas: Ox = y=7/2 = A(0, 7/2).

* Puntos de corte con el eje de abscisas: Oy = %x 2. ; =0 = x-= 1/— %

* Coordenadas del vértice V:
x=-b/l2a=0/3=0 =y=7/2 = V(0, 7/2).

* Otro punto orientativo podriaser: =x1 = y=5 = B(1,5).
Representemos la recta 2¥x+ 5.

* Punto de corte con el eje de ordenadas: Ox = y=5/2 = C(0, 5/2).

* Punto de corte con el eje de abscisas: Oy = x=-5/6; = D(-5/6, 0).
Las gréficas de la pardbola y la de la recta, estan situadas a continuacion.
Calculemos los puntos de corte de la pardbola y de la recta.
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3,7
y=2xX+351 2(%x2+%):6x+5
2y=6x+5

X*+7=6x+5 = 3-6x+ 2 0

J3
L= 8:/36- 24 1+
- 82 30- 24,

J3
=73

La regién plana limitada por ambas graficas se 2 -
corresponde con la zona rayada.

(3) El area de la regién rayada es:

<3
1+?3 1+-5
A — 5 ( 3 2 7 :| - 8 ( 3 2 j -
= +=-|= + = = -= + _| =
Area J;, 33 {3X 2 2 X 2 dx I 5 2 X“+3x-1 dx

=3
133
X, 3.5 _2
-[ >t X Xl-ﬁ_g\@
3

(Nota: se recomienda el uso de calculadora u ordenador para la obtencién final del resultado).

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Calculemos una matriz X que verifique Z4MX = 1.

Sumemos a ambos miembros la matriZ :-A K+ AX-A?=1-A?
por la propiedad conmutativa de la suma de matrices: - A’A+ AX =1-A? =
AX =1-A? Sila matriz A tiene inversa, Apodriamos multiplicar por ella.

Para comprobar si A tiene inversa lo haremos mediante el método de Gauss, consistente
en poner a la derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas

transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede
a la derecha es la matriz inversa de A, A

2 1/1 O Diagonalicemos.
1 110 1 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por: 2 - [2*f] + [1°f]
2 11 0 Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.
0 -111 2 Sustituyamos la 1° fila por: [1°f]] + [2°f]
2 012 2 Simplifiquemos la 1* fila por 2
0111 2 Multipliquemos la 2* fila por -1
En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por
10/1 1 lo que al no salirnos ninguna fila de ceros, la matriz A tiene inversa,
0 1|-1 -2 siendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:
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AL - 1 1
Sl -2

Multiplicando en la expresion AX =1 -?A por la inversa de A, A tendremos:
AX =1-A? - A'AX=AT(-A) = X=A'(-A?

S SR B PO g B g I
LT (BR G E YR Dary R R

(2) Para calcular, si existe, la inversa de X lo haremos mediante Gauss.
( -1 071 0 La matriz esta diagonalizada.
0 -1

0 1 Multipliquemos la 1* y 2* fila por -1
1 0]-1 0 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo
0 1/0 -1 que al no salirnos ninguna fila de ceros, la matriz X tiene inversa,

siendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:

-t 1 0
Lo 1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Sabiendo que el modulo del producto vectorial de dos vectonesy,
representa el &rea del paralelogramo que determinan, podemos aplicar este concepto
al célculo del &rea de un tridngulo. Al conocer las coordenadas de los tres vértices, A, B
y C, del tridngulo podremos obtener las coordenadas de los vectores, por ejemplo,
AB y AC el modulo del producto vectorial de dichos vectores nos daria el area del
paralelogramo que formarian los dos vectores, y la mitad de dicha area representaria el area del
triangulo ABC.

Area del triangulo ABC = % | ABx AC|

(2) Calculemos primeramente las coordenadas de los vectdieyg, AC
AB=(1,0,1) -(-1,0,0) =(2,0,1)
AC=(0,2,3) -(-1,0,0) =(1,2, 3)
el producto vectorial de ambos vectores es:

o1l ‘2 1\ \2 OU
. , =(-2, -5,4)
23 1312

Area del triangulo ABC = % |ABx AC| = % J(-2)2+(-5)2+42 = %\/E = g\/ﬁ

ABxAC=(2, 0, 1)x (1, 2, 3) —[
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SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Para ver los intervalos en los que aumenta o disminuye el rendimiento, calcularemos

los valores que anulan a la primera derivada de la funcién r(t)
r(t) = 300t(1t) con04<1 = r’(f)=300 (1t -300t = r'(t)=300 - 600t
300-600=0 = t=1/2

este valor det lo llevamos sobre la recta real pero |
considerando sélo el intervalo [0, 1] que es el dominio de*
la funcion r(t) y construimos los dos posibles intervalos P g
de crecimiento o decrecimiento.
Probemos valores intermedios de dichos intervalos en la funcion primera derivada y segin nos
salga mayor o menor que cero, la funcién sera creciente o decreciente:

r'(0.1)=300-600-0.1=240>0 =£| rendimiento aumenta en [0, 1/2)

r(0.8) =300-600-0.8=-180<0 =El rendimiento disminuye en (1/2, 1]

1

L ro|=

(2) Al ser la funciérr(t) continuay derivable en su dominio, por ser polindmica, y segin
el estudio anterior, vimos que en el punto1/2, al pasar la funcion de aumentar a disminuir,
se produce un maximo relativo en dicho puirtal/2 hora, que también sera maximo absoluto.

El valor del rendimiento en dicho instante es:

r(i) -300. 1(14) - 75
2 2 2

(3) Se trata de igualar a cero la funcion, €§ decir, de resolver la ecuacion:
300t(14)=0 = t=0 ; 1t=0 = t=0horas ; £1hora
en estos dos instantes el rendimiento es nulo.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Sila funcionf(x)= x3+ax?+bx +c pasa por el origen de coordenadas, (0,0),
significa que se satisface lo siguient&€(0) =0% +a- 0> +b-0+c = 0=c
Si las tangentes en los puntos de absgish y x=-3 son paralelas a la bisectriz del 2° y
4° cuadrante, esto implica que la derivada de la funcién en dichos puntos coincide con la
pendiente, m=-1, de la recta bisectriz;xy es decir:
. ~f (1) =3+2a+b - -1=3+2a+b
Fe)= 3x*+2ax «b = f’(—(3; ~3(-3) 2+2a(-3) +b - -1-27-6a+b
Simplifiqguemos estas dos Ultimas ecuaciones.

2a +b = -4 } Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos a su resolucién
-6a +b = -28 mediante el método reductivo de Gauss.
2 1] -4 Diagonalicemos. .
Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
-6 1|-28 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f]] + 3 -[1°f]
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1.-
2.-

y
y

3.-
4.-

-0

21| -4 Tomemos como pivote el elemento ay, = 4 # 0.
0 4|-40 Sustituyamos la 1° fila por: 4 - [1°f] - [2°f]
8 0| 24 Simplifiquemos la 1* fila por 8
0 4|-40 Simplifiquemos la 2° fila por 4
10| 3 El sistema estd diagonalizado, es un sistema compatible determinado,
0 1!-10 lasolucibnes: a=3 ; b=-10.
Es decir, la funcion es:f (x) =x3 + 3x 2 - 10x

(2) Representemos la funcion=y¢ + 3% - 10x.
El dominio de la funcion es R ya que se trata de una funcién polinémica.
Puntos de corte con el eje de abscisas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la

ecuacion del eje de abscisass @. % -0

2 WX =-5

=X %+3x 2-10x }: 0-x°+3x2-10x = 0=x(x2+3x-10) = , _-3+/9+40 _-x -2

luego los puntos de corte con el eje de abscisas son: A(-5, 0); B(0, 0) y C(2, 0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolverd el sistema formado por la funcién y la ecuacion del
eje de ordenadas,=x0. Basta sustituir x 0 en la funcion:
y=x+ 3% - 10x = y=0+0-0=0 = elpuntoesel(0,O0).
La funcién es continua en todo su dominio ya que es polinémica.
Crecimiento y decrecimiento.
Hallemos la primera derivada: Yy &BX + 6x
Obtengamos los valores que anulan a la primera derivada, que son:

, ) 0 _ -6+,/36+120 Y39 _ -~ x=1.0816
3x*+6x -10=0 = x=—————=-1x3==_ 5 "370816

los llevamos ordenadamente sobre el eje de abscisas _ss16 1.0816

y constrwmo_s I(_)s posibles |_ntervalos de creumen&i/\\g/\\i/

y de decrecimiento (Ver fig.). Probamos valores

intermedios, por ejemplo -4, 0y 2, de esos intervalos en la primera derivada y segin nos
salga mayor o menor que cero, el intervalo correspondiente sera creciente o decreciente.

f (-4)=3(-4)2+6(-4) -10=14>0 - creciente en  (-=, -3.0816 )

f
f

5.-

6.-

(0) =3:02+6-0 -10 =-10<0 — decreciente en  (-3.0816, 1.0816 )
(2 =3-22+6-3 -10=14>0 - creciente en (1.0816, )
Los maximos y minimos se hallarian sustituyendo los valores que anulan a la primera
derivada en la segunda derivada, y segun nos salga mayor 0 menor que cero sera minimo
0 maximo. Pero al ser continua y segun el estudio sobre el crecimiento y decrecimiento
anterior, tendremos:

maximo en (-3.8016, 30.0411) y minimo en (1.0816, -6.0411).
Las ordenadas de estos extremos relativos se obtienen sustituyendo las abscisas
correspondientes en la funcion f(x)
Al ser una funcién polinébmica no presenta ningun tipo de asintotas.
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7.- La gréfica aproximada de la funcion es la situada al
lado. El recinto subrayado es el limitado por la /////// \
gréfica de la fu’nC|on y e_I eje de _absusas. _ %%?////%//////// i
Calculemos el &rea de dicho recinto. Hemos de tener B 2

en cuenta que hay que calcular el area, por separado, de

la zona que esta por encima del eje de abscisas de la que

gueda por debajo que es negativa.

30

0 2
Area = [(x3%+3x2-10x)dx + x 3 +3x2-10x) dx
jea - | | lf( )

5 0
0 2
RES x® x? x* 3 2 _
= T+3? 107 + T+X 5x =
-5 0
0 (L Tsn |5atsat 0 - I8 pe) - AT
4 4 4 4

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el método de reduccién
de Gauss.

2 2 k+2|-5
1 1 -2 5 Intercambiemos entre si las filas 1* y 2°
3 k -6 |5k
11 215 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
2 2 k+2|-5 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - 2 - [1°f]
3 k -6 |5k Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - 3 - [1°f]
1 1 -2 5
0 0 k+6| -15 Intercambiemos entre si las filas 2* y 3%
0 k-3 0 |5k-15
1 1 -2 3 El sistema estd triangulado inferiormente. Algunos elementos de
0 k-3 0 |5k-15| la diagonal principal pueden ser cero. Estudiemos los diferentes
0 0 k+6/| -15 casos que se presentan.

*Sig,=0 = kt6=0 = k=6 = la Ultima ecuacion seria, 0=-15,
gue es absurda y en consecuencia es un sistema incompatible, no tiene solucién, o sea, los tres
planos no tienen ninglin punto en coman.

*Sia,#0 = k+6%0 = k=-6 = la Ultima ecuacion no seria ni
absurda ni trivial, pero el elementg puede ser o no cero, es decir:
** Sia, =0 = k-3=0 = k=3 = la segunda ecuacion

(k-3)y=5k-15, seria 0=0, que es trivial y se eliminaria, nos quedaria pues un sistema de dos
ecuaciones y tres incognitas, es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico, o sea, los
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tres planos se cortan en una recta.
¥»* Sjia,* 0 = k33 = k#3 = lasegunda ecuacion no es trivial

ni absurda, el sistematendra tres ecuaciones y tres incognitas, sera compatible determinado, con
solucion Unica, luego los tres planos se cortan en un punto.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Si la recta es perpendicular al plano, el vector normal al plano coincidira con el
de direccion de larecta:n = (1, -1,0) =V,

luego la ecuacion de la recta que tiene como vector de direccion al vector y pasa por
elpunto A=(2,0,1) es:
p ( ) X2 4t
r =4y = -t
z=1
(2) Al ser la recta r perpendicular al plahb la A

proyeccién del punto A de r sobre dicho plano nos da un
punto H que verificaqueAH= HB  siendo B el simétrico ‘
del A respecto del plano.Il H
El punto H lo obtenemos hallando la interseccion de | ’
recta r con el plano Jes decir, resolviendo el sistema :
X =2+t B

- -t 3
Y = 0=24t ()41 = t=-3
O=x-y+1

sustituyendo este valor de t en la ecuacion de la recta obtenemos el punto H:

H= +t, -t, 1) =[2+-2), (2] 1]-(2 321
2 2 2 2
Apliqguemos la condicién anterior d&H = HB siendo B = (a, b, ¢)
AH-[L, 21)-@oy -=[-32 20
2 2 2 2

(L3 9) (al 3 ¢
HB=(a, b, c) (2, 2,1) (a > b > cl)

identificando ambos vectores: 3 L
2 2
3 3 ) ( 1 3 )
-=, 2,0 | =|a-=, b-=, c-1] -4 3 3
1 1 1 1 N~ _ b -~ — b — 3
( 2 2 2 2 > >
0

luego el punto B, simétrico del A, tiene de coordenadas (-1, 3, 1).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 13 DE EXAMEN

Opcion A

por los puntos (0,-6) y (1,0) (mira el dibujo) es la
grafica de la funcion derivada segunfia de una o X
cierta funcion f : R - R. Se sabe que el origen
pertenece a la curvaf(X) y que en ese punto la recta
tangente tiene pendiente igual a 3. Determina una 4
expresion de la funcion f

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Lalinea que pasa /
y=Ff"(x)

EJERCICIO 2. (1) [1 PUNTO]. Explica en qué consiste el método de integrpoidpeartes.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula fxz Ln(x) dx,

donde Ln(X denota el logaritmo neperiano de un nimero positivo X

EJERCICIO 3. (1) [1'25 PUNTOS]. Determina la ecuacién del plano que es paralelo al
vectoru=(1,2,3) y contiene a la recta que pasa por el punto P=(1,1,1) y es paralela al vector
v=(1,1,1).

(2) [1725 PUNTOS]. Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto P=(1,1,1) y es
perpendicular al vector u=(1,2,3).

EJERCICIO 4. De una matriz cuadrada de orden 3 se sabe que su determinante vale 4.
(1) [0'5 PUNTOS]. Explica cuanto vale el determinante de la matriz 3A.

(2) [1L PUNTOQ]. SiB es la matriz inversa de A, explica cuanto vale el determinante de B.
(3) [1 PUNTO]. Al aplicar el método de eliminacion de Gauss a la matriz A, al final del
proceso obtenemos, sin que haya habido intercambio de filas ni de columnas, la matriz
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2 0 -2
0o -2 1
0 0 o

¢,Cuanto vale a? Justifica la respuesta.

Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. En las paginas de un libro ha de imprimirse un texto que
ocupa 200 cf Los margenes laterales han de ser de 4 cm. y los margenes superior e inferior
de 6 cm. cada uno. Calcula las dimensiones de cada pagina para que la cantidad de papel
necesario sea minima.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Calcula el area de la regién rayada en la figura y justifica el
procedimiento empleado (LN(8s el logaritmo neperiano dg§ x

Y

EJERCICIO 3. (1) [1 PUNTO]. Explica brevemente el concepto de independencia lineal de
vectores enR® y enuncia alguna condicién equivalente a que tres vectords’ dean
linealmente independientes.

(2) [1'5 PUNTOS]. Escribe el vector b como combinacién lineal de los vectores u, vy w,
siendo:

1 0 -1 -1
u={-11, v=|2], w=| -1 y b= -7
2 6 3 7

EJERCICIO 4. Considera los planos de ecuaciones
m,: X+By+z=0 M,:2x-3y+z-5=0 y My: X+y -2z -15=0

(1) [1"25 PUNTOS]. Determing3 de forma que los tres planos tengan una recta en

comun.

(2) [1"25 PUNTOS]. Determina si para algun valofdel planoll, es perpendicular a los

otros dos planos.
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SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Obtengamos la expresion de la funcion segunda derivada, que al ser una recta sera de la
forma y=nmx+n.

Sabemos que pasa el punto (0, -6) luego: -6=m:-0+n n=-6.

Sabemos que pasa el punto (1,0)luego: 0=m-1-6 m=6.

Por tanto, la funcién segunda derivada es: f=Z@Q- 6

La funcién primera derivada la calcularemos integrando la segunda derivada.

f (x)—ff (X) dx—f(ex 6) dx—67—6x+k—3x -6x +k

f7(x) =3x2-6x +k
Como la pendiente de la recta tangente a la funcioeri(g) punto 0 es 3, significa que
la derivada de la funciéneh el punto 0 vale también 3, es decir:
f 0 =3-02-6-0 +k = 3=k = f (x) =3x2-6x +3
La funcién f(x)la calcularemos mtegrando Ia funC|on primera denvada
f(x)= ff (x) dx f(Sx -6x +3) dx = ST—B7 +3x+C=x%-3x2+3x +C

Como el origen pertenece a la funcif), significa que sus coordenadas (0, 0) satisfacen

la funcion f
f(x) =x3-3x2+3x+C — f(0) =03-3.02+3.0+C - 0=C
es decir, una expresion de la funciéres: f(x) = x3 - 3x? + 3x.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Describamos el método de la integracion por partes.
La férmula de la derivada de un producto de dos funcionesy u(x)es:
Dlu(x)- v(x)| = v(x) - u (x) + u(x)- Vv (x)
expresemos la férmula anterior en notacién diferencial.
du(x)- v(x)]= v(x) - du(x) + u(x) - dv(x)
despejemos el Ultimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x) - du(x)
integremos los dos miembros de la igualdad
fu(x)- dv(x) = fd [u(x)- v(x)] - fv(x)- du(x)

teniendo en cuenta que la integral de la diferencial de una funcidn es la propia funcién, nos
REFH fu - av(x) = u(x) - v(x) - [v(x): du(x)
gue mas abreviadamente podemos expresar asi:
fu- dv = u-v —fv-du
férmula que usaremos cuando podamos interpretar que la 12 integral es de la forma,
fu(x)- V(x) dx, yaquela segundafv(x)- u'(x) dx, esmas sencillaque la12.

(2) Calculemos la integral siguiente por el método de integracion por partes.
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foLn(x) dx = [1]
u = Ln(x) ; du:%dx
3
dv = x2dx : v:fxzdx - X
3
continuando en [1], tendremos:
3 3 3 3 3
- %Ln(x) —f%-%dx:%m(x) —%fxzdx:%Ln(x) —%+c

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Siel plano es paralelo al vector(1,2,3), este vector sera un vector de direccién del
plano. Si contiene a la recta que pasa por P=(1,1,1) y es paralela al ¥€ctbay, significa
gue un punto del plano es el P, y otro vector de direccién del mismg es decir, la ecuacion
del plano en forma paramétrica es:

TTINT
e
+ o+ o+
> > >
+ o+ o+
WNT
=T

|

I
—_—t
N < X

(2) Siun plano es perpendicular al veatex(1,2,3), significa que este vector es un vector
normal al plano, es decir:
Ax+By+Cz+D=0 = X+2y+3z+D=0
Como el plano pasa por el punto P=(1,1,1), las coordenadas del punto satisfacen la
ecuacion del plano: ¥2y+3z+D=0 = 1+2+3+D=0 = D=-6
La ecuacion del plano, finalmente, sera:+ 2y+ 3z- 6 = 0.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Sea A la matriz cuadrada de orden tres

a, a, &5
B Gy By
8 8 Gy

A=

de la que sabemos que su determinante vale 4, es|ddcid.
Calculemos el determinante de la matriz 3A.

a, &, &, 3a, 33, 33
3A= 3 &, &, &; =|3a, 33, 3 =
8y G Gy 3a;, 3a, 33,
3a, 33, 3 a; &, &

13A|=|3a, 3a, 33,|=3BBla, a, a,|=3H=108
3a31 3832 3233 a; &, 4y
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hemos tenido en cuenta la propiedad de que para multiplicar un niimero por una matriz se
multiplican todos sus elementos por dicho niumero; y la propiedad de que si los elementos de
una fila o columna de un determinante tienen un factor comun, ese factor puede sacarse fuera
del simbolo del determinante.

(2) SiB es la matriz inversa de A, es decir, B’ AalculemosB|.
Es evidente qgue A -A=1, oloque eslo mismo, A-B=lI.
Teniendo en cuenta que el determinante del producto de dos matrices es el producto de los
determinantes de cada una de las matrices, tendremos:
|A-B[=[I| = |Al-[B[=]1] - 4-B|=1 - [B[=1/4

(3) Al no haber intercambio de filas ni de columnas en el calculo del determinante de una
matriz por Gauss no se produce ninguin cambio en el signo del determinante. No obstante, si en
el proceso de reduccion hemos multiplicado una fila previamente por un numero, el
determinante quedaria multiplicado por esa constante, no sabemos si se ha producido esto o no,
porque en el ejercicio se ha aplicado Gauss a una matriz y se ha obtenido otra equivalente que
tendra el mismo rango, es decir, 3, pero no se especifica que se ha aplicado Gauss en el sentido
estricto del calculo del determinante de una matriz; lo que esté claro es que a sera distinto de
cero, y que si no hemos sustituido ninguna fila previamente multiplicada por ninguna constante,
el determinante de A seria el producto de los elementos de la diagonal principal, o sea:

2:-(-2)-a=4 = a=-1

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.- 6

La funcién, cantidad de papel, que queremos sea minima, es;
C = («8)(y+12)
como el ejercicio nos dice que el texto ocupa 200 cm
X-y=200 = y=200k
sustituyendo este valor deey la funcién, tendremos

C(X):(X+8){%m+12) = C(X):12X+%OO+ 206

Calculemos los valores degye hacen minima esta funcién, de dominio: Dom C(x) =J0,+
C (x)=12- 1600 ~ 1600 2 1600_400 . %9\@ cm.

X2 = 12 X2 =0> x°= ?— 3
Estudiemos la monotonia de C(x), que es continua y derivable en su dominio:
C’(1) =12-1600A=-1588<0 = C'(x)<0 = C(x) es decreciente eno, %‘@'j
; . : 20V3
C’(40) =12 -1600/40=12>0 - C'(x)>0 - C(x) es creciente en—73—, +o
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luego hay un minimo relativo erx = &3‘/? , que es a su vez minimo absoluto de la funcion.

Las dimensiones de cada pagina deben ser de
ancho =x +8 :2—??\/§+8 cm

D
3

largo =y +12 = 203§+12:10¢§+12 cm

SOLUCION EJERCICIO 2.-
El punto de corte de la funcibn=yL.n(x) con el eje de abscisas es el (1, 0).

El area de la region rayada es: 3
Area =3- Ln(3) - f Ln(x) dx = [1]
1
resolvamos la integral definida mediante el método de integracion por partes.
u-=>Ln(x) ; du:%dx
dv = dx ; v = f dx = X

continuando en [1], tendremoss:

=3Ln3) - [xLn(x) -x] =3Ln@B) - [3Ln@B) -3 -(Ln@@) -1)] =2
1

La justificacion del método utilizado consiste en lo siguiente:
La férmula de la derivada de un producto de dos funcionesy u(x)es:
Dlu(x)- Vv(x)| = v(x) - u (x) + u(x) -V (x)
expresemos la formula anterior en notacidn diferencial.
du(x)- v(x)|= v(x) - du(x) + u(x) - dv(x)
despejemos el Gltimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x) - du(x)
integremos los dos miembros de la igualdad

fu(x)- dv(x) = fd[u(x)- v(x)] - fv(x)- du(x)

teniendo en cuenta que la integral de la diferencial de una funcién es la propia funcién, nos

guedaré:
fu(x)- dv(x) = u(x) - v(x) - fv(x)- du(x)

gue mas abreviadamente podemos expresar asi:
fu- dv = u-v —fv-du

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Decimos que un conjunto de vectores de R V,, ..., V, son linealmente
independientes si toda combinacidn lineal de ellos, nula,
av,t+av,+..+av,=0
implica que todos los coeficientes realgsaa ..., a, son cero.
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Una condiciéon equivalente a la anterior por la que tres vectore3 stnRinealmente
independientes es que el determinante formado por las componentes de dichos vectores es
distinto de cero. Otra podria ser que el rango de la matriz formada por dichas componentes sea
tres.

(2) La combinacién lineal, en principio, seria:

-1 1 0 -1
7| =aofl -1+ 2| +v| -1 =
7 2 6 3
l=o-vy Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos a su

resolucion mediante el método reductivo de Gauss.

1 0 -11-1 Diagonalicemos.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
S Sustituyamos la 2° fila por:  [2°f] + [1°f]
2 6 3|7 Sustituyamos la 3* fila por: [3°*f] - 2 - [1°f]
1 0 -1|-1
0o 2 -2|-8 Tomemos como pivote el elemento ay, = 2 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - 3 - [2°f]
0O 6 5|9
1 0 -1|-1
0o 2 -2|-8 Simplifiquemos la 2* fila por 2
Simplifiquemos la 3* fila por 11
0O 0 1133
1 -1)-1 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
O 1 -1|-4 Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] + [3%f]
0 0 11 3 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] + [3%f]
1 0 02 El sistema esta diagonalizado, es wun sistema compatible
0 1 0|1 determinado, con solucién unica, siendo la solucion:
0 0 1|3 «=2 5 B=-1 5 v=3

La combinacioén lineal, finalmente, es



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 144

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para determings de forma que los tres planos se corten en una recta, lo haremos
discutiendo el sistema formado por las ecuaciones de los planos.
X+y -2z -15 =0

Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos a su

2x -3y +z-5 =0 discusion mediante el método reductivo de Gauss.
X+py+z =0
1 -21]15 Triangulemos inferiormente.
3 115 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por: [2*f] - 2 - [1°f]
B 1,0 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [1*f]
1 -2|15
5 5 |-25 Simplifiquemos la 2° fila por 5

1 215 Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.
-1 1|-5 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + (B-1) - [2*f]

B-1 3 |-15

1 -2 15 El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal

principal son distintos de cero salvo el az;; que puede ser o no

-1 1 -5
0 B+2|-5(p+2)

cero. Discutamos los diferentes casos que pueden presentarse.

1
2
1
1
0
0 p-1 3/-15
1
0
0
1
0
0

*Sia,=0 = p+2=0 = p=-2 = la ultima ecuacion sera de la
forma, 0 =0, que es una ecuacion trivial y la podemos eliminar, nos quedaria un sistema de
dos ecuaciones y tres incognitas, es por tanto un sistema compatible indeterminado
uniparamétrico, la solucién en este caso es precisamente una recta, la recta comun a los tres
planos.

*Siagz#0 = p+2#0 = B#-2 = la dltima ecuacion es una
ecuacién que no es ni trivial ni absurda, nos quedaria un sistema de tres ecuaciones y tres
incdgnitas, seria un sistema compatible determinado, con solucion Unica y en este caso los tres
planos se cortarian en un punto.

(2) Para que el plarid, sea perpendicular a los otros dos, se ha de verificar que su vector
normal ha de ser perpendicular a los vectores normales de cada uno de los otros dos planos, es
decir, el producto escalar del vector normal al planoon cada uno de los otros ha de ser cero.

A, 0, =m0, =0 - (1 g1)@2 -31) =0 - 2-3p+1-0

M, i, = -, =0 = (L 1)Ll -2 =0=1+£-2-0

=1

B=1
hemos obtenido un mismo valor glen ambas ecuaciones, lo que significa que [patael
plano IT es perpendicular a los planos 11 IL.

=

3
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones a) Duracion: 1 HORA'y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 14 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Seaf : R - R la funcion definida pof(x) = x*+2x+4
Determina los puntos de la graficafadm los que la recta tangente a ésta pasa por el origen de
coordenadas y halla las ecuaciones de dichas tangentes.

EJERCICIO 2. Considera la funciondefinida para x -2 por la relacion
F(x) - 4x% +3x -9
X +2

(1) [1"25 PUNTOS]. Halla los intervalos de crecimiento, los intervalos de decrecimiento y
los extremos locales de f .

(2) [1'25 PUNTOS]. Calcula f f(x) dx.
2

EJERCICIO 3. Considera las rectas
Xy +z =2, C{BX -y -z =1,
r. X +2y -3z =8; y S'{x—y+z——2.
(1) [1'5 PUNTOS]. ¢Para qué valor del pardmetse [gortan las rectas ry s?
(2) [0"75 PUNTOS]. Para el valor gehallado en el apartado anterior, calcula el punto de
corte de ambas rectas.

EJERCICIO 4. Sean los puntos P=(1,0,1), Q=(0,1,-3) y R=(0,3,0).

(1) [1"25 PUNTOS]. Calcula el punto P” que es la proyeccion del punto P sobre la recta que
determinan Q y R.

(2) [1"25 PUNTOS]. Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos que equidistan de
PydeR.

Opcién B

EJERCICIO 1. [2°’5 PUNTOS]. Se desea construir un depdsito cilindrico sin tapa que tenga



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 146

2 . de volumen. Determina la altura del deposito y el radio de su base para que la cantidad
de material empleado en su construccién sea minima.

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Determina los valores de m para los que el &rea de la region
limitada por la parabolay x y larecta ¥ nx es 1.

EJERCICIO 3. (1) [1 PUNTQ]. Determina el valor d& para el cual los planos cuyas
ecuaciones se dan a continuacion contienen una misma recta;
X +y =1,
By +z =0,
X +(p+1)y +pz = p+1.
(2) [1 PUNTO]. Halla el punto simétrico del origen de coordenadas respecto de la recta
comun a la que se refiere el apartado anterior.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Dados los puntos A=(1,0,0), B=(0,2,0) y C=(0,03), sean A’
el simétrico de A respecto de B, B” el simétrico de B respecto de C y C” el simétrico de C
respecto de A. Halla la ecuacidn del plano que pasa por A", B "y C’.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Vamos a obtener todas las rectas tangentes a la fidjvax® + 2x+ 4 que pasan por el
punto (0, 0).
Sean Rx,Yy,) los puntos de la curva donde las rectas tangentes a la misma pasan ademas
por el punto (0, 0). Las ecuaciones de esas rectas tangentes vienen dadas por la expresion:
y-%=10) (x-%) (1]
Calculemos las pendientes {j(dle esas rectas tangentes:
f(x) =% + 2x+ 4 = ' (X)=2x+2 =  f'(N=2x+2
sustituyamos las pendientes calculadas en las ecuaciones [1]:
y-¥%=(2%+2) (x-%) (2]
Teniendo en cuenta que los puntppéttenecen a la curvifx) = X2 + 2x+ 4, podemos
deducir la relacién existente entre la abscisa y la ordenada de cada punto, sin mas que sustituir
las coordenadas de los puntos en la ecuacion de la curva:
Yi= X+ 25+ 4 (3]
si ahora sustituimos a su vez estos valores en [2], tendremos:
Y- (%2 + 2%+ 4) = (2x+ 2) (x- ¥) [4]
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Impongamos ahora la condicién de que todas estas rectas tangentes pasen por el punto
(0, 0), bastara pues sustituir laexy por 0 y 0 respectivamente en [4]:
0-(x*+2x+4)=(2x+2) (0-%
resolvamos esta Ultima ecuacion:
K-2%-4=2¢-2¢ = f=4 = x=2 § x=-2
hemos obtenido las abscisas de dos puntos de la curva, para obtener las ordenadas sustituiremos
estas abscisas en la funcién o bien en [3]:
X, =2 =y, =2?+2:2 +4=12 = P2 12)
X,=-2 = y,=(-2)%+(-2)-2 +4=4 = P,(-2 4)

finalmente, las ecuaciones de las dos rectas tangentes a lafgQrva + 2x+ 4, en los
puntos anteriormente calculados, y que pasan por el punto (0, 0) son, segun [2]:
y-12=(4+2) (% 2) = y= 6X
y-4=(-4+2)(x2) = y=-2Xx

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Para calcular los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, necesitamos la funcion
primera derivada:

fx) - AXEe3x 9 e (BX3)(x+2) ~(4%7+3x - 9)
X +2 (X+2)2
' _ 8x2+19x +6 -4x2-3x +9 ] " Ax? 1 16X + 15
f(x) = > fx)-"—2_=
(x +2) (x +2)

Obtengamos el valor que anula a esta derivada:
9 7 ~ v
4X2+16X+15:0 - X = 16+ 4/16 240 _ 16+4 B

8 8 N X

Los puntos que tomaremos como referencia para la construccion de los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento seran los que anulan a la deriradah yx=-2.5, y el punto
en el que no esta definida la funciée-2. Los posibles intervalos de crecimiento y de
decrecimiento son: ¢ -2.5[, ]-2.5, -2[, ]-2,-1.5[ y ]-1.5,[«

Elijamos valores intermedios de cada uno de esos intervalos y sustituyamoslos en la
primera derivada, segun nos salga mayor o menor que cero, la funcién en el intervalo
correspondiente serd creciente o decreciente. Veamoslo:

N w Nl o

(-3)= % -3>0 = Creciente en  ]-=, -2.5[
f(-2.1)-= 4(’2'11 7:*116(;;')12)*15 --96<0 - Decreciente en  ]-2.5, -2[
f(-1.6)= 218 (zx‘fz’)lz'e)*15 --225<0 = Decreciente en ]-2, -1.5[
f) = % =3.75>0 = Creciente en  ]-1.5, o[

Los extremos locales hay que localizarlos entre los puntos de derivada cero, los de no
derivabilidad o en los de no continuidad. En nuestro caso, sélo en los de derivabilidad cero,
porque en el -2 no existe la funcion.

Los valores que anulaban a la primera derivada exan;5/2 y x=-3/2, yaen el



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 148

primero de ellos la funcién pasa de ser creciente a decreciente, y en el segundo de decreciente
a creciente, no es preciso, por tanto, comprobar el signo de la segunda derivada en dichos
puntos para deducir que

x=-25; f(-2.5) :W --17 = Méaximo relativo ~ ( -2.5, -17)

x=-15; f(-15) -A19 19 9_.9 - Minimo relativo  (-1.5, -9)

(2) Laintegral racional es impropia, efectuemos la division.

64x2+3x—9d P 1) gx -

[~ —dx = [ (4x 5] ax - af+3x-9 | xs2

2 2 -4x% - 8x 4% - 5
6 - 5x

:[4"—22—5x+Ln\x+2|}: L“?

2
=72-30+Ln(2% -(8 -10 +Ln(22) =42+3Ln(2) +2-2Ln(2) =44 +Ln(2)

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para determinar el valor flade forma que las rectas r y s se corten en un punto, lo

haremos discutiendo el sistema formado por las ecuaciones de las rectas.
X+y+2z2=2

X +2y -3z =8 Expresemos el sistema en forma matricial y
BX -y -z =1 procedamos a su discusién mediante el método
X-y+z=-2 reductivo de Gauss.
1 1 112 Triangulemos inferiormente.
1 2 -3ls Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por:  [2°f] - [1°f]
g -1 -1|1 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - B - [1°f]
1 -1 11-2 Sustituyamos la 4° fila por: [4f] - [1°f]
! . 1 A Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 1 4 1 6 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + (1+B) - [2*f]
0 -1-3 -1-p|1-28 Sustituyamos la 4° fila por: [4*f] + 2 - [2°f]
0 -2 0 -4
11 1 2
0o 1 -4 6 Intercambiemos entre si las filas 3* y 4%, simplificando
0 0 -5-5p|7+4p previamente por 8.
0 0 -8 8
11 1 2
0 1 -4 6 Tomemos como pivote el elemento a;; =-1 #0.
0 0 1 1 Sustituyamos la 4° fila por: [4 f.] + (-5-5@) {3"f]
0 0O -5-5B|7+4p
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11 1/ 2 El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos

01 -4| 6 de la diagonal principal son distintos de cero, hay cuatro
ecuaciones y tres incégnitas, para que las dos rectas se corten

0 0 -1} 1 : . )

0 en un punto el sistema debe ser compatible determinado, con

0 0j2-p solucion Unica, lo que significa que la Ultima ecuacién tiene
que ser trivial, es decir, 0 =0, luego 2=f = p=2.

(2) Calculemos el punto de corte de ambas rectas para, @l sistema sera:

11 12 Triangulemos superiormente.
0 1 -4|6 Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
00 -111 Sustituyamos la 2° fila por: [2*f] - 4 - [3%f]
N Sustituyamos la 1° fila por: [1*f] + [3°f]
11 0,3
01 012 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
00 -1l1 Sustituyamos la 1° fila por:  [1*f] - [2*f]
10 ol1 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
01 0l2 x=1 ; ¥2 z-1
0 0 -1l1 luego el punto de corte de ambas rectasese | P = (1, 2, -1)
. P
SOLUCION EJERCICIO 4.- :

(1) Obtengamos la ecuacion de la recta r que determinan R
los puntos Q=(0, 1, -3) y R=(0, 3, 0). = Q

El vector de direccion de la recta r sefiéd QR
QR: (0’ 31 0) y (0, 11 *3) = (0, 2, 3)

la ecuacion de la recta en forma parametrica: « - 0
r =4y =3+2t
z =3t

El punto P” proyeccidon del P, sobre la recta r, cumple la condicién de que el
vector PP es perpendicular al vect@R=(0, 2, 3) de direccion de la recta, luego
el producto escalar de ambos vectores sera cero.

El punto P” por pertenecer a la recta tendra de coordenf@jas +2t, 3t)

El vector PP~ tendra de coordenadas:

PP =(0,3 +2t, 3t)—(1,0,1) =(-1,3 +2t, 3t -1)
El producto escalar de los vectoreBP’ 17 es cero:
PP"-0=0 = (-1,3 +2t, 3t -1)-(0,2,3) =0 = 6+4t+9t -3=0 = t =-3/13

sustituyamos t en el punto P’, sus coordenadas seran

6 9 33 9
0,3 «2t, 3t)-[0,3-2, -2 -(o 2 -2
0.3~ ) ( 13 13) ( 13 13)
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(2) El lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de P y de R es el plano
mediador del segmento que determinan ambos puntos.
Calculemos el punto medio, M, del segmento PR; se verificara que
PM=MR = (a, b, ¢) -(1,0,1) =(0,3,0) -(a, b,c) =

(1 3 1
M(i' 7 7)

Obtengamos ahoIa el vect®R que determinan los puntos Py R
PR=(0,3,00 -(1,0,1) =(-1,3, ~-1)
este vector coincidira con el vector normal al plano mediador, cuya ecuacién sera
Ax+By+Cz+D=0 = X+3y-z+D=0
impongamosle a este plano que pase por el punto M

—E+E—E+D:O = D:—Z = —x+3y—z—1:0
2 2 2 2 2

a-l=-a = a-=
(a-1, b, c-1) =(-a, 3-b, -¢) = b=3-b = b =
c-1=-¢c = c-=

NN w N e

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Construyamos la funcién que queramos sea minima, es decir, la funcion superficie
S=nr?+2nr-h [1]
teniendo en cuenta la condicién de problema, que el volumen ©¢ehdremos

V-mr2h - 2-m2h - h=-_2

or 2
sustituyamos esta expresion en [1] 4
S=nr?+2mr- -5 = S(r) =mr?+ =
or 2 r
Calculemos el valor que haga minima esta funcion, cuyo dominio es<[]0, +
3 _
s(ry-2m -2 o - Lio o 24 L ooy 40 -

r? r r

3
onrd-4 - r3-2 o - |2.0860254..
II IT

Estudiemos la monotonia de la funcidon S(r) que es continua y derivable en su dominio.
S'(0'1)=270"1-4/01=-399.37<0 =S'()<0 = S(r)es decreciente en ]0, 0"86][
S'(1)=2r1-4/2=228>0 = S'(N>0 = S(r)es creciente en ]0" 86}

luego hay un minimo relativo en= 0"8602..., que a su vez es minimo absoluto de la funcién.

Calculemos finalmente la altura del depésito cilindrico

h-_2 - 2 -~ 0860254 .. .

mr 2 m- 0 860254 ?
es decir, en este caso, la altura y el radio deben tener las mismas dimensiones
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Calculemos el punto de corte de la parahdkax, o de la funciény =X,  con larecta

y = nX. Resolvamos el sistema formado por ambas ecuaciones 0
y =mx 1
y =yX "
La gréfica de la funciény =/x, vy lade larectayx, es la situada al lado.
Determinemos m sabiendo que el &rea rayada vale 1.

7 X
X =

}=> mx=yX - m’x?=x — m’x?-x=0 - x(m’x-1)=0 _

1 m?
F 2 2
2
f X - mx - | X~ mxl -
0 2 2
0

c2(a)z m(1)_ 21 11 1

3{ m? 2 m? 3m 2m em

igualemos esta Ultima expresion a 1 que es el valor del area

1 3
-1 - 3 = = = m= Ez0'550321...

6 m 6
Si hubiésemos considerado el trozo de paralyola-/x, m valdria -0.550321...

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos en forma
matricial y discutdmoslo mediante el método de reduccién de Gauss.

1 1 0]1 Triangulemos inferiormente.
0 B 1| 0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
1 g+1 plp~+1 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [1*f]
1 1 01
0 p 1|0 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3
0O B B
(x) (2)(y)
1031 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
0 1 g|o0 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - B - [2°f]
0 B BIB
(x) (2) (y) _ L o
1 0 1 El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos de
1 la diagonal principal son distintos de cero, salvo,gtje puede
0 1 B 10 ser 0 no cero. Estudiemos los diferentes casos que pueden
0 0 p-p?|B presentarse

*Sia,=0 = B-p*=0 = KI-P=0 = P=0y p=1
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** Si B =0, ladltima ecuacion es trivial, 0=0, se elimina, nos queda un sistema de
dos ecuaciones y tres incognitas, se trata de un sistema compatible indeterminado
uniparameétrico, es decir, los tres planos se cortan en una recta.

** Si B =1, ladltima ecuacién es absurda, 0=1, se trata de un sistema incompatible,
es decir, los tres planos no tienen ningdn punto en comun.

*Sia,#0 = Pp-p?#0 == PFL-pp=0 = PB=0 y Pz 1. Paratodos
los valores d@ distintos de 0 y 1 la dltima ecuacién no es ni trivial ni absurda, el sistema
seria un sistema compatible determinado, con solucidn Unica, es decir, los tres planos se cortan
en un punto.

(2) Calculemos la recta comin a los tres planos, pdraJustituyamos este valor en el
sistema triangulado inferiormente y terminemos de resolverlo.

(x)(2) (y) (x) (2)(y)
(x)(2)(y)

10 1 |1 1 0 1|1
- - 1 0 11

01 g |0 0 1 0|0
0 1 0|0

0 0 p-B?|B 0 0 0]0

el sistema esté diagonalizado, nos sobra una incognitgue la pasamos al segundo miembro
Como parametro.

(x)( 2) La solucion del sistema es: x=1-y ; z=0
1 01y Sustituyendo la incognita secundaria y por el pardmetro t,
( o 1! o ) obtendremos la ecuacién de la recta comun a los tres planos:

Xx=1-t
r=qy =t
z=0 o]

El vector de direccion de la recta r sema=( -1, 1, 0) /

Sea H la proyeccion del punto O = (0,0,0) sobre larectar, se —
cumple la condicion de que el vect@H es perpendicular al \
vector 4 de direccién de la recta, luego el producto escalar de
ambos vectores sera cero.

El punto H por pertenecer a la recta tendra de coordendtias, t, 0)

El vector OH tendra de coordenadas:

OH=(1 -t, t, 0)-(0,0,0) =(1-t, t, 0)
El producto escalar de los vectoreSH 17 es cero:
OH G=0 = (1-t,t, 0-( -1,1,00 =0 = -1+t + =0 = t =

sustituyamos t en el vectoDH , sus coordenadas seran

OH=(1 -t, t, 0)—(1—1, 1,0) —(1, %,o)

o

N|

2 2 2
sustituyamoslo también en el punto H:

1-t, t, 0) —(1—1, 1,0) —(1, l,o)
2 2 2" 2
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El punto O" = (a, b, ¢) simétrico del O = (0,0,0), respecto de la recta r, cumple la

condicion de que los vectore©H O son equivalentes, es decir,
1.1 a=1
o”H:H”o:ilo:(abc)—ilo:§ T
2 2 C 2 2 5=b-5 = b-=1
2 2
0=c-0 = c¢=0

luego el punto O" es el (1, 1, 0).

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Si A" es el simétrico del A respecto de B, tendremos gaB:= BA" , es decir,
AB=(0,2,00 -(1,0,0) =(-1,2,0) .
BA" =(a, b, ¢) -(0,2,0) =(a, b-2, c)

-1=a 1

(-1,2,0) =(a, b-2, c) ﬁ{ 2-=b-2

Ly

a
b
c

4
O=c 0
luego el punto A" tiene de coordenadas A'= (-1, 4, 0).
Si B” es el simétrico del B respecto de C, tendremos dge:= CB” , es decir,
BC =(0,0,3) -(0,2,0) =(0, -2,3) _
CB =(d, e, f) -(0,0,3) =(d, e, f-3)
0=d =d=0
0, -2,3) =(d, e, f-3) =4-2=¢e =e=-2- B =(0, -2,6)
3=f-3=1=6
Si C’ es el simétrico del C respecto de A, tendremos gDa:== AC” , es decir,
CA=(1,0,00 -(0,0,3) =(1,0, -3) |
AC =(g, h, i) -(1,0,0) =(g-1, h, i)
l1=g-1 =g=2
(1,0, -3)=(g-1, h,i) =4 0=h - h=0 - C =(2,0, -3)
-3 =i =i =-3
Para determinar el plano que pasa por A", B" y C” necesitamos, por ejemplo, el punto A’y
los vectores:
AB =0, -2,6) -(-1,4,00 =(1, -6,6)
AC =(2,0, -3 -(-1,4,00 =(3, -4, -3)
siendo, por tanto la ecuacién del plano:
X =-1+Xx+3u
m=4y =4 - 6x - 4y
Z =6X - 31
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 15 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones
y =sen(x), y = cos( x), x =0 y X = =.

(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. Seaf’ la funcién derivada de una funcién derivableR -~ R. Se sabe que
f” es continua y que
@i f°(0)=0, f'(2)=1, f'(3)=0, f'(4)=-1, f'(5)=0;
(ii) " es estrictamente creciente en los intervate@)-y (4,+);
(iii) f* es estrictamente decreciente en el intervalo (2,4);
(iv) larecta de ecuacion=y2x+3 es una asintota oblicua de f  cuandowe.
(1) [1725 PUNTOS]. Esboza la gréficade f’.
(2) [1"25 PUNTOS]. ¢En qué valores dalganza f sus maximos y minimos relativos?

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Calcula, describiendo el procedimiento empleado, las
ecuaciones de una recta que pasa por el origen de coordenadas y es paralela a la recta en que
se cortan los planos

M :X-y+22z+1=0 y M,: X +3y -z+2=0.

1,

-3.

(1) [1 PUNTO]. Afiade una ecuacion lineal al sistema anterior de modo que el sistema
resultante sea incompatible.

(2) [L'5 PUNTOS]. Siafadimos al sistema dado la ecuaci¥r yn z = -1 determina para

gué valores del pardmetro m el sistema resultante es compatible indeterminado y resuélvelo.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Determina el dominio y la expresion de la funcidn derivada de cada una de
las siguientes funciones:

(1) [0'5 PUNTOS].f: R~ R es lafuncién cuya grafica es la recta que pasa por los puntos
P=(0,5) y Q=(5,0).

(2) [LPUNTOQ]. g:R~R dadaporg(x) = |x +1]|x.

(3) [L PUNTOQ]. h:R -R dadaporh(x) =x|x].

EJERCICIO 2. La figura siguiente representa la grafica de una funcifi 7]-R
Y

1

0}
-1

Sea F [0,7] - R la funcién definida porF(x) = f f(t) dt.

(1) [1 PUNTO]. Calcula K4)y K7).
(2) [1'5 PUNTOS]. Dibuja la grafica de éxplicando cémo lo haces.

EJERCICIO 3. Sean las rectas
. xXx-1 'y z-m Xy _z+1
r: e y s: =2 =2 = .
3 2 -1 2 m 2
(1) [1 PUNTO]. ¢Para qué valores de m estan r y s contenidas en un mismo plano?
(2) [L'5 PUNTOS]. En el caso en que m=1, halla la ecuacioén de la recta que pasa por el punto

A=(1,1,2) ycortaarys.

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Unatienda vende una clase de calcetines a 1200 ptas. el par.

Al llegar las rebajas, durante el primer mes realiza un 30% de descuento sobre el precio inicial

y en el segundo mes un 40% también sobre el precio inicial. Sabiendo que vende un total de 600
pares de calcetines por 597.600 ptas. y que en las rebajas ha vendido la mitad de dicho total, ¢a
cuantos pares de calcetines se les ha aplicado el descuento del 40%?

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Las graficas de las funciones elementglessen (x) e y = cos (x) son las situadas
al lado. El recinto que nos pide el problema se encuentra rayado.
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(2) Calculemos el punto donde las gréaficas se o5 ()
cortan, para obtener el area del recinto: 1 -
y =sen(x) ~ h u /
y=cos(x) [~ sen(x) =cos( x) = T, \></2ﬂ
II I . y = sen (x)
X== : x=b5— : .. .
4 4
El area seré:
/4 /3
f (cos( x) -sen(x)) dx + f (sen(x) -cos( x)) dx =
0 n/4
/4 /3
=[sen(x) +cos(x) ] +[-cos(x)-sen(x) ] =
0 n/4

sen ( %) +C0S ( %) -(sen(0) +cos(0)) %fcos ( %) -sen ( % 7( -cos ( %) -sen ( %) ) J
e ( 2 ﬁ)

:£+£—(O +1) +
2 2 2 2 2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Sabemos que la funciéfi(x) es
continua, y que posee unas determina-das
caracteristicas enunciadas en el problema,
todas ellas han sido reflejadas en la grafica
adjunta, grafica que se corresponde con la de
la funcion f'(x)

—“N\WH O

(2) Sabemos que la funciéfx) al ser L2 NS s
derivable es continua, y qud “(x) es
continua. Observemos la gréfica adjunta,
correspondiente a la de f’(x)deduciremos lo siguiente:

* f°(X)=0 enlos puntox=0, x=3 yx=5, loqueimplica que en estos puntos
pueden presentarse maximos 0 minimos relativos o locales de la funcién f(x)

*f'(x)<0 en(~, 0) = f(x)es estrictamente decreciente en dicho intervalo.

*f'(x)>0 en(0,3) = f(x)es estrictamente creciente en dicho intervalo.

*f'X)<0 en (3,5 = f(X)es estrictamente decreciente en dicho intervalo.

*f'X)>0 en (5, = f(x)es estrictamente creciente en dicho intervalo.

Como consecuencia de lo anteriormente expuesto diremos que:

-- Enelpunto x0,la f{0) =0, yademas la funciofix) pasa de decreciente a creciente,
por tanto existe un minimo relativo en el punto de abscis®. x
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-- Enelpunto x 3, la f{3) =0, yademas la funciéf{x) pasa de creciente a decreciente,
por tanto existe un maximo relativo en el punto de abscis8. x
-- En el puntox=5, la f{5) =0, y ademas la funcion f(xasa de decreciente a creciente,
por tanto existe un minimo relativo en el punto de abscis®. x

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Si la recta, r, que me piden es paralela a la recta interseccidn de dos planos, significa que
el producto vectorial de los vectores normales a cada uno de los planos, nos dara el vector de
direccion de dicha recta interseccion, por lo que dicho vector podremos tomarlo como vector
de direccién de la recta paralela.

U =n. xm_ =@, -1,2)x(L3 1 ‘12‘ ‘1 2‘ llll
Py XMy, =3 L2 x (s, Y=l ls ] T1al 1 sl
=(-5,3,4)
La ecuacién de la recta r que pasa por el origen de coordenadas (0,0,0) es:
X-0_y-0_2z-0 . Fo X Yy _z
-5 3 4 -5 3 4

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Una ecuacion lineal que podemos afiadir al sistema para que resulte incompatible,
puede ser, por ejemplo, 34y- 2z=5. Si ponemos este nuevo sistema en forma matricial y lo
discutimos por Gauss, tendremos:

1 -1 1)1 Triangulemos inferiormente.
3 -4 -2|-3 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.

Sustituyamos la 2 fila por:  [2*f] - 3 - [1°f]
3 -4 -2|5 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - 3 - [1°f]
1 -1 1 . —

Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
0 -1 -5|-6 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [2*f]]
0 -1 -5|2
1 -1 1|1 La dltima ecuacién, 0 =8, es una ecuacion absurda por lo que el
0 -1 -5|-6 sistema es un sistema incompatible, es decir, no tiene solucién.
0O O 0]8

(2) Discutamos por Gauss el sistema inicial al afiadirle la ecuaciényrz =-1
1 -1 1)1 Triangulemos inferiormente.
3 -4 -2|-3 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por:  [2*f] - 3 - [1°f]

m 1 -1|-1 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - m - [1°f]
1 -1 1 1
0 -1 -5 -6 Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.

Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] + (1+m) - [2°f]
0 1+m -1-mj-1-m
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El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos

1 -1 1 1

0 -1 -5 -6 puede o no ser cero. Estudiemos los diferentes casos que
0 O -6m6|-7m-7 ) pueden presentatse.

de la diagonal principal son distintos de cero salvo el a;; que

* Sia;=0 = -bm-6=0 = m=-1 = la dltima ecuacion seria,
0 = -7(-1)-7, es decir, 0 = 0, 0 sea, una ecuacion trivial que la eliminamos, quedandonos un
sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas, se trata por tanto de un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico.

*Si g0 = -6m60 = m=-1 = ladltima ecuacion no seria una
ecuacion ni trivial ni absurda, luego el sistema seria compatible determinado.

Resolvamos el sistema para el caso de m=-1:

1 -1 1)1 1 -1 111 La incégnita que nos sobra, la g, la pasamos
0 -1 -5|-6| = ( l J al segundo miembro como incégnita
0 0 Olo 0 -1 -5/-6 secundaria o parimetto.
1 -1 ‘ 1-z Triangulemos supetriormente.
R Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
0 -1]-6+5z Sustituyamos la 1° fila por:  [1*f] - [2*f]
1 0] 7-6z La solucion del sistema esx=7-& ; y=6-%
0 -1|-6+5z Sustituyamos la incégnita secundazigor el parametro t, la solucion,
finalmente, seré:
X =7 -6t ; y =6 - 5t : z =t

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

1) La ecuaC|on de la recta que pasa por los puntos P=(0,5) y Q=(5,0) es:
_y-0 X-5_y B c

= = E y -X +<

5 O 0-5 5 -5

Lafuncion f(x)= x + 5, es una funcién polinémica, cuya funcion derivada es

f’(x)= -1, siendo el dominio de derivabilidad todo R, es decir, Dom £ x)

(2) Expresemos la funcién g(cpmo una funcion a trozos.
g(x) = [x+1|x = -(x+1) x si x +1<0 | 9(x) - -X2-x S! X <-1
(x+1)x si x +1=0 24x  siox »-1
- Para valores dex<-1, la funcidon x*>-x es continua y derivable por ser polinémica,
siendo la funcién derivada, -2x
- Paravalores de>-1, la funciénx?+x es continua y derivable por ser polinémica, siendo
la funcion derivada, 24.
- Parax=-1 la funcion sera continua si los limites laterales y el valor de la funcién en
dicho punto coinciden. Vedmoslo.



Fco. Fdez. Morales MODELO 15 Pag. 159

lim g(x) =lim (x2+x)=( -1) 2+( -1) =0

x--1" x--1"
lim g(x) - lim (-x2-x)=-(-1)2-(-1) =0 {= lm g(x) =lim g(x)=g(-1) =0
x--1 x--1 x--1" X--1"

x<-1
9(-1) =(-1)2+(-1) =0
en el puntax=-1 es continua, luego puede ser derivable, sera derivable si las derivadas laterales
existen y coinciden.

Una primera aproximacion de la funcion derivada, donde ya es derivable, seria:
, _J-2x-1 si x <-1 1
9 (%) =) 2x+1 si x >-1 [1]
comprobemos si en el punto -1 es derivable:
g(-1)=Ilm g (x)=Ilm (2x+1) =-1
x~>f}‘ X - -1" -1 +1 =
g(-1)=1Ilm g (x)=Ilm (-2x-1) =1 g(-1)=9g (-1)
X--1" X--1"
x<-1

en el punto -1 no es derivable, luego la funcién derivada, definitivamente, es la expresion [1],
siendo el dominio de derivabilidad R-{-1}, es decir, Dom g4R®-{-1}.

(3) Expresemos la funcion h(xpmo una funcién atrozor.

B Ix-(-x) si x <0 _l-x? si x <0
h(x) =x[x| =74 % si x >0 — N = x2 si x >0

- Para valores d&<0, la funcién x* es continua y derivable por ser polindmica, siendo
la funcion derivada, -2x
- Para valores de>g, la funciénx? es continua y derivable por ser polindmica, siendo
la funcion derivada, 2x
- Parax=0 la funcién sera continua si los limites laterales y el valor de la funcion en dicho
punto coinciden. Vedmoslo.
lim h(x) =lim x2=0

x-0" x-0"

Iimh(x):lixr;'no (-x?) =0 (= lim h(x) =lim h(x) =h(0) =0
x-0" x-0" x-0" x-0"

h(0) =0

en el puntox=0 es continua, luego puede ser derivable, seré derivable si las derivadas laterales
existen y coinciden.
Una primera aproximacion de la funcion derivada, donde ya es derivable, seria:
h (x) - -2X si x <0
2x si x >0
comprobemos si en el punto 0 es derivable:
h'(0 )= lim h'(x)= lim 2x =0
x;)g* x-0" R 0=0 =
h'(0 )= lim h'(x)= lim (-2x) =0 { h'(0 *) =h’(0 ")

x-0 x-0"

x<0
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en el punto 0 es derivable, luego la funcién derivada, definitivamente, sera
h (x) - -2X si x <0
2x si x =0
siendo el dominio de derivabilidad R, es decir, Dom R (R)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Calculemos la funcién a trozos f(&@)partir de su grafica.

Para los valores 0x< 4, la funcién es constante e igual a 1.

Para los valores 4x <6, lagrafica de la funcion es una recta que pasa por los
puntos (4, 1) y (5, O) gor lo que su expresién sera:

_5 y
= 2 = = - 5 1
45 10 1 1 =z [

Para los valores 6x< 7, la funcién es constante e igual a -1.
La funcién f(x)es: 1 si O<x<4
f(x) {

-Xx+5 si 4<x<6
-1 Si 6<x<7
funcién que es continua en su dominio [0, 7].
La funcién F(x) es la funcion integral asociada a la funcion contifitfaque segun el
teorema fundamental del calculo integral es derivable y su derivada coinci@e,@sdecir:
F (x) =1(x)
CalcuLemos M)y H7).
4

F(4) :fldt :[t]0:4—0:4
0

6
7

7 4 6 4 t2 7
F(7)=£f(t)dt :gldt +£(—t+5) dt +f—1dt :[t]o+ -5 +5t +[—t]6:

6 4

:4+(73_;+30)7(71_j+20)+(77) -(-6) =4-18+30+8-20-7+6=3

(2) Sabemos que la funcidr(x) es la funcién integral asociada a la funcion continua
f(t), y que ésta funcion segun [1] es:

si O0<t<4
f(t) =4-t+5 si 4<t <6
-1 si 6<t <7

Calcuxlemos en priwer lugar F(para los valores 0x<4

F(x) :ff(t) dt :fldt :[t] = X
Calculemos F(x)para los valores 4%< 6

F(X)‘ff“)dt ‘fldt +f( “t +5) dt —[t] . [_t_22+5x

4

) X 2 42 ) x 2
=4 + *7+5X* 77+20 —4*7+5X+8 20—77+5x78
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Calculemos F(x)para los valores 6x< 7 6
X 4 6 X 4 2 X
F(x):ff(t)dt :fldt +f(—t +5) dt +f—1dt =[t] + [—t—+5x +[-t] =
0 0 4 6 0 2 6

= 4+(—2_26+2o —(—1_26+2o)) +(-x-(-6)) =4-18+30+8-20-x+6 = -x + 10

La funcién F(x) es:

X Si 0<x<4 5
F(x) ={ -%+5x-8 si 4<x<6 o 3
-x +10 si 6<x<7 8 :

La gréfica del trozo de funcién correspondiente &
los valores, 0x<4, es la rectas, bisectriz del primer :
cuadrante, grafica situada al lado. O H T S

La gréafica del trozo de funcion correspondiente

2
a los valores, 4x<6, es la parébola—XT+5x -8.

Calculemos los puntos de corte con los ejes, asi como el vértice V.
* Punto de corte con el eje de ordenadas: Ox = y0)=-8 = A(O, -8).
* Puntos de corte con el eje de abscisas:
y=0 - X +5x-8-0 - x = 2%yeo-16 *{215’165 - X722 - B(2,0) y C(80).
* Coordenadas del vértice V:

x=-bl2a=-5/(-1) =5 =(5)=4'5 = V(5, 4°5). :
* Otros puntos orientativos serfan los correspondientes——————"
a los extremos del intervalo: s "
x=4 — y4)=4 — D4, 4) .

X=6 = y(6):4 = E(6,4) )
Representemos el tercer troze,+ 10, para los
valores, 6x<7. Se trata de una recta que pasa por los

puntos:
X=6 — y6)=4 - D(6,4)
x=7 - Y7)=3 - E(7,3) 5

La gréfica, finalmente, de la funcién
F(x) seria la situada al lado.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Las rectasy sestaran contenidas en un plano si son paralelas o se cortan en un punto.
Expresemos sus respectivas ecuaciones en forma paramétrica.
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X =1+3x X =2
r=9y =2x ; S =1y =mu
Z=n-2A z=-1+2u
Identifiquemos lag, y y z para calcular los posibles puntos que tengan en comun dichas

rectas. . L ;
1 + 3)\ — 2“ } 3)\ _ 2|J — _1 } xpresemos (& sistema en orma

2) = nu 2 -mu =0 matricial y discutimoslo por el método
m-a=-1+2y “A-2u=-1-n reductivo de Gauss.
3 2] -1 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 3 # 0.
2 -m O Sustituyamos la 2° fila por: 3 - [2*f] - 2 - [1°f]
1 -2|-1-m Sustituyamos la 3 fila por: 3 - [3*f] + [1°f]
3 -2 -1
0 -3m+4 2 Intercambiemos la 2* y la 3 * fila entre si.
0 -8 |-4-3m
3 -2 -1
0 -8 |-4-3m| Tomemos como pivote el elemento ay = -8 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: 8 - [3*f] + (-3m+4) - [2°f]
0 -3n+4 2
3 -2 -1 El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal principal
0 -8|-4-3m son distintos de cero; la dltima ecuacion puede ser trivial o absurda,
0 0| on? veamos qué ocurre en cada caso.

* Si la dltima ecuacion, 0 = $%ines cierta, entonces m =0, y se trataria de una ecuacion
trivial, la eliminamos y nos queda un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, es un
sistema compatible determinado, con solucién Unica, luego las dos rectas se cortan en un punto
y estarian contenidas en un mismo plano.

* Si la Ultima ecuacién, 0 = %m no es cierta, entonces 0, y Se trataria de una
ecuacion absurda, nos queda un sistema incompatible, no tiene solucién; como es sélo una
ecuacion absurda la que hemos obtenido las dos rectas se cruzan en el espacio.

(2) Si m=1, las dos rectasy s, segun el apartado anterior, se cruzan en el espacio, por
lo que para hallar la recta que corte a ambas, obtendremos, en primer lugar, el plano que pasa
por el punto A =(1, 1, 2) y contiene a la rectar
Para calcular la ecuacion del plano necesitamos un punto, el A o uno de la recta, y dos
vectores de direccién, uno seria el de la recyeel otro el que determinan el punto A y un
punto de la recta, por ejemplo, el Q = (1, 0, 1), es decir,
AQ=(1,0,1) -(1,1,2 =(, -1, -1)

X =1+ 3a
la ecuacion del plano es:n—*y =2a - B
z=1-a-p
X =1+ 3« X =21
hallemos la interseccion decon larecta:sn={y = 2o - B ; s={y = |
z=1-a-p z=-1+2u
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Identifiquemos las ¥y z para calcular el punto de incidencia.

% + 3% =2H 5 3a B_ 21 = (‘)1 Expresemos el sistema en forma
a-p=H = - b TH= matricial y tesolvimoslo potr el
l-a-p=-1+2u “a - p - 2p= -2 método reductivo de Gauss.
3 0 -2|-1 Triangulemos inferiormente.
2 -1 -1]l0 Tomemos como pivote el elemento a;; =3 # 0.

Sustituyamos la 2* fila por: 3 - [2f] - 2 - [1°f]

-1 -1 -2|-2) Sustituyamos la 3" fila por: 3 - [3*] + [1*f]
3 0 -2|-1
0O -3 1| 2 Tomemos como pivote el elemento ay, = -3 # 0.
0 -3 -8l|-7 Sustituyamos la 3° fila por: [3%f.] - [2°f]
3 0 -2|-1
0 3 12 Simplifiquemos la 3” fila por -9.
0 0 -9|-9
3 0 -2/ Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
0 -3 1|2 Sustituyamos la 2* fila por: [2°F] - [3°]
0O 0 111 Sustituyamos la 1°* fila por:  [1°f] + 2 - [3*f]

El sistema esta diagonalizado, la solucién es:

3 0 0]1

«a=1/3 ; B=-1/3 ;0 p=1
0 -3 01 Sustituyamos el valor de p=1 enla recta s para obtener el punto P
0 0 1]1 de interseccion: P = (2u, u, -1+2u) = (2, 1, 1).

La recta que nos piden es la que pasa por el punto A = (1, 0, 1) y por el punto recién
obtenido P = (2, 1, 1), siendo el vector de direccion, el vestr es decir,
AP=(2,1,1) -(,1,2 =(,0, -1
luego la ecuacion de la recta es: X =1+t
i3
z=2-t

recta que efectivamente cortaa pasar por P, y cortargor estar contenida en el plano que
hallamos, cumpliéndose ademéas que el vector de direcciénr de (3, 2, -1) y el
vector AP=(1,0, -1) tienen distinta direccion.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemosx al numero de pares a los que se les aplica el descuento del 30¢®lSea
numero de pares a los que se les aplica el descuento del 40%. Si en total vende 600 pares y en
las rebajas vende la mitad, significa que a los pares a los que se les aplica el descuento son 300
es decir, x + ¥ 300. Por tanto:

701200 4 601200 4 300.1200 =597600 ; como x=300 -y =
100 100

840(300 -y) + 720y + 360000 =597600 -
252000 -840y + 720y + 360000 =597600 =
-120y = -14400 == 'y =120 pares alos que se les aplica el descuento del 40%.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 16 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. La velocidad de un mdvil que parte del origen viene dada en m/s por la
gréfica

0 1 2 3 4 5 t

(1) [1'5 PUNTOS]. Calcula la funcién espacio recorrido.

(2) [0°5 PUNTOS]. Dibuja la grafica de la funcién espacio recorrido.

(3) [0'5 PUNTOS]. Prueba que el area bajo la curva que da la velocidad coincide con el
espacio total recorrido.

EJERCICIO 2. (1) [1'5 PUNTOS]. Halla el punto P de la gréfica de la funtdefinida
para %-3 por f(x) =/2x + 6 que estd mas préximo al origen de coordenadas.
(2) [1L PUNTO]. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafi@nde. f

EJERCICIO 3. (1) [1775 PUNTOS]. Determina segun los valores del pardmetdndo

tiene solucion el sistema 5
ax +y +z = o,

oX +(L -y +(a-1)z

I
Q

ax +y +az = 2d°.

(2) [0°75 PUNTOS]. Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado.

EJERCICIO 4. Una circunferencia con centro en el punto C=(5,3) es tangente a la recta que
pasa por el punto P=(0,2) y es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.
(1) [1725 PUNTOS]. Calcula el punto de tangencia.
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(2) [1725 PUNTOS]. Halla la ecuacién de la circunferencia.

Opcién B

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Halla la recta tangente a la curva de ecuacion
y =% - 3x en el punto de abscisa-%.

(2) [1'5 PUNTOS]. Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la curva dada y
calcula su area.

EJERCICIO 2. (1) [1 PUNTOQ]. Describe el método de integracién por cambio de variable.
(2) [1'5 PUNTOS]. Usa el cambio de vaéiablec g(X} para hallar

X
fcosz(x) + cos( x) sen(x)

EJERCICIO 3. Por la abertura A del mecanismo de tubos de la figura se introducen 50 bolas
gue se deslizan hasta salir por B. Sabemos que por el tubo W han pasado 10 bolas.

1A

3 B

(1) [1 PUNTO]. Justifica si es posible hallar el numero de bolas que pasan exactamente por
cada uno de los tubos X, Yy Z.

(2) [0°5 PUNTOS]. Supongamos que podemos controlar el nimero de bolas que pasan por
el tubo Y. Escribe las expresiones que determinan el nimero de bolas que pasan por los tubos
X'y Z en funcién de las que pasan por Y.

(3) [LPUNTO]. Se sabe undato nuevo: por Y circulan 3 veces mas bolas que por Z, ¢ cuantas
circulan por X, Yy Z?

EJERCICIO 4. (1) [1 PUNTQ]. Define el concepto de producto escalar de vectores en R
y enuncia tres de sus propiedades.

(2) [1’5 PUNTOS]. Encuentra un vector w cuya primera componente sea 2 y que sea
perpendicular a los vectores u=(1,-1,3) y v=(0,1,-2).
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SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Obtengamos inicialmente la expresién de la funein a partir de la grafica. Como
se observa, se trata de una funcién rectilinea trozos, y por supuesto, continua.

El primer trozo de funcidn es una recta que pasa por el origen y tiene de pendiente 2, es
decir, la expresion serd, Mara los valores Ot«< 1.

El segundo trozo es una funcién constante, 2, definida en el intervale< 3.< t

El dltimo trozo es otra recta que pasa por los puntos (3, 2) y (5, 0), su ecuacion es:

t-5_v-0 -5 Vv _ .4 +5, definida en el intervalo 3 x< 5.
5-3 0-2 2 -2
En resumen la funcién v(gera:
2t Si O<t <1
v(t) =92 si 1<t <3 [1]
-t +5 si  3<t <bh
Tengamos en cuenta que \
v(t) _$ ~ ds-v(t)dt - s(t) - [v(x) dx

0
El teorema fundamental del célculo integral dice: v§k) es continua en el

intervalo [0, 5], la funcién integral asociada a y(g{t) es derivable y ademas s%¥ty(t).

2X Si O<x<1
La funcién v(x)segun [1] es: v(x) =4 2 si 1<x<3
-Xx +5 si 3<x<5

Calculemos, en primer lugar, s(bara los valores Ot< 1
t
t

t 2
s(t) :fv(x)dx:fZde:ZX7 -t2
0 0

0
Calculemos s(tpara los valores 1 <t3
t 1 t

1 t
s(t) = [v(x) dx :fzxdx +f2dx -[x3 +2x] =142t —2-2t -1
0 0 1
Calculemos s(tmara los valores 3k<b

s(t)_fv(x)dx_fzxdx+f2dx+f( X +5) dx =
3

t

1 3 2 2

-[x?] +12 x]l+[*x72+5x] =1+672—t7+5t (%us) - f% VBt - 121
La funcién s(t) finalmente es:

t? si O<t<l

2t -1 Si 1<t <3

s(t) =1 2 g 11 L3 (2]
-— +5t - = <t <
5 + 5 SI < <

(2) Paradibujar la gréafica de la funciéit), comenzaremos pintando el primer trdZo,
en el intervalo 0 ¢ < 1. Se trata de una parabola elemental.
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El trozo, 2t1, definido en 12<t 3, es una recta que pasa por los puntos (1, 1) y (3, 5).
El tercer y Gltimo trozo, f% +5t - 1—21 definido en el intervalo 3t< 5, esuna
parabola. Calculemos los puntos de corte con los ejes, asi como el vértice V.
* Punto de corte con el eje de ordenadas: 0t = q0)=-55 = A(0, -5'5).
* Puntos de corte con el eje de abscisas:

2 _ - X =1 . .

s0— —%+5t ,%:0 S g o 0%y25 1 {?“:\i "5~ B(1726,0)y C(874,0).
* Coordenadas del vértice V: s

t=-b/2a =-5/(-1) =5 =95)=7 =V(5,7) A .
* Otros puntos orientativos son los o |
correspondientes a los extremos del intervalo: .

t=3 = 93)=5 = D(3,5) :

t=5 = 45)=5 = E(5,7) N : :

(3) El espacio total recorrido es(5) = —572 +5.5 - 1_21 =7

Calculemos el area encerrada por la curva que da la velocidad.
5 1 3 5
Area = [v(t) dt = [2tdt + [2dt + [ (-t +5) dt =
[ [ [2e]

[t<] «[2t] + +5t
0 1 2

—1+62+(2—25+25) (g+15) =7

Efectivamente coinciden el espacio total y el &rea que da la velocidad.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Sea P el punto de la grafica de coordenadag,(es decir, (x, 2x+6).
Construyamos la funcién distancia de P al origen (0, 0):
dist (P,O =y(x-0)2+(y-0)2=yx2+y2 = d(x) =yx2+2x+6
Calcular el minimo de esta funcién, es lo mismo que calcularlo del radicando:
D(X) =x2+2x+6 = D(x)=2x+2 = 2x+2=0 = x=-1
Estudiemos la monotonia de la funcién D(x), continua y derivable en su domini8: x >
D'(-2)=-4+2=-2<0 = D"(x)<0 = D(x)es decreciente en [-3, -1]
D"(2)=4+2=6>0 = D"(x)>0 = D(x)es creciente en [-1ef
luego hay un minimo relativo en x = -1, que también sera minimo absoluto de la funcién.
El punto P tendra de coordenadds:1, 2(-1) +6) = (-1, 2).

(2) La ecuacion de la recta tangente a la gréficaedesf punto (-1, 2) es:
Y-Yo=FX) (x-%) = y-2=f(1) (x+1) L
— — 2 = 2 = - - = 2 = —
f(x)=/2x+6 f (%) e f(-1) — 3
1 5

y-2-= %( x+1) = y-= SX+ = Ecuacion de la recta tangente a la gréficaeteH.
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo por Gauss.

a 1 1| o?

) Intercambiemos la 1* y 2* columna entre si.

a l-a a-1| «

o 1 o | 252
(y) (x) (2) . .
1 1] a2 Triangulemos inferiormente.
& Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
l-oo o ao-1]? Sustituyamos la 2°* fila por:  [2°*f] - (1-o0) - [1°f]

1 o o |22 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [1*f]
x

(VN (x) (2)
1 o 1 |2 El sistema esta triangulado infetiormente, como no todos los
) 3 elementos de la diagonal principal son, en principio, distintos de
0 o 2a-2 |« cero, discutamos los diferentes casos que pueden presentarse
0 0 o-1 g2

*Sig;=0 = 0-1=0 = a=1 = ladUltimaecuaciones, 0=1, que esuna
ecuacion absurda, por lo que el sistema sera incompatible, no tiene solucion.

* Siay#0 = a-1#0 = a=#1l = ladlltimaecuacion no es absurda ni
trivial, pero pueden ocurrir dos cosas:

* Sia,#0 = oa*+#0 = a#0 = lasegunda ecuacion no es trivial ni
absurda, por lo que, en este caso, todos los elementos de la diagonal principal son distintos de
cero, el sistema serd compatible determinado cuandd § . #0.

* Sja,,=0 = o&=0 = a=0 - elsistemaquedaria asi:
(V)(x)( 2)
1 0 110

Intercambiemos la 2* y 3* columna entre si.

0 0 -2|0
0 0 -1]0
(y) (2)( %) Terminemos de triangular inferiormente.
1 1 0]0 T . -
‘omemos como pivote el elemento ay, = -2 # 0.
0 -2 010 Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3*f] - [1*f]]
0 -1 0|0
(y) (2)(x) o g o - .
1 1 01l0 La dltima ecuacién es trivial, 0 = 0, la eliminamos, nos queda un sistema
o -2 olo de dos ecuaciones y tres incégnitas, por tanto, para o = 0, es un
o o olo sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

(2) Resolvamos el sistema para 0=0, que es cuando es compatible indeterminado.
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(y) (2)( x)
1 1 O

0 Triangulemos supetiormente.
o 2 olo Tomemos como pivote el elemento a,, = -2 # 0.
Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [1*f] + [2°f]

(y)(2)

1 110 Nos sobra una incognita, la x, que la pasamos al segundo miembro
0o -21/0 como incégnita secundaria o parametro.

(y)(2) _ o _ o _
2 0|0 El sistema esta diagonalizado, llamando a la incognita secundaria,
0o -2lo0 mediante el pardmetrd, la solucion es:

X=r ; y=0 ,; z=0.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Hallemos la ecuacion de la recta tangente a la
circunferencia en un punto T %, {). La recta al pasar 5t
por el punto P = (0, 2), sera de la forma: i

y=nmx+n = y=nmx+?2 2
como es paralela a la bisectriz del primer
cuadrantey = x, tendra la misma pendiente que ella,

es decir, m=1. Luego la ecuacion sera: Xy2
Expresemos la ecuacion de la recta en forma paramétrica:
X =t
y=2+t

siendo el vector de direccion de la tangente, el vector (1, 1). El punto de tangencia T tiene de
coordenadas, T = (t, 2+t). Como el centro de la circunferencia es el C = (5, 3), se verificara que:
CT=(t, 2+t) -(5,3) =(t-52 +-3) =(t-5 t-1)
este vector es perpendicular al de direccion de la recta tangente, luego el producto escalar de
ambos vectores sera cero:
CT-(1,1) =0 = (t-5 t-1)-(1,1) =0 = t-5+t-1=0 =t =3
luego el punto de tangenciaes, T =(t, 2+t) =T =(3,5).

(2) La ecuacion de la circunferencia es:
X+y-2x-2by+@+P-r*=0
Sabemos que el centro es, C = (a, b) = (5, 3). Calculemos el radio:
r =|CT| =/@-52%+(5-3%=-y8 - r?-8
X2+ y-10x-6y+25+9-8=0 — ¥X+y-10x-6y+26=0
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SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) La ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuacidr® - 3x, en el punto de
abscisa g-1, y ordenada o= (-1F-3(-1)=-1+3=2, es:
Y-Yo =Y (%) (X-X) = y-2=y (1) (1)
y=x-3x = y X)=3%-3 =y (-1)=3(-1f-3=0
y-2=0(x+1) = y=2 que es laecuacion de la tangenteei x

(2) Dibujemos la gréafica de =y - 3x
1.- Eldominio de la funcién es R ya que se trata de una funcién polinémica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la

ecuacion del eje de abscisass @. X -0

YfX3‘3X}: 0=x3-3x - 0=x(x2-3) - 2_3 s X =43
y = 0 N XS = X - _\/g
los puntos de corte con este eje solk=( -/3,0), B=(0,0) y C=(/3,0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la ecuacion del
eje de ordenadas,=x0. Basta sustituir x 0 en la funcion:
y=xX-3x = y=0-0=0 = elpuntoesel(0,0).
3.- Lafuncién es continua en todo su dominio ya que es polinémica.
4.- Crecimiento y decrecimiento.
Hallemos la primera derivada: Yy &Bx¥ - 3
Obtengamos los valores que anulan a la primera derivada, que son:
3x2-3=0 = x%2=1 = x::j_
los llevamos ordenadamente sobre el eje de abscisas y construimos los posibles intervalos
de crecimiento y de decrecimientay,(-1), (-1, 1) y (1¢). Probamos valores intermedios,
por ejemplo -2, 0y 2, de esos intervalos en la primera derivada y segin nos salga mayor
0 menor que cero, el intervalo correspondiente seré creciente o decreciente.
y (-2)=3(-2)2-3=9>0 = creciente en (-, -1)
y (0) =3-:02-3=-3<0 = decreciente en (-1, 1)
y (2 =3-22-3=9>0 = creciente en 1, )

n

salga mayor o menor que cero serd minimo o
maximo. Pero al ser continua y segun el estudio
sobre el crecimiento y decrecimiento anterio
tendremos:

maximo en (-1, 2) y minimo en (1, -2).

«

sustituyendo los valores que anulan a la primera
2
7

4
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Las ordenadas de estos extremos relativos se obtienen sustituyendo las abscisas
correspondientes en la funcion y(x)
6.- Al ser una funcién polinbmica no presenta ningun tipo de asintotas.
7.- La gréfica aproximada de la funcién es la situada al lado. El recinto subrayado es el
limitado por la curva dada y la recta tangente 2y
Calculemos el area de dicho recinto. Construyamos la funcién diferencia entre la recta
tangente, ¥ 2, y la curva de ecuacién=y¢ - 3x es decir:
y=2-(®-3% =  y=2-%+3x
Veamos cuales son los puntos de corte de esta nueva funcion con el eje de abscisas

y=2-x3+3x | _ 0=-x3+3x+2 Resolvamos esta ecuacion mediante la Regla
y=0 de Ruffini, probando con los divisores del
divisores del término independiente, por ejemplo, el 2:

1 0 3 2 Una solucién es 2. Resolvamos la ecuacion de segundo
@ 2 4 2 grado que hemos obtenido

4 2 - 0

Xx2-2x-1-0 = x:—Zinz"“:—l

El area sera: )

2 4 2
A 16 12 1 3 27
Area = [(2 -x3+3x) dx =|[2x-2_+3X | -4-2 £ | 2-2.2|-2L
[1 ( ) 4 2 4 2 4 2 4

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) EI método de integracidn por cambio de variable, consiste fundamentalmente en
transformar la integral que nos dan en otra mas sencilla, e incluso inmediata, cambiando la
variable que aparece en la integral por una nueva. Esta transformacion, dependiendo de la
integral, la podemos hacer de dos formas:

a) Si gueremos calcular una integral del tipo

f h(x) dx
donde podemos observar que
h(x)=flg(x)] - g°(x)

entonces la integral que nos han dado seria

[h(x) dx = [fLg(x)] g(x) dx
el "cambio de variable" que haremos es

t=g(x) ; dE=g(x)dx =
[h(x) dx = [f1gO0l g/(x) dx = [f(t) dt = F(t)

siendo la dltima integral una facil de calcular, e incluso puede ser una inmediata.

Finalmente, siempre, hay que deshacer el cambio efectuado.

fh(X) dx = F(t) =F[g(x)]

b) Si la que queremos calcular es una del tipo
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f h(x) dx
donde podemos observar que haciendo el "cambio de variable"
Xx=u) ; deu'(t)dt

nos queda una funcién que sea facilmente integrable

fh(x) dx :fh[u(t)]- u/(t) dt =Ht)
entonces, siempre que la funcidtenga reciproca, podremos deshacer el cambio y expresar
la integral inicial en funcién de x

fh(x) dx = H(t) =H u*(x)]

(2) Calculemos dx
cos?(x) + cos( x) sen(x)
haciendo el cambio de variable
t=tg(x) ; x=arctgt) ; dx = § dt
1+t2
teniendo en cuenta ademas que:
cos ?(x) S = cos?(x) = X
1 +tg ?(x) 1+t2
2
sen?(x) =1-cos?(x) = sen?(x)=1- 1 : sen?(x) = t
1+t 1+t?
dt
f dx 4 1+t? _
cos?(x) + cos( x) sen(x) i 1  _t
1+t2 f1+t2 [1+t2
dt dt
2 2
- 1t SRt 9 1t = Lnjletg ()| ¢ C
1 . t 1+t 1+t
1+t2 1+t? 1+t?

SOLUCION EJERCICIO 3.--
(1) Llamemos »l n° de bolas que pasan por el tuby A,las que pasan por el tubo Y,
y za las que lo hacen por el Z. Estableceremos las relaciones siguientes:

10 +y =X X -y =10
= Expresemos el sistema en forma matricial y

y +z =40 y +z =40
X +z =50 X +2z =50 discutimoslo por Gauss.
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1 -1 0|10 ) Triangulemos inferiormente.
0O 1 1/40 | Tomemos como pivote el elementoa;; =1 = 0.
Sustituyamos la 3° fila por: [3%f.] - [1%f]
1 0 1|50
1 -1 0|10 .
Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 1 1|40 | Ssustituyamosla 3" filapor: [3*f] - [1°f]
0O 1 1]40
1 -1 0|10 | FI sistema esti triangulado inferiormente, y la dltima ecuacién es
0O 1 1140 trivial, la eliminamos, nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres
0 0 0lo0 incégnitas, es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico,

con infinitas soluciones, luego no podemos determinar el nimero de bolas que pasan
exactamente por los tubos X, Yy Z.

(2) En este caso, basta sustijypor un pardmetro t en el sistema anterior, (t representaria
al n° de bolas que pasan por)t(al tL)JbO Y). El pardmetro t lo pasamos al segundo miembro:
z
( 1 -t 0 ‘ 10

- (1 0
0t140](

0o 1 es:

x=10+t ; z=40-t

10 +t ) El sistema esta diagonalizado, la solucién

40 -t

(3) Con el dato nuevo estableceremos la relacgon3z = y- 3z= 0. El sistema que
resolveremos, teniendo en cuenta el apartado (1), es:

X -y =10 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por Gauss.
y +z =40
y-32=0
1 -1 ol10 ?rlangulemos 1nf61.r10rmente. ~
‘omemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.

O 1 1|40 | Sustituyamosla3*filapor: [3*f] - [2*f]

0 -3] 0

1 -1 O El sistema es compatible determinado.

0 1 1140 Simplifiquemos la 3* fila por -4

0 0 -4|-40

1 -1 010 Triangulemos superiormente.

0 1 1140 Tomemos como pivote el elemento a3 = 1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f]] - [3%f]

0 0 1]10

1-1 010 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.

0 1 0130 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] + [2°f]

0 0 1]10
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10 040 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
0 1 0]30 X =40 ;7 y=30 ; z=10
0 0 1]10

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) El producto escalar de dos vectoresy V, se define por la expresion

U-v=|0]| |v| cos( G V)

es decir, como el producto de sus modulos y por el coseno del angulo que forman al hacer
coincidir sus origenes.

La expresion analitica del producto escalar de dos vectargsy, 5 éeR

-V =(U; Uy U)-( Vy, V, Vo) =U V, +U,V, + UyV,
Propiedad conmutativa: El resultado del producto escalar de dos vectores no se altera si

cambiamos el orden de los vectores.
u-v=v-u
Propiedad distributiva respecto de la suma de vectores:
G-(V+W) =0-V +U0-W

Propiedad asociativa:
vV k € R, k(a-v) = (ko) v

(2) Elvector,w, seradelaformawv=(2, a, b).
Si tiene que ser perpendicular a los vectarey Vv, significa que el producto
escalar con cada uno de ellos es cero, es decir,
w-a=0 = (2, a b):(1, -1,3) =0 = 2-a+3b=0
w-v=0 = (2, a b)-(0,1, -2)=0 = a-2b=0
Resolvamos el sistema formado por las dos ecuaciones obtenidas.

2-a+3b =0 -a+3b = -2 Expresemos el sistema en forma matricial y
procedamos mediante el método reductivo de

a-2b =0 a-2b = 0
Gauss.
-1 31|-2 Triangulemos inferiormente.
1 210 Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°*f] + [1°f]
-1 3(-2 Triangulemos superiormente.
0 1|-2 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1*f] - 3 - [2°f]
-1 0| 4 La solucién es:
o 1l-2 a=-4 ; b=-2

Elvector w, es(2, -4, -2).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 17 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Seaf:R - R la funcién definida por

£(x) X si x <0
X =
X sen (x) si. x >0.

(1) [1 PUNTO]. Estudia la derivabilidad de f

/2

(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula f 2f(x) dx.
-1

EJERCICIO 2. Sea k un numero real y sed: R - R la funciéon definida por

f(x) = cos( x) + kx.
(1) [1725 PUNTOS]. Determina todos los valores de k para los que la funcién anterior es
creciente en todo su dominio.
(2) [1'25 PUNTOS]. Para k =1 halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la
funcion fen el punto de abscisa=x0.

EJERCICIO 3. Sedl el plano que pasa por los puntos (1,0,0), (0,1,1) y (1,1,1). Sea A el
punto (1,2,3) y sea B el simétrico de A respecto del plano IT

(1) [1'5 PUNTOS]. Halla la recta que pasa por Ay por el punto medio del segmento AB.
(2) [1 PUNTO]. Halla la recta paralela a la anterior que pasa por el punto (2,2,2).

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. Sea A la matriz dada por

1 3 -7
A=| 2 a b
c -a d

Halla a, b, c y d sabiendo que:
(i) El vector cuyas coordenadas son las que aparecen en la primera columna de A es
ortogonal al vector (1,-1,1).
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(i)  El producto vectorial del vector cuyas coordenadas son las de la tercera columna de
A por el vector (1,0,1) es el vector (-2,3,2).
(i) El rango de la matriz A es 2.

Opcién B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. De entre todos los rectangulos inscritos , como indica la
figura,entre la gréfica de la funciéf : R - R dada por f ( x) :% y el eje OX, halla
el de mayor area. X

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Dibuja y calcula el area del recinto limitado por la
recta y+ x=0 Yy la curva de ecuacion=y¢ + 4x+ 4.

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Discute el siguiente sistema segun los valores del

parametro b X +y +bz = b2

-X +y +2z=-3
bx +y +2z =3b.
(2) [1L PUNTOQO]. Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado.

EJERCICIO 4. Un objeto se mueve en el espacio siguiendo una linea recta cuya direccién
viene dada por el vector v=(1,2,-1). En su movimiento, dicho objeto pasa por el punto

A=(2,1,2).

(1) [1 PUNTQ]. Calcula los puntos de corte de la trayectoria de objeto con los planos

coordenados.

(2) [0°75 PUNTOS]. Calcula la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y
es perpendicular a dicha trayectoria.

(3) [0°75 PUNTOS]. ¢Cudl es el angulo que forma la trayectoria del objeto con el plano

XOY?
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SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Para estudiar la derivabilidad de la fundi@nalicemos antes la continuidad, ya que si una
funcién no es continua en un punto no sera derivable en él.

- El trozo de funcionx, definido para valores demenores que 0,<0, es una funcion
polinémica, y las funciones polindmicas son continuas eritpll@go la funcior es continua
para xO0.

- El trozo de funciérx sen(x)definido para valores demayores que 0¢>0, es continua
por ser el producto de dos funciones continuas en ®odouna polindmicay, y otra
trigonométrica, sen(x)uego la funcion &s continua para>g.

- El problema de la continuidad estd en el punto 0, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen

y coinciden.

lim f(x)=Ilim xsen(x) =0

x-0" xﬂ(())’

lim f(x)=lim x=0 = Ilim f(x)=lim f(x)=f(@0) =0
x-0" x-0" x-0" x -0

f(O) =0

Luego f(x)sera continua en el punto O.

En definitiva, la funcion f(x@¢s continua en R.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcidn sera derivable en un punto, si siendo continua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores de<0, fes derivable, por ser una funcién polinémica, siendo la funcién
derivada, 1.

- Para valores de>0, f es derivable, por ser el producto de dos funciones derivables en
todoR, una polinémicax, y otra trigonométricasen(x) luego la funciorf es derivable para
x>0, siendo la funcién derivada, sen(x) + x cas(x)

Por tanto, una primera aproximacién de la funcion derivada en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, seré:

, 1 i 0
F(x) ={sen(x) + X cos( X) :: § io [1]

- El problema esta en el punto 0. Sera derivable en dicho punto si las derivadas laterales
coinciden ya que es continua en él.
f (07 =Ilim f (x)=Ilim (sen(x) +xcos( x)) =0

x-0" x-0"

x>0 = s + — s - —
f @) =lm £ (x)=lim 1=1 FO)=0-7(0)-1

X-0" X-0"

x<0
luego la funcién f(xho es derivable en xO0.
La funcién derivada coincidira con la que nos aproximamos inicialmente en [1].
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(2) Calculemos la integral definida siguiente 0
/2 /2

0
2f(x) dx = [2xdx + [ 2 dx -
f (x) dx fl X dx f xsen (x) dx

-1 0
n/2 n/2

-0-(-1)2+ f 2xsen (x) dx = -1 + f 2xsen (x) dx = [1]
0 0

/2

2
2% f 2xsen (x) dx =
2 0

-1

Calculemos esta Ultima integral mediante el método de integracién por partes.
u=2x : du =2dx
dv = sen(x) dx Y :fdv :fsen(x) dx = -cos( x)

continuando desde [1] "

/2
= -1+ [-2x cos(x)] ~+ f 2cos( x) dx =
0
0
o o n/2 o
12§cos(§] -0+[2sen(x)| =-1-m-0 +23en[§) -2sen(0) =-1+2-0=
0

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Estudiemos el crecimiento de la funcidtix) = cos( x) + kx.
La funcién primera derivada e§ (x) = -sen(x) + k
La funciénf es creciente en todo su dominiy, cuando para cualquier valor de él la

primera derivada es mayor o igual a cero, es decir,
-sen(x) + k>0 = k > sen(x)

teniendo en cuenta que los valoressk(x) siempre estdn comprendidos entre -1y 1, y como
k tiene que ser mayor o igual ggen(x) resulta que k debera ser mayor o igual que el maximo
valor del sen(x)o sea, k debera ser mayor o igual que 1.

(2) La ecuacion de la recta tangente a la gréficaedesf punto (0, f(0)), seria:
y-f(0) = £7(0) - (x0)
Calculemos(D): {0)=cos(0)+k-0=1+0=1
Calculemos ahora f~ (0), pero antes f ff&ya k=1:
f(x) = -sen(x) + 1 = f 0 =-sen(0) +1=1
La ecuacién de la recta tangente en dicho punto es:
y-1=1.(¢0) = y=x+1

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Alser el punto B simétrico del A respecto del plEnéa recta que pasa por Ay B es
la misma que la que pasa por Ay por el punto medio del segmento que determinan Ay B, se
trata de una recta que pasa por Ay es perpendicular allp/&umrego el vector normal al plano
podemos tomarlo como el de direccion de la recta.

Calculemos dos vectores de direccidn del plano, su producto vectorial me dara un vector
normal al plano.
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d-(1,11 -(1,00 =(01,1)
v-(11 -(011 =(1,0,0)

) 11 01| |01

n. =(0,1,1)%(L0,0) —HO 0‘, —‘10, 10U—(o,l, -1)

La ecuacion de la recta que pasa por A y tiene como vector de direccion (0, 1, -1) es:

(2) Larecta paralela a la anterior y que pasa por (2, 2, 2), tendrd como vector de direccion
el mismo o uno proporcional, tomaremos el mismo, la ecuacion sera:

SOLUCION EJERCICIO 4.-

i) El vector de la primera columna de la matriz A es (1, 2, c), al ser ortogonal al vector
(1, -1, 1) el producto escalar de ambos es cero:

1,2,¢)-(1,-1,1)=0 = 1-2+c¢=0 = c=1

ii) Efectuemos el producto vectorial del vector (-7, b, d) correspondiente a la 32 columna
de A por el vector (1, 0, 1), sabiendo que el resultado es el vector (-2, 3, 2).

b. d b d -7 d| |-7 b b d. -b
( 7’ 1 )><(l,0,l) _( 01’ 1 1‘1 1 OU_( 17+ 1 )_( 21312)
identificando los dos Ultimos vectores, componente a componente, tendremos:
b=-2 ; 7+d=3 =d=+4
iii) Sustituyamos en la matriz A los valores de c, b y d por los calculados, 1, -2, -4.
1 3 -7 Calculemos el rango de A por el procedimiento de Gauss.
A-| 2 a ) Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

Sustituyamos la 2 fila por:  [2*f] - 2 - [1°f]
1 -a -4 ) Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - [1*f]

1 3 -7

0 a6 12 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3*

0 -a-3 3

N 7 s Tomemos como pivote el elemento a,, = 12 # 0.

0 12 a-6 Sustituyamos la 3* fila por: 4 - [3*€] - [2*€]

0 3 -a-3

1 -7 3 Para que el rango de A sea 2, r(A) = 2, ha de verificarse que la dltima
0 12 a-6 fila tiene que ser una fila de ceros, es decir,

0 0 -5a-6 52-6=0 = 32-6/5



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 180

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Construyamos la funcién area de la mitad del

rectangulo, teniendo en cuenta la gréfica adjunta.
1 X
A(X) =Xy =X —— = ——
(x) =xy 1+x2  1+x2
Obtengamos la derivada para calcular el maximo de
esta funcion area, cuyo dominio es: DA(R) = ]0, +of ‘ ‘
2y _ ) vy 2 0
A’(x):(l+x) X-2x _ -x“+1
(1 +x?)?2 (1+x3?)2
Calculemos los valores que anulan a la primera derivada
x2+1=0 - x-=+1
Estudiemos la monotonia en los intervalos , 10, 1[ y ¥, de la funciénA(x), que es

continua y derivable en su dominio, probando valores intermedios de los mismos.

N g2
A (0°5) .05+ 0°48>0 = A'(X)>0 = A(x)escreciente en]0, 1]
(1+0°5%)?2
_22
A (2) o2l -0°12<0 = A'(X)<0 = A(X) es decreciente en J1xf
(1+2%)2

luego hay un maximo relativo &rr 1, que es a su vez un maximo absoluto de la funcion area.

El &rea maxima seria A(1) = 1/2, pero el &rea maxima del rectangulo ser& el doble, es
decir, 1, ya que inicialmente habiamos considerado la mitad del rectangulo por lo que
tendremos que multiplicar por dos el valor de A(1).

Si hubiéramos considerado la otra mitad del rectangulo, el de la izquierda, el valor de
seria -1, pero también obtendriamos un rectangulo de area maxima .

Los puntos sobre la funcion f(eerian el P = (1, 1/2) yel (-1, 1/2).

SOLUCION EJERCICIO 2.-

* Representemos la funcion=yx¢ + 4x+ 4, cuya gréfica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadass O0x= y=4 = (0, 4)
2.- Punto de corte con el eje de abscisas: 0y = x2 +4x +4 =0 =
X :wzf - (2,0
3.- Coordenadas del vértice V: =xb/2a=-4/2=-2 = y=0 = V(-2,0)
* Pararepresentarlarecta +x=0 = y=-x, tendremos en cuenta que coincide
con la recta bisectriz del segundo y cuarto cuadrante.
* Para calcular los puntos de corte de las dos funciones, resolveremos el sistema formado
por ambas ecuaciones, con el fin de determinar el recinto que forman.
y=-X o oy —y?2 - _y2 - _ *5i\/25*16 » X -4
y—x2+4x+4} X =X*+4x +4 O0=x°+5x+4 X’f\x 1
La situacién de las dos graficas superpuestas se corresponde con la gréfica adjunta, y
donde el area rayada es el recinto limitado por ambas.
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El 4area del recinto anterior se obtiene
integrando la funcion diferencia de ambas
funciones, entre -4y -1.

1 : 3
Area :f(—x—(x2+4x +4))dx - 2
F 3 T | !
X X
- f4(—x2—5x—4) dx ={—T—57—4x = . 4

- _(;{)3 _5(72)2 - 4(-1) - (_(—4)3 S 5097 g _4)) -

N o

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para discutir el sistema que nos dan, expresémoslo en forma matricial y usemos el
método de reduccion de Gauss.

1 1 bl|p?2 Triangulemos infetiormente.
1 1 1]-3 Tomemos como pivote el elementoa;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] + [1°f]
b 1 1|3b Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - b - [1*f]

1 1 b b2
2 b+l | p2-3

Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3*f] - (1-b) - [2°f]

0 1-b 1-b?|3p-p3
1 1 b b2 El sistema estd triangulado inferiormente, todos los
elementos de la diagonal principal son distintos de cero
0 2 b+l b2-3
salvo el aj;; que puede ser o no cero. Veamos los
0 0 1-b?|_p3-p2+3p+3 ) diferentes casos que pueden presentarse.

*Sia,=0 = 1-B=0 = b=1; b=-1

** Sib=1 = ladltimaecuacion sera 0 =-1-1+3+3, es decir, 0 = 4, se trata de
una ecuacioén absurda, por lo que el sistema no tiene solucion, es incompatible.

** Sib=-1 = ladltimaecuacion sera 0 =1-1-3+3, es decir, 0 =0, que es una
ecuacion trivial, la eliminamos, nos quedaria un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, o
sea, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

* Si g0 = b1 y b+#-1 = laUltimaecuacion no es ni absurda ni
trivial, el sistema es compatible determinado.

(2) Si b =-1, el sistema es compatible indeterminado uniparamétrico, lo resolveremos
sustituyendo este valor de b en el sistema triangulado inferior anterior.

11 -11 o

1 1 -111 La incégnita que sobra, la g, la pasamos al
0 2 0]-2 = 02 0lo2 segundo miembro como incégnita
00 010 secundaria o parimetro.
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( 1 11 +Z) ( 1 111 +ZJ Triangulemos superiormente.
= Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 2}-2 0111 Sustituyamos la 1* fila por: [1°f] - [2*F]
102+ El sistema esta diagonalizado, la solucién es:
0 1|-1 x=2+z ; y=-1
Sustituyendo por el pardmetro t, tendremos finalmente como solucion del sistema:
=2+t ; ¥-1 ; zt

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Laecuacién de la trayectoria, que es unarecta que pasapor A=(2, 1, 2) ytiene como
vector de direccion al vector (1, 2, -1), es:

X =2+t
y=1+2t
z=2-t
El punto de corte de dicha trayectoria con el plano XQOY, de ecuacidh, sera:
X =2+t X=2+2=4
y=1+2t - y=1+4=5} = P=(4,5,0)
z=2-t=0 =1=2 z=0
El punto de corte de dicha trayectoria con el plano XOZ, de ecuacidh, seré:
X =2+t XZZ*EZg
1 2 2 3 5
y=1+2t =0 = t=-=2) = y=0 - Q=|=,0, =
2 ,,1_5 2 2
=2 - =2+ = = —
z=2-t z 5 >
El punto de corte de dicha trayectoria con el plano YOZ, de ecuacidi, seré:
X=2+t=0 = 1t=-2 X =0
y=1+2t = y=1-4=-3 = R=(0, -3,4)
z=2-t1 z=2+2=4

(2) El vector normal al plano coincidira con el vector de direccién de la trayectoria,
esdecir,n =v = (1,2, -1), ycomo elvectornormales =(A B, C) =
Ax+By+Cz+D=0 = X+2y-z+D=0
al pasar el plano por el origen (0, 0, 0), se verificara:
0+0+0+D=0 =D=0 = X+2y-z=0

(3) Calcularemos el coseno del angulo que forma el vector normal al plano XOY con el

de direccion de la trayectoria

cos( M V) = !

-1

0,0,1)- (1,2, -1)
/02402412 /124224 ( -1) 2
este valor coincide con el seno del &ngulo que forma el plano XOY con la trayectoria, y por

tanto el &ngulo que nos piden sera
angulo = arc sen % = 24° 5 4143 "
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 18 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Consideralas funcionds R-R y g: R - R definidas por
f(x) =x2+3x +2 g(x) = -x? -3x +10.
(1) [1 PUNTOQ]. Representa graficamente ambas funciones.
(2) [1'5 PUNTOS]. Halla el &rea de la region del plano que esta formada por todos los puntos

(x,y) que cumplen que f(¥y < g(x).

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Calcula las asintotas de la gréafica de la fuhdiéfinida
para x=-1 por X2 +3x +1
f(x) = ——M—
X +1

y estudia la posicion de dicha grafica con respecto a las asintotas.

EJERCICIO 3. Considera el plano ¥la recta r dados por
m=ax +2y -4z +b =0 p=Xx-8.y-1_2z+3
4 -4 1
(1) [1'5 PUNTOS]. Halla los valores de ay b para los que r esta contenida en I1
(2) [1 PUNTQ]. ¢Existen algun valor de a y algun valor de b para los que la recta dada r es

perpendicular al planoTI

EJERCICIO 4. Una persona trata de adivinar, mediante ciertas pistas, el coste de tres
productos A, B y C que un amigo suyo ha comprado:

Pista 1: Si compro una unidad de A, dos de B y una de C me gasto 900 ptas.

Pista 2: Si compro m unidades de A, m+3 de B y 3 de C me gasto 2950 ptas.
(1) [1L PUNTOQ]. ¢Hay algun valor de m para el que estas dos pistas no son compatibles?
(2) [1 PUNTO]. Sien laPista 2 se toma m=4, ¢es posible saber el coste de cada uno de los
productos?
(3) [0'5 PUNTOS]. Pista 3: El amigo le dice finalmente que el producto C vale 5 veces lo que
vale el producto A y que en la Pista 2 se tiene m=4. ;Cuanto valen A, By C?
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Opcién B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Dibuja y halla el area de la regién limitada por la recta
y =X+ 3 ylacurva de ecuacién=y¢ - 4x+ 3.

EJERCICIO 2. Una particula se desplaza a lo largo de la curva de ecuacifx) siendo
f: R - R lafuncion dada por .
{0 si x <0

) “1xe* s x so.
(1) [1 PUNTOQ]. ¢Hay algun punto en la trayectoria de la particula en el que dicha curva no
admite recta tangente?
(2) [1 PUNTO]. Determina las coordenadas del punto de la trayectoria en el que se alcanza
la maxima altura.
(3) [0°5 PUNTOS]. ¢A qué recta se aproxima la trayectoria cuando»? Justifica la
respuesta.

EJERCICIO 3. Considera el sistema
X +2y +3z = -1
2X +5y +4z = -2
X +3y +m?z =m
(1) [1L PUNTOQ]. Discute el sistema segun los valores del parametro m.
(2) [1 PUNTO]. Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado.
(3) [0°5 PUNTOS]. Razona para qué valores de m tiene inversa la matriz de los coeficientes

del sistema.

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto

P=(1,0,2) y corta a las rectas r y s dadas por
X y+2 2z S={2x+6y+2—0

S T | y +2z = 0.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) * Representemos la funcién f&)é + 3x+ 2, cuya gréafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadass 0x= f{0)=2 = (0, 2)
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas:0y = X¥+3x+2=0 =

X = _Si 9_8 _ 2 X = _1 - (_2' 0) y (_1, 0)

2 v X =-2
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3.- Coordenadas del vértice V: =xb/2a =-3/2 =

(2)-(3) ol ) 2ot - v

* Representemos la funcion g&)}x* - 3x+ 10, cuya gréafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadass O0x= g(0)=10 = (0, 10)

2.- Puntos de corte con el eje de abscisas:0y = x*-3x+10=0 =
_3+,9+40 - x=-5 (-5,0) y (2, 0)

-2 v X =2
3.- Coordenadas del vértice V: =xb/2a=3/(-2)=-3/12 =

o 3)-{-3) 5[ 3) 202 - v

La grafica de cada una de las funciof(g®
y g(x), esté representada al lado.

(2) La region del plano formada por
aquellos puntos M que cumplen que
f(X) <y < g(x), es la que se encuentra rayada.

Calculemos los puntos de corte de ambas
funciones, para hallar el area de dicha regién:

y =x2+3x +2
y = -x?-3x +10

X2+3x+2--x2-3x+10 — x2+3x-4-0 - x-_—:yI9+10 ‘/29+16 X
El area del recinto anterior se obtiene integrando la funcién diferencia de ambas funciones,
o(x) - f(x), entre -4y 1.
1

Area :f(—x2—3x+10—(x2+3x +2))dx =
,41 1
- [(-2x?-6x +8) dx - 72%376)(72+8x

4

4
_ 2 o aAw 4 2 125
--2-3.8 ( A7 _3(-42-32) - 22

SOLUCION EJERCICIO 2.-

- Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfaceimué( x) =+«

X=X
Comprobemos si existen; en principio hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x* 12= 0 = x= -1.2 Veamoslo.

. . Xc+3x+1 (-1)°+3(-1) +1
lim f(x) =lim = =
x--1 (x) x - -1 Xx+1 0

Estudiemos la posicion de la grafica dedpecto de esta asintota vertical.

2 _1)2 _1- _

im f(x)-fm X_SX+1_ (1)7+3(1) -1 1.
X - -1 X- -1 x+1 -1"+1 0

-« Asintota Vertical: x -1.

+00
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im f(x)-fim X3+l (19°:3(19) 1 1
x--1" X- -1 x+1 -1"+1 0°
La funcién f(x) tiende a - cuandox se acercaa -1 por la derecha, ya ctando lo
hace por la izquierda.
- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacediquet (x) =y, e %
Comprobemos si existe. X

x2+3x+1_[oo 2x +3 _

=lim

X = oo

lim f(x) =Ilim

X =00 X = o0 +1
la indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la regla de Regla
de L"Hopital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

No existe asintota horizontal, sino que se da la condicién necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.

- Asintotas Oblicuas.

Calculemos la ecuacion de la posible asintota oblicya= nx + n, comencemos

obteniendo el valor de m y después el de la n:
x2+3x+1
. x+1 . x2+3x+1 . x?
m = lim — = =lm =— = =lim —
X = o X X = o X X = o X “+X X = o X2

Calculemos ahora n:
n=Ilim (f(x)-mx)=Iim [

X = o X > oo

oo

=1

2 2
» X +3X+1-X“-X . 2x +1
=lim =lim =
X = 00 X+1 x-o X +1

2

x2+3x+1 ]
——-X
X +1
La asintota oblicua, es: =yx+ 2.
Estudiemos la posicion de la gréafica dedpecto de la asintota oblicua.
* Para valores de muy grandes, por ejemplo=x1000 =
10002 + 3000 +1 ,
f (1000) = =1001" 99
(1000) 1000 +1 = f(1000)< vy
Yasinoa  (1000) = 1000 +2 = 1002
luego la gréfica de, fpara x -, va por debajo de la asintota.
* Para valores de muy pequerios, por ejemplozx1000 =
B _ (-1000) 2-3000+1 _ oo
f(-1000) 1000 + 1 9977998 ~ (-1000)>
Yasimoa (-1000) = -1000+2 = -998

luego la gréfica de, fpara x -, va por encima de la asintota.

(1000)

asintota

(-1000)

y asintota

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Las dos condiciones para que la recta r esté contenida en ellpgmo i) que el
vector de direccion de la recta y el normal al plano sean perpendiculares, y ii) que un punto de
la recta pertenezca al plano:
i) Si el vector de direccion de la rectav,=(4, -4,1), yelnormalal plano Il
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n_ =(a, 2, -4), son perpendiculares, su producto escalar es cero:

v-n =0 - (4 -4,1)-( a 2, -49-0 - 4a-8-4-0 - a-3
i) Un punto de la recta, por ejemplo, P =(3, 1, -3), para que pertenezca al plano ha de verificar
que: 3a+2+12+b=0 = 9+14+b=0 = b=-23.

(2) Para que la recta r sea perpendicular al planel vector de direccion de la
recta, v=(4, -4,1), y elnormal al plano,i_=(a, 2, -4), tienen que tener la
misma direccién, por lo que sus componentes han de ser proporcionales:

a_ 2. %4 = la dltima proporcién es imposible, luego no hay ningun valor de "a"

ni de "b" para los que la recta y el plano sean perpendiculares.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Llamandox al valor del producto Ay al valor del producto B zal del C, tendremos,
considerando las pistas, el siguiente sistema de ecuaciones:
X +2y +z =900 } Expresemos el sistema en forma matricial y
nmx +(m3)y + 3z = 2950 discutamoslo por Gauss.

( 1 2 1 \ 900 J Triangulemos infel.riormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
m m3 3]2950 Sustituyamos la 2° fila por: [2*f]] - m - [1°f]
El sistema esta triangulado, los elementos de la diagonal
principal son distintos de 0, salvo el a,, que puede setlo o

no. Veamos los casos que se presentan.

1 2 1 900
(0 3-m 3 m\ 2950 -900 m]
*Sia,=0 = 3m=0 = m=3 = lauUltimaecuacion seria, 0 = 250,
gue es una ecuacion absurda y el sistema no tendria solucion, seria un sistema incompatible y
en consecuencia las dos pistas no son compatibles.
*Sia,#0 = 3mz0 = m=#3 = laUltimaecuacion no es ni absurda ni trivial,
el sistema tendria solucién, seria un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

(2) Sustituyendo m por m = 4, el sistema triangulado anterior quedaria asi:
1 2 11| 900 Obtenemos un sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas, es un
( 0 -1 -1|-650 ) sistema compatible indeterminado uniparamétrico, es decir, con

infinitas soluciones, por tanto, no es posible saber el coste
preciso de cada uno de los productos.

(3) Con la tercera pista el nuevo sistema es:
X +2y +z =900 }

Expresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo
por Gauss.

4x + 7y + 3z = 2950
5x -z =0
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1 2 1| 900 Triangulemos infeFiorrnente.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
4 7 32950 Sustituyamos la 2* fila por: [2°f] - 4 - [1°f]
50 -1 0 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - 5 - [1°f]
1 2 1| 900 . Ll
omemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
0 -1 -1|-650 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f]] - 10 - [1°f]
0 -10 -6|-4500
12 1900 Simplifiquemos la 2* fila por -1
0 -1 -11-630 Simplifiquemos la 3° fila por 4
0O O 42000
1 2 11900 Triangulemos supetriormente.
Tomemos como pivote el elemento a3 = 1 # 0.
0 1 1650 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f]] - [3%f]
0 0 1500 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] - [3*f]]
1 2 0400
0 1 01150 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1*f]] - 2 - [2°f]
0 0 1|500
1 0 0l100 La solucion es:
0 1 0l150 * el valor del producto A es de =x100 pesetas
* el valor del producto B es de =y150 pesetas
0 0 1500 * el valor del producto C es de =500 pesetas

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

* Representemos la funcién=y¥ - 4x+ 3, cuya grafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadass O0x= y=3 = (0, 3)
2.- Punto de corte con el eje de abscisas:0y = x2 -4x +3 =0 =

x - AEREZ 0T - @0y @0)

3.- Coordenadas del vértice Vi=xb/l2a=4/2=2 =y=4-8+3=-1 = V(2,-1)
* Representemos la recta =yx + 3.

- Punto de corte con el eje de ordenadas: \
x=0 = y=3 = C(0,3). ’

- Punto de corte con el eje de abscisas:
y=0 = x=3; = D(3,0). !
Las graficas de la parabola y la recta, estan situadas al lado. | 3
Teniendo en cuenta el estudio anterior, los puntos de corte -

de la pardbola con la recta son el (3, 0) y el (0, 3).

2
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La region plana limitada por ambas graficas se
corresponde con la zona rayada.

El &rea de la region rayada es la integral definida entre O
y 3 de la funcién diferencia:

3 3
Area :f[fx+3 ~(x 2-4x+3)] dx :f(fx 2.,3x) dx -
0 0

3
27 27 -54+81 9
=-=-_ += - 0= - =
3 2 6 2

x3 x 2
2 32
3 72

0

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) No admitira recta tangente en aquellos puntos en los que no sea derivable.
Para estudiar la derivabilidad de la fundi@nalicemos antes la continuidad, ya que si una
funcién no es continua en un punto no sera derivable en él.
- El trozo de funcion, 0, definido para valores deenores que 0x<0, es una funcion
constante, y las funciones constantes son continuas eR thgkgo la funciér es continua
para xO0.
- El trozo de funciong €%, definido para valores demayores que 0¢>0, es continua por
ser el producto de dos funciones continuas enodona polindomicax, y otra exponencial
elemental, & luego la funcién &s continua para>g.
- El problema de la continuidad esta en el punto 0, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién.
Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.
lim f(x)=lim (xe *)=0-e®-0
o e
lim f(x)=lim 0=0 = lim f (x) =lim f (x)=f (0) =0

x-0" x-0" X -0 X -0

x<0
f@O =0-e?°=0

Luego f(x)sera continua en el punto 0.

En definitiva, la funcion f(xgs continua en R.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcidn sera derivable en un punto, si siendo continua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores dex<0, f es derivable, por ser una funcién contante, siendo la funcién
derivada, O.

- Para valores de>0, f es derivable, por ser el producto de dos funciones derivables en
todoR, una polinémicay, y otra exponencial elementef, luego la funcior es derivable para
x>0, siendo la funcion derivada; ex e,
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Por tanto, una primera aproximacién de la funcion derivada en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, seré:
¢ _J0 si x <0 1
(x) = e -xe™ si x >0 [
- El problema esta en el punto 0. Sera derivable en dicho punto si las derivadas laterales
coinciden ya que es continua en él.
f07)=Ilim f (x)=lim (e™*-xe ™) =1-0=1
x-0" x-0"

f(0)=lim f (x)=lm 0-0 ~PO9)=1-70©)-0
x-0" x-0"

X <0
luego la funcionf(x) no es derivable enx = 0, lo que significa que en este punto de la
trayectoria no existe recta tangente.
La funcién derivada coincidira con la que nos aproximamos inicialmente en [1].

(2) Los maximos relativos de una funcién, definid@®ehay que localizarlos entre los
puntos de derivada cero, los de no continuidad o los de no derivabilidad. En este caso, al ser una
funcién continua analizando el crecimiento y decrecimiento podremos obtener el maximo
absoluto.

Los puntos de derivada cero los buscamos entre los valores>de porque para los
menores de cero la funcién es constante y siempre vale cero.

e*-xe*=0 - e*1 -x)=0 - 1-x=0 = x-=1
construyamos los dos intervalos de monotonia par¥zDd, (0, 1) y (1s), probemos valores
intermedios, por ejemplo, 0.1 y 2, de estos intervalos en la primera derivada:

f 01 =e°% -01e% =09 e >0 = crecienteen (0, 1)

f (2 =e?-2e?2=-e2<0 = decreciente en (1)
luego hay un maximo relativo er=1 = f(1)=e' = luego también es maximo absoluto.

En consecuencia, las coordenadas del punto de la trayectoria en el que se alcanzala
méxima altura son(1, e 1).

(3) Calculemos el limite de la funcién para: .

1.9

lim f(x) =lim (xe *)=w. e~ :H = lim 2 = lim

X = X = ® x-o €% x-o €%
la indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido mediante la Regla de
L"Hépital, que consiste en derivar numerador y denominador independientemente.

Hemos obtenido una asintota horizontal, la rgcted, a la que se aproxima la trayectoria

cuando % o,

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos el sistema directamente en forma matricial y discutamoslo mediante el
método reductivo de Gauss.
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Triangulemos infetiormente.

12 3|41 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
25 4|2 Sustituyamos la 2° fila por: [2*f]] - 2 - [1°f]
13 ml m Sustituyamos la 3* fila por:  [3%*f] - [1°f]
12 3 -
1 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
01 -2 |0 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - [2°F]
0 1 m*-3|ml
12 3 -1 El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal
01 -2 0 principal son distintos de cero salvo el a3; que puede setlo o no.
00 mP-1lm1 Veamos los casos que pueden presentarse.

*

Si ;=0 = nf-1=0 = m=1; m=-1
* Sim=1 = ladltimaecuacion seria, 0 =2, que es una ecuacién absurda y
el sistema no tendria solucién, seria un sistema incompatible.

** Sim=-1 = ladUltimaecuacion seria, 0 = 0, que es una ecuacion trivial, la
eliminamos, nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, es un sistema compatible
indeterminado uniparameétrico.

* Siay#0 = mz1 y mz-1 = ladltimaecuacién no seria ni absurda
ni trivial, se trata de un sistema compatible determinado.

(2) Resolvamoslo para m=-1 que es cuando es compatible indeterminado. La Ultima
ecuacion es trivial y la elimindbamos, nos queda el sistema:

1 2 31-1 La incégnita que nos sobra, la g, la pasamos al segundo miembro como
01 2|0 incégnita secundaria o parametro.

Triangulemos superiormente.
12)-1-3z Tomemos como pivote el elemento ay,, =1 # 0.
01 2z Sustituyamos la 1°* fila por:  [1*f] - 2 - [2*f]]
1 0|-1-7z Lasoluciénes: x=-1-z ; y=2z
0 1| 2z Sustituyamos la incognitapor un parametri:

x=-1-n. ; y=2 ;o Z=A

(3) La matriz de los coeficientes tendra inversa cuando su rango sea 3. Al triangular
inferiormente, en el apartado (1), hemos obtenido una matriz en la que todos los elementos de
la diagonal principal son distintos de cero cuando m sea distinto de 1 y de -1, en cuyo caso el
rango sera tres. Simes 1 o -1 el rango seria dos.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Calculemos, en primer lugar, el plano que pasa por el punto P =(1, 0, 2) y contiene a la
rectar.
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Para calcular la ecuacion del plano necesitamos un punto, el P o0 uno de la recta, y dos
vectores de direccién, uno seria el de la recyeel otro el que determinan el punto P y un
punto de la recta, por ejemplo, el A =(0, -2, 0), es decir,

PA=(0, -2,00 -(1,0,2 =(-1, -2, -2

X =3a -8
la ecuacion del plano es:m =4y = -2 + o - 2p
Z=o-28
2x +6y +2 =0
hallemos la interseccion aecon la recta: S = y
y +2z =0

Sustituyamos las, y y z, del plano ers para calcular el punto de incidencia.

6o-2p-12 +60-128+2=0| _ 12a-14p =10} 6u-78 =5
2+ -2B+20-4B =0 30 - 68 =2 30 - 68 =2

Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por el método de Gauss.

6 -71|5 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 6 # 0.

3 62 Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°F] - [1°f]

6 -7!65 Triangulemos superiormente.

0 -5|-1 Tomemos como pivote el elemento ay, = -5 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: 5 - [1*£] - 7 - [3%f]

30 032 La solucién es:

0 -5|-1 o =32/30=16/15 ; B=1/5

Sustituyamos el valor de=16/15 y el def=1/5 en el plan®l para obtener el punto H
de interseccion:

X =3- 1_6 - l =3
15 5
16 1 4 4 2
-2+2-2. 2 =-21% 4 = -2z
y T 5 3 H (3’ 3 3)
16 5, 1_2
15 5 3
La recta que nos piden es la que pasa por el punto P = (1, 0, 2) y por el punto recién
obtenido H, siendo el vector de direccion, el veckd®, es decir,
HP-(1,0,2) - |3 -2 2|-[o 2 2
3 3 3 3
luego la ecuacion de la recta es:
9 Xx=1-2t
y - =t
3
4
z =2+ —t
"3

recta que efectivamente cortaa pasar por H, y cortargor estar contenida en el plano que
hallamos, cumpliéndose ademas que el vector de direccidn ae (3,1, 1), y el
4 4

vector HP = ( -2, §J tienen distinta direccion.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 19 DE EXAMEN

Opcién A
EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Lafunciénf:R -~ R dada por
X2 +bx +c si x <0
f(x) - Ln(>)<(+1) s x A

es derivable en el punto=0. ¢Cuantovalen b y c? (Nota:t)®6 el logaritmo neperiano
det.)

EJERCICIO 2. [2°’5 PUNTOS]. De las funciones contindigsy : R - R se sabe que
2 3
[(F00) +g(x) dx =3, [3(F(x) -g(x) dx =3,
1 2

f3f(x) dx =3, f22f(x) dx = 3.

3
Calcula si es posible,f g(x) dx vy, sino es posible, di por qué.
1

EJERCICIO 3. Los puntos A=(1,2) y B=(5,6) son los extremos de un didmetro de una
circunferencia.

(1) [1°5 PUNTOS]. Calcula la ecuacion de la circunferencia.

(2) [1 PUNTOQ]. Halla la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia en el punto A.

EJERCICIO 4. Se dice que dos matrices A y B son semejantes cuando existe una matriz
invertible P tal que AP =PB.

(1) [1’5 PUNTOS]. Prueba que las matricds- ( 1 g ) y B= [ (2) _(i ) son
semejantes.

(2) [1 PUNTOQ]. Resuelve los sistemas

(180200 v GRG0
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Opcién B

EJERCICIO 1. Seaf:R -~ R la funcion definida porf (x) = 2x 2 - 5x 2 + 2x.

(1) [15 PUNTOS]. Demuestra que la recta de ecuagién2x+ 1 es tangente a la grafica

de la funcién y halla el punto de tangencia correspondiente.

(2) [1 PUNTO]. ¢Corta esta recta tangente a dicha grafica en algan punto distinto al de
tangencia?

EJERCICIO 2. La grafica de la funciéhde la figura corresponde a una funcién polinémica
de grado 2. 10

0o 2 4 6 8 10
(1) [1'5 PUNTOS]. Determina una expresion algebraica de la furfcién
(2) [1 PUNTOQ]. Calcula el area de la region sombreada.

EJERCICIO 3. Un paralelogramo cuyo centro &d = [ % 3,4 ] tiene por vértices los
puntos A=(1,2,3) y B=(3,2,5).

(1) [1L PUNTO]. Halla las coordenadas de los otros dos vértices.

(2) [1 PUNTO]. Hallala ecuacion de la recta que pasa por My es perpendicular al plano que
contiene al paralelogramo.

(3) [0°5 PUNTOS]. Calcula el area del paralelogramo.

EJERCICIO 4. Se dice que una matriz A cuadrada de orden 3 es ortogonal si su inversa A
y su traspuesta'&oinciden. Dado un nimero rea) sea B la matriz
cos( x) sen(x) O
B =| -sen(x) cos( x) O
0 0 -1
(1) [1°5 PUNTOS]. ¢Es ortogonal la matriz B?
(2) [1 PUNTO]. ¢Es Bortogonal?
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SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Si la funciénf es derivable ex = 0, es continua en dicho punto, luego los limites laterales
y el valor de la funcién en dicho punto coinciden, vedmoslo.

1
M:% “lim %=1 lim f (x) =lim f(x) =f (0)

x-0" X -0 x -0

lim f (x) =lim

x-0" x-0"
x>0

Lim f(x) =lim (x2?+bx +c) =¢

x-0" X-~0" l-=c

f(0) =c
Luego para qud(x) sea continua en el punto 0, se ha de cumplir que ¢ =1.

También sabemos que es derivable en dicho punto, por lo que las derivadas laterales

existen y coinciden, comprobémoslo. La funcién derivada es:
2x +b si x <0
f (x) = X - Ln(x+1)

x+1

5 Si x >0
X

las derivadas laterales son

£ (0 =lm f (x)=lm =2

X - Ln(x+1) Nim X - (x+1) Ln(x+1) [2}

X0 x-0" x 2 x-~0" x3+x2 0
x>0
1 -1
1-Ln(x+1l) -(x+1) — —
l (x+d) = (x+1) X+1 » -Ln(x+1) [0} . X +1 1
= 11im =lim —/ = 7 == =|im - -
x-0° 3x 2 +2x X-0° 3x2+2x 0 X-0° 6X +2 2

f (0)=lim f (x)=lm @2x+b) =b
x«g’ x-0"

igualando las derivadas laterales:b = —%

Luego sif(x) es derivable en el punto 0, se ha de cumplir ttpu&% y c=1

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Sabemos que
2

2 2
f(f(x)+g(x))dx:3 - ff(x) dx+fg(x) dx =3 -
1 1 1

fzg(x) dx = 3 —fzf(x) dx

3 3
[3(f(x) -g(x)) dx =3 = [(f(x) -g(x)) dx =1 -
2 2
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fsf(x) dx ffsg(x) dx =1 = fsg(x)) dx = fgf(x) dx - 1
2 2 2 2

3 2 2 3
[f(x)dx:s ; {2f(x)dx:3 - {f(x)olx:E

Calculemos la siguiente integral definida, teniendo en cuenta las anteriores y las propiedades
de Ia linealidad de la |ntegraC|on

fg(x)dx—fg(x) dx+fg(x)dx—3 ff(x) dx+ff(x)dx—1—

:3—%+ff(x) dx —1:%+ff(x) dx :%+ff(x) dx —ff(x) dx =2+3-32 =2
2 2 1 1

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Si Ay B son los extremos de un diametroy C = (a, b) el centro de la circunferencia,
se verificara:

AC-=CB :{

=
=

AC=(a, b) -(1,2) =(a-1, b-2) {a 1 3
CB=(5,6) -(a, b) =(5 -a, 6-h) b-2 4
El radio de la circunferencia, es

r=|CBl =y/(5-3)%+(6 -42=,/4+4-,8

La ecuacién de la circunferencia es:

(x-af+G-bF=F ~ &-37+(y-47=8

5-a a
6-b b

(2) Calculemos la pendiente de la recta AB:

AB=(5,6) -(1,2) =(4 9 = Mmg=5-=1
ya que la recta tangente en A al ser perpendicular al didmetro AB, la pendiente de la tangente

y la del diametro guardan la sigfiente relacion: L

= -—, esdecir, = -

rqg mAB n]g mAB

La ecuacién de dicha tangente en A, en forma de punto-pendiente, es:
Y-Yo=mK-%) = y-2=-k-1) - y=x+3

1
-2 =-1
1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Veamos si existe una matriz P invertible, es decir, que su determinante sea distinto de
cero, de forma que las matrices A y B sean semejantes.

12 ab ab 20 a+2c b+2d 2a -b
apre-(12)(28)-(28) (3] - (N2 5

a+2c = 2a a-2c =0

b+2d = -b 2b+2d =0 a-2c =0 a=2c
a=-2c|~ a2=0[" b+d=0{(" b-=-d
b=-d b+d =0
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Se trata de un sistema compatible indeterminado, hay infinitas soluciones que satisfacen las
condiciones anteriores, por lo que si es posible encontrar una matriz P invertible:

ab 2c -d 2c -d
P_(Cd)_(c d) - [P] = =2cd+cd =3cd #0

c d

La condicion que hay que afiadir es que su determinante sea distinto de cero, lo que implica que
"c"y "d" sean distintos de cero, al igual que "a"y "b".

(2) Resolvamos el sistema

1 2 X B X X+2y:2x X_2y:0 .
(10)(3/)2()/) ﬁ{ X_Zyé{XZy—Oé X-2y =0

obtenemos una ecuacién con dos incégnitas, se trata de un sistema compatible indeterminado
uniparamétrico, la solucidn esx = 2y. Sustituyendoy por un parametrd,, tendremos

finalmente:
X=2\ ; y=2X
Resolvamos esta otra ecuacion
X {Zx +2y =0

[38)(5) () - s - ey

obtenemos una ecuacién con dos incégnitas, se trata de un sistema compatible indeterminado
uniparameétrico, la soluciéon esx = -y. Sustituyendoy por un parametrd,, tendremos
finalmente:

= X+y:O

X=-A ; y=A

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Silarectay = -2x+ 1, es una recta tangente a la fundiéen un punto "a", significa
gue la pendiente, -2, de dicha recta coincide con la derivada de la funcion en el punto de abscisa
"a";
f(x)=2x3-5x2+2x = f (x)=6x2-10x +2 = f (a)=6a’-10a +2

igualando esta Ultima expresion a -2, tendremos: .4 -

6a2-10a+2--2 - 3a’-5a+2-0 - a:75+‘/25‘24 - 4

Calculemos el valor de la funcién en cada uno de los puntos que obtenidos:
f(1)=2-5+2=-1 = (1, -1)

(5] 2e) o) 2fs) - 5 - (54

Obtengamos la ecuacion de la recta tangente en cada uno de los puntos anteriores.
y+1=-2(x-1 = y=-2x+1

Y - Yo =m(x -x) - 8 _, 73)é _ o s 28

° ° Y %7 73 y =t 57

Efectivamente, la recty = -2x+ 1, es tangente a la graficafden el punto (1, -1).

w|n



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 198

(2) Para saber si la recta tangegte -2x+ 1 corta a la grafica deen algin otro punto

distinto del de tangencia, resolveremos el sistema formado por las ecuaciones de la recta 'y de
la funcion.

— 3 _ 2
));;%)Z(X +51X +2X}=> 2x3-5x2+2x =-2x +1 = 2x3-5x?+4x -1 =0 =
2 5 4 -1 Aplicando Ruffini, hemos obtenido una solucién que ya
©) o 3 1 sabiamos,x = 1. Terminemos de resolver la ecuacion de
> 3 1 0 segundo grado que ha salido.

3+,98 ’lel
4 X =3

La recta tangente corta a la grafica, ademéas de en el punto de tangencia, en el punto
%, 0 ) La ordenada se ha obtenido sustituyendo la abscisa en la funcién.

2x%2-3x+1=0 = x

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) La funciénf al ser una funcién polinémica de grado 2, sera de la forma
y=adc+bx+c
pero como el vértice de la parabola, (6, 0), coincide con el Unico punto de corte que hay con
el eje de abscisas, la ecuacion la podemos escribir mejor asi:
y = af- 6)
La gréfica corta al eje de ordenadas en el punto (0, 9), por tanto:
9=a(0-6) = 9=36a = a=1/4
La expresion algebraica de la funciées:
y:Z(x—G)2 = y:%(x2—12x+36) = y:%x2—3x+9

(2) Determinemos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (6, 0) y (0, 9):
ﬂ = u = X= 6 = 1 = = ——X + 9 = = ——X + 9
06 9-0 5 9 ¥=7% y="3

El area de la regidon sombreada sera:

Area = i -3x+9- 1x2-3x+9] |dx = i ~Ix243x | dx = J1xP 3 X
f 2 4 f 4 2 4 3 2 2
0 0 0
= — 1 3 3 2 _ =
ﬁﬁ +ZG 0-=9

SOLUCION EJERCICIO 3.- c
(1) Tengamos en cuenta qugC=2 AM = D

AC=(a, b, c) -(1,2,3) =(a-1, b-2, c-3)

AT\/I:(%,SA ) - (1,2.3) :(%,1,1 ) B(m)

2AT\/|:2(§,1,1 ) =(1,2,2)
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igualemos los vectoreAC y 2 AM

U

(a-1, b-2, ¢-3) =(1,2,2)

abpRE

-~ C=(1,4,5)

U

!
—_———
O To

|
WN -
NN P

)

O T

©

Tengamos ahora en cuenta qB®=2 BM =
BD=(d, e f) -(3,25) =(d-3, e-2, f-5)

f
BT\/I:(%,S,4)7(3,2,5) :( 31, 1) -  2BM=(-3,2, -2)

I\)

2 1
igualemos los vectore8D y 2 BM

(d-3, e-2, f-5) =(-3,2, -2) —~ D=(0, 4, 3)

—hcoo.
RN
oo
N
N W
Ll
-0

wphO

(2) Calculemos Iqs vectoresB y AD
AB=(3,2,5) -(1,2,3) =(2,0,2)
AD=(0,4,3) -(1,2,3) =(-1,2,0)
el producto vectorial de estos dos vectores nos dara un vector perpendicular al plano que
contiene al paralelogramo, es decir, el de direccion de la recta.

e 02 2 2 20
ABxAD=(2,0,2)x( -1,2,0) = , - , =(-4, -2,4)
20 -10 -1 2
La ecuacion de la recta que nos plden es:
X"3 _y-3_1z-4
—4 -2 4

(3) El area del paralelogramo coincidira con el médulo del producto vectorial de los
vectores AB y AD

Area = |ABxAD| = /(-4)2+(-2)%2+(4) 2= /16 +4+16 = /36 = 6

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Probemos que la matriz B es ortogonal, es decir, eeBB

cos( x) -sen(x) O
B' = | sen(x) cos( x) O [1]
0 0 -1

Calculemos ahora la matriz inversa de B. Usaremos el método de Gauss, que consiste en
poner a la derecha de B la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de B, la parte que
guede finalmente a la derecha es la matriz inversa de A. (Nota: da igual esta disposicion o la
contraria).

cos( x) sen(x) 0[100 Diagonalicemos. 4
Tomemos como pivote el elemento a;; = cos(x) # 0.
-sen(x) cos(x) 01010 Darfa igual suponer que sen(x) # 0.
0 0 -1/0 0 1/ Sustituyamos la 2* fila por: cos(x) [2°f.] + sen(x) [1°f]
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ostg sy 0| 1 o o) Sl i o
0 sen ?(x)+cos 2(x) 0 [sen(x) cos(x) O sen’(x) + cos’(x) = 1
0 0 1 0 0 1 | Multipliquemos la 3*f. por -1

cos( x) sen(x) O 1 0 0 Tomemos como pivote el elementg=d 0.
0 1 Ojsen(x) cos( x) O Sustituyamos la 12 fila por:
0 o 1l o o 1 [15f] - sen(x) - [23f.]

cos(x) 0 0 |1-sen?(x) -sen(x)cos(x) O ,

stituy: 1-s

0 1 0| sen(x) cos(x) 0 iz;tg;amos sent(x)  por
0 01 0 0 -1

cos( x) O 0 |cos?(x) -sen(x)cos(x) O
0 1 0] sen(x) cos( X) 0
0 01 0 0 -1

Simplifiquemos la 1*f. por cos(x).
Ya que supusimos que cos(x)#0.

1 0 Ojcos(x) -sen(x) O
0 1 O|sen(x) cos( x) O
0 01

La matriz que hemos obtenido a la derecha es la
matriz inversa de B, es decit,

0 0 -1
cos( x) -sen(x) O
B! =| sen(x) cos( x) O [2]
0 0 -1
Observando [1] y [2] comprobamos que ambas matrices son iguales, es decir;
t— B—l

por lo que la matriz B es ortogonal.

(2) Comprobemos si®es ortogonal, lo sera si:
(Bz)t _ (Bz)—l
comprobemos si se verifica. Como’ 8B - B =
B B) -( B)"
sabiendo que la inversa del producto de dos matrices es el producto de las inversas en orden

invertido, y que la traspuesta del producto de dos matrices es el producto de las traspuestas
también en orden invertido, tendremos:

Bt . Bt :Bfl_ Bfl
observando, segun el apartado (1), que= B:
Bfl . Bfl _ Bfl ) Bfl
gue evidentemente es una identidad, luegoe®una matriz ortogonal.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: a) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 20 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Sea fR -~ R la funcién logaritmo neperiano, f(x) = Lj(x
(1) [1 PUNTO]. Prueba que la funcién derivadag decreciente en todo su dominio.
(2) [1'5 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funciéon

g : (0, +) - R dadaporg(x) = f(x)

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Dibujay calcula el area del recinto limitado por las graficas
de las funciones f, g R - R dadas por
f(x) =x2 g(x) =x3-2x.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Determinay representa el lugar geométrico formado por los
puntos P=() del plano que verifican la siguiente propiedad: El triAngulo PAB cuyos vértices
son P, A=(2,0) y B=(-2,0) es un triangulo rectangulo con angulo recto en P.

EJERCICIO 4. La matriz cuadrada X de orden 3 verifica la relacién

2 4 7
X3+X =0 2 4
0 0 2

(1) [1 PUNTO]. Determina, si es posible, el rango de X.
(2) [1'5 PUNTOS]. ¢Verifica alguna de las matrices A y B siguientes la relacion del
enunciado?

1 1 1 1 1 1
A=10 0 1 B=10 1 1
0 0 1 0 0 1
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Opcion B

EJERCICIO 1. La funcién derivada de una funcién derivalbleR -~ R viene dada por la
grafica de la figura. Ademas, se sabe que f(-1) = 9/2.

50 IY

41
3»\
ol 2

-2>\ 1 L 1
2 0 2 4

(1) [2 PUNTOS]. Determina una expresion algebraica de f.
(2) [0'5 PUNTOS]. Calculalim f(x).
X -3

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Calcula una primitiva de la funcién R - R definida
por f(x) = 2x2%sen(x) cuya gréafica pase por el origen de coordenadas.

EJERCICIO 3. Sea el sistema de ecuaciones
X+y =1
my+z =0
X+@+mMy +mz=1+m
(1) [1'5 PUNTOS]. Estudia su comportamiento segun los valores del parametro m.
(2) [1 PUNTOQ]. Resuélvelo para m = 2.

EJERCICIO 4. (1) [2 PUNTOS]. ¢Cual es el punto P de la recta r dada por
) Xx+y+2z2=1
' :{X—Zy—4z =1
gue esta mas cerca del punto A=(2,3,-1)?
(2) [0'5 PUNTOS]. Halla el area del triangulo cuyos vértices son A, P y B=(1,0,0).

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Lafuncion derivada f~ de la funciones f (x) = %
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Estudiemos el crecimiento y decrecimientofde Calculemos la 12 derivada dé o la
22 de fy obtengamos los valores que la anulen

-5 - 50

1
X 2
no hay ningin valor que haga cero a la fundién Por tanto, s6lo hay un posible intervalo de
crecimiento o decrecimiento, el intervalo (8);que es donde esta definida tanto la funcion
f como la funciéri . Probemos un valor cualquiera de dicho intervalo, por ejemplo, el 1, en
la primera derivada de f~ (22 Je f

7 (1) = —% =-1<0 = f esdecreciente entodo su dominio.

(2) Estudiemos el crecimiento y decrecimiento de la fungid@alculemos la 12 derivada
de g g’(x), y obtengamos los valores que la anulen

2. x - Ln(x) -
g(x) - L g ) = - g'(x):%
L) io - 1-1n(0)=0 - Ln(x)=1 - x-e
X

sélo hay un valor que haga cero a la funa@nPor tanto, hay dos posibles intervalos de
crecimiento o decrecimiento, el intervalo (0, €) vy el ¢8, ¥a que la funciémg(x) esta
definida en el intervalo (0,~). Probemos con un valor cualquiera de cada uno de dichos
intervalos, por ejemplo, el 1 y €, eespectivamente, en la primera derivada:

g (1) =21t 12=1>0 = g(x) es creciente en (0, e).

g (e?) =1ttnted _1-2 _-1.g . g(x) esdecreciente en (&)+

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Dibujemos la gréafica de la funcion g(x) =2x.
1.- El dominio de la funcion € ya que se trata de una funcién polinémica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la
ecuacion del eje de abscisass §.
y =x3-2x
y =0

~x =0
}ﬁ 0=x3%-2x = 0=x(x2-2) = K2_p "X =42
N = N X - \/?
los puntos de corte con este eje soh=(-2,0), B=(0,0) y C=(y2 0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la ecuacion del
eje de ordenadas,=x0. Basta sustituir x 0 en la funcion:
y=xX-2 = y=0-0=0 = el puntoesel(0,0).
3.- Lafuncién es continua en todo su dominio ya que es polinémica.
4.- Maximos y minimos.
Hallemos la primera derivada: g’ (x) ¥ 32
Obtengamos los valores que anulan a la primera derivada, que son:

2 _ 2 _ 2 Y ~ X = 07816497 ...
3x7-2-0 = x"-z = X*\/g ~ . x = -0'816497 ...
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sustituyamos estos valores que anulan a la primera derivada en la segunda derivada, y
segln nos salga mayor o menor que cero sera minimo o maximo.

. B - g” \/2) :6‘/z >0 = minimo en x :\/Z
@ o meee ~ g -T/%) ——;\/%<O = maximo en x——sé

aproximadamente el maximo es (-0'816497, 1°0886) y el minimo (0'816497, -1"0886).
Las ordenadas de estos extremos relativos se obtienen sustituyendo las abscisas
correspondientes en la funcion g(x).
5.- Al ser una funcion polinémica no presenta ningln tipo de asintotas.
6- Lagréfica aproximada de lafuncién esla
situada al lado.
La grafica de la funcién f(x) = x%, es
una parabola elemental cuyo vértice es el
origen de coordenadas. También esta dibujada
al lado.
El recinto subrayado es el limitado por
las graficas de ambas funciones.
Calculemos el area de dicho recinto.
Construyamos la funcién diferencia entre las funciones f(x) y g(x), es decir,
gx) -f(x) =X-2x-¥ = g(x) -f(x) =% -2
Veamos cudles son los puntos de corte de esta nueva funcion con el eje de abscisas

y=x3-x2-2x\_ o 3 o o _ 2.y 2y -0 = “X:0
y-0 0=x%-x°-2x X(x ©-x-2) =0 X2-%-2-0 —
X:li,/l+8: /‘Xi2
2 s X =-1
El area la obtendremos a partir del célculo de las siguientes integrales:
0
0 4 3
3 2 X X 2 1 1 5
= X®-x-2X) dX | = || = - —= -X =|0-|=+=-1||=-"2
A fl( ) 3 (4+3 ) 12
-1
) 2
4 3
8 8 8
= x3-x2-2x) dx | = || X -x2?| |=|4a-2-a-0|-|-2| -2
A g( ) 4 3 3 3 3
0

y 5 8
Al’ea:A1+A2:§+§:ﬁ

SOLUCION EJERCICIO 3.--
Los puntos P del plano tendran de coordenadas

genéricas (). Silos triangulos APB son rectangulos en FS;Z'O)B toprer
se ha de verificar que los vectorédd® y BP son

perpendiculares y por tanto su producto escalagres ¢
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Calculemos dichos vectores y efectuemos su producto escalar.

AP =(x, y) -(2,0) =(x-2,y) : B. @b -

BP - (x, y) (2.0 =(x+2, y) o AR ERRD e

(x-2, y)-( x+2, y) =0 = (x-2)( x+2) +y2=0 = x%2-4+y?=0 =

x?2+y?-4=0

ecuacion de una circunferencia de centro el origesdio 2, que es la ecuacion del lugar
geomeétrico de los puntos P del plano que satisfacen la condicién del problema, I6gicamente hay
que quitar de dicha circunferencia los puntos A y B porque cuando el punto P coincide con
alguno de ellos no se forma ningdn tridngulo.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Saquemos X factor comin en la relacion que nos dan.

2 4 7 2 4 7
X2+X-=|0 2 4 -~ X (X2+1)=]0 2 4
0 0 2 0 0 2

La dltima matriz es el resultado del producto derdafrices cuadradas de orden 3, una
es la matriz X, y la otra, la matriz2XI.

Teniendo en cuenta una de las propiedades de los determinantes, que dice: "El
determinante del producto de dos matrices cuadradas, A y B, de orden n es igual al producto
de los determinantes de cada una de las matrices", es decir:

|A- B| = |A| - [B]
si la aplicamos a las matrices X y-IXtendremos:

2 4 7
IX-(XZ+1) [ =0 2 4| = |X|-[X2+1]-8
0 0 2

si el producto de dos determinantes es 8, ninguno de ellos es cero, luego el determinante de la
matriz X no es cero, lo que implica que la matriz X es regular, o sea, su rango es tres.

(2) Comprobemos si la matriz A verifica la relacién del enunciado.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
A= 0 0 1| - A%2=A-A=|0 0 1 0 0 1|=|0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 3 1 1 5
A =A-A2=]0 0 1 0O 0 1|=({0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
sustituyamos las matrices correspondientes en la relacion:
1 1 5 1 1 1 2 2 6 2 4 7
A®+A=]0 O 1|+]/]0 O 1|=|0 0 2 # 0 2 4
0 0 1 0 0 1 0O 0 2 0 0 2

luego la matriz A no verifica la relacién.
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Comprobemos ahora si la matriz B verifica la relacion del enunciado.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3
B={0 1 1| = B?=B-B=|0 1 0 1 1|=/0 1 2
0 0 1 0O O 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 2 3 1 3 6
B5=B-B?=|0 1 1|-[{0 1 2|=[0 1 3
0 0 1 0 0 1 0O 0 1
sustituyamos las matrices correspondientes en la relacion:
1 3 6 1 1 1 2 4 7 2 4 7
BZ+B=[0 1 3(+]0 1 1|=(0 2 4 = 0 2 4
0 0 1 0 0 1 0O 0 2 0 0 2

luego la matriz B si verifica la relacién.

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Obtengamos la expresion analitica de la fundigrsabiendo que su dominio Rs
ya que la funcién f(x) es derivableen

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0, 2) y (2, 0) es:
x-2 y-0 s X -2

:% = y=-X+2

2-0 0-2 2
por tanto la funcién f’(x) es: .
F(x) - -X +2 si x <3
-1 si x >3
La funcion {x) la obtendremos mediante integracién de la funcion f“(x).
2
(-x +2) dx si x <3 X ix <
f(x):f ! Lof(x) - 2+2x+Cl si x <3
f—ldx si x >3 X +C, i x >3

Al ser la funcionf(x) derivable, es continua, ya que la derivabilidad implica continuidad;
los trozos polinémicos son continuos, por lo que donde debemos comprobar la continuidad es
en el punto 3, por existir un cambio en el comportamiento de la funcién. Para que lo sea, los
limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto deben existir y coincidir:

lim f(x)=lim (-x +C,)=C, -3

x<3 2

X3 X3 lim f(x)=lm f(x) =f (3)
>3 X - 3" X -3
2
lim f(x)=lm | -X c2x+c|-2.c (-
X3 X-3 2 1 2 1 C73:§+C =C:2+C
2 7 "4

f(@3) =cC,-3
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Como nos dan el valor de la funcion f en el punto -1, tendremos:

9 Ly 9 9 1 _

(-5 - — *2-1)+C =35 = C-5r5+2 = C -7
9 9 23

C-5+C = G-5+7 - G-5

luego la funcion (k) es:

(2) Calculemos el limite de la funcién f(x) cuando x tiende a tres

lim £ (x) = lim (7x+2_23) _ 3,28 _17

x-3" x-3" 2 2

lim f(x) = lim (7§+2x+7) 9 .71

X=3" X -3" 2 2
lim f(x) =lim f(x) =lim f(x) = 2~
x-3 x -3 X -3 2

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Para obtener una primitiva F(x) de f(x) calcularemos la siguiente integral

F(x):ff(x) dx :f2xzsen(x) dx - [1]
integral que la vamos a hacer por partes:
u=2x? © du = 4x dx
dv = sen(x) dx : v:fdv:fsen(x) dx = -cos( X)
continuando desde [1]
= -2x2cos( X) + f4x cos( x) dx = 2]
integremos nuevamente por partes la Gltima integral
u=4x ;o du =4 dx
dv = cos( x) dx : v:fdv:fcos( x) dx = sen(x)

continuando desde [2]
=-2x 2cos( x) +4xsen (X) f4fsen (x) dx =-2x 2cos( x) +4xsen (x) +4cos( x) +C

De todas las primitivas obtenidas calculemos la que pasa por el punto (0,0)
F(x) =-2x2cos( x) +4xsen (x) +4cos( x) +C = F(0) =0+0+4cos(0) +C

0=4+C = C=-4 = F(x)=-2x2%cos( x) +4xsen(x) +4cos( x) -4

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para discutir el sistema lo expresaremos en forma matricial y procederemos mediante
el método de reduccion de Gauss.
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1 1 0|1 Triangulemos inferiormente.
0O m 1/ 0 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por: [3°f] - [1°f]
1 1+m 1+m
11 0|1
om 110 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3%
0 m m
(x) (2) (y)
1 0 111 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
0 1 m|oO Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - m - [2°f]
0 m mm
(x) (2) ()
1 0 1 1 . L .
El sistema estda triangulado, todos los elementos de la diagonal
0 1 M |0 | principal son distintos de cero salvo el aj; que puede o no ser cero.
0 O mm?|m) Discutamos los diferentes casos que puedan presentarse.

*Sia,=0 = m-mM=0 = ml-m=0 = m=0 ; m=1.

* Sim=0 = ladltima ecuacion es, 0 = 0, es decir, una ecuacion trivial, la
eliminamos, nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, o sea, un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico.

* Sim=1 = laultimaecuacion es, 0 =1, es decir, una ecuacion absurda, se
trata de un sistema incompatible.

*Si a0 - m-mMz0 - m@A-m)0 =m0y m:l, ladltima
ecuacion no es ni absurda ni trivial, nos queda un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas,
0 sea, un sistema compatible determinado.

(2) Sustituyamos m por 2 en el sistema triangulado anterior:

(x) (2) (y)
10 111 Simplifiquemos la 3* fila por 2
0O 1 2|0
0O 0 -2|2
(x) (2) (y) , ,
Triangulemos supetiormente.
10 11 Tomemos como pivote el elemento as;; = -1 # 0.
0O 1 2|0 Sustituyamos la 2* fila por: [2°f] + 2 - [3%f]
0 0 -1l1 Sustituyamos la 1° fila por: [1°f] + [3°f]
(x) (2) (y)
1 0 0)2 El sistema esté diagonalizado, la solucién es:
0 1 012 X=2 ;oy=-1 ; z=2
0O 0 -1|1
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Elpunto P de larecta que esta mas cerca del punto A es aquel que verifique que
los vectoresPA y v, sean perpendiculares

Expresemos la ecuacion de larecta en forma paramétrica, para ello resolveremos el sistema
poniéndolo en forma matricial y procediendo mediante el método de Gauss.

11 2|1 Triangulemos inferiormente.
1 -2 -4|1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - [1°f]
1 1 2|1 o X
0 -3 610 Simplifiquemos la 2* fila por 3
11 21 El sistema esté triangulado, la incognita que nos solzrdalpasamos
0 -1 -210 al segundo miembro, como incognita secundaria.
1 1 ‘ 1-2z J Triangulemos supetiormente.
0 -1| 2z Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 = 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1°f] + [2°f]
1 0|1 Lasoluciones: x=1 ; y=-2z
0 -1 ‘ - J Sustituyenfzkz por el parametrd, las ecuaciones paramétricas de la
recta r seran:
x =1 El punto P de la rectatendra de coordenadas genéricas:
r—{y “Toa P=(1,-20).
Z=XA El vector de direccion de la recta es el (0, -2, 1).

Impongamos la condicion de perpendicularidad embsesectoresPA y v,
PA=(2,3, -1)-(1, -2) 1) =(1,3 +2x, -1-2) ; VvV, =(0, -2,1)

PA- V, =(1,3 +2), -1-)-(0, -2,1) =0 = -6-4A-1-A=0 = A-=-

o1l ~

luego el punto P esP = (1, -2x, A) = (1, =, f%)

(2) Construyamos los vectore&B y AP
AB=(1,0,00 -(2,3, -1) = (-1, -3,1)

AP =1, X, —1) -@,3, -1 = (—1, -1 —E)
5 5 5

Calculemos el producto vectorial de ambos vectores

R 1 2 -3 1 -1 1 -1 -3
ABxAP=(-1, -3,1)x | -1, -=, -—=| = 1 2] 2|s 1] =

5 5 = = 1 - -1 =

5 5 5 5

(e.1 2y 1g)_(z 1 _m
5 5 5 5 5 5 5

El area del triangulo APB sera

. I O PR I | 7\2 [ 7)2 )21
e = el - 2 (2)" (1) (2) - 3

- V-

2 V25 10
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 21 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Haciendo el cambio de variable t,<alcula
1

e)(
- - dx.
{ e +3e*x +2

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Se sabe que la funcibn[0,5] - R dada por
ax +bx? si 0<x<2

f -
(x) {c+,/x1 Si 2<x<5h

es derivable en el intervalo (0, 5) y verifif@®) =f(5). ¢ Cuanto valen a, b y ¢?

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Halla el punto Q simétrico del punto P=(2,0,1) respecto de
la recta r que pasa por el punto A=(0,3,2) y es paralela a la recta s de ecuaciones

X +2y =0
z=0

EJERCICIO 4. Considera las matrices

1 1 0 1 1 1
A= 1 0 1 B=-|0 1 1
-1 1 1 0 0 O

(1) [1'5 PUNTOS]. Determina si A y B son invertibles y, en su caso, calcula la matriz
inversa.
(2) [1 PUNTO]. Resuelve la ecuacion matricial BA%AAB - X.

Opcién B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Dos particulas Ay B se mueven en el plano XOY. En cada
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instante de tiempblas posiciones de las particulas son, respectivamente,
A[%(tl), @(1 t)) y  B(2t, 0).

Determina el instantg en el que las particulas estdn mas préximas entre si y a qué distancia
se hallan una de otra en ese instante.

EJERCICIO 2. (1) [1 PUNTOQ]. Calcula la integral
f sen ( x) d

— 77 dx

(cos( x)) ®
realizando el cambio de variable ocQstt.
(2) [1 PUNTO]. Calcula la misma integral que en el apartado anterior pero haciendo el
cambio de variable tg)=u.
(3) [0°5 PUNTOS]. ¢ Se obtiene el mismo resultado en ambos casos? Justifica la respuesta.

EJERCICIO 3. Considera la circunferencia de ecuaciér y* = 13.

(1) [0'5 PUNTOS]. Represéntala indicando su centro y su radio.

(2) [2 PUNTOS]. Halla el area de la figura limitada por las tres rectas siguientes:
(a) la recta tangente a la circunferencia en el punto A=(3,2),
(b) la recta normal a la circunferencia en el punto A,
(c) el eje de abscisas.

2 a 5
EJERCICIO 4. (1) [1'5 PUNTOS]. El determinante4 a? 13| vale cero para a=3.

8 a® 35
Comprueba esta afirmacion sin desarrollarlo e indicando las propiedades de los determinantes
que apliques.

(2) [1 PUNTO]. Determina todos los valores de a para los que las tres columnas del
determinante anterior representan vectores linealmente dependientes. Justifica la respuesta.

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.--
Calculemos en primer lugar

e)(
— =  dx
fe2X+3eX+2

haciendo el cambio de variable: t = & ; dt=e€‘dx
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X
fe— dx :fdit - [1]
e +3eX +2 t2+3t +2
hemos obtenido una integral racional propia, calculemos las raices del denominador:
t2+3t +2-0 = t :7732‘/9’8 -

. -2
Descompongamos el integrando en fracciones elementales
1 _ A . B _ 1 _A(t +2) +B(t +1) _
t2+3t +2 t+1 t+2 t2+3t +2 (t+1)( t+2)

t

1=A(t +2) +B(t +1) - { z‘l - 1=A

t-2 - 1--B - -1-B

continuando en [1], tendremos
:f A L B | gt :fidt S [—1dt - Lnft+1] - Ln|t 2] -
t+1

t+1 t+2 t+2
=Lnje*+1| + Ln|e*+2]

Ahora calcularemos la integral definida que nos pide el ejercicio.
1 1

f e d [ X X
— —  _dx =|Ln|le*+1| - Ln|e +2|] =
5 e +3eX +2 0
e+l 2 3(e+l)
=Ln|e+l|-Ln|le+2| -(Ln(2) -Ln(3 =Ln|—=| -Ln|=| = Ln
e+1| - Lnfes2| - (Ln@) -Ln(3) e+2‘ ‘3‘ 2(e:2)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Como f(0) =f(5), y f(0) =0, yf(5) =c+ 2 - O0=c+2 = c=-2.

Sustituyamos este valor de c en la funcf@r
f(X)_{ax + bx 2 si 0<x<2
-2 +yXx -1 si 2<x<5

Al ser derivable en (0, 5) es continua en (0, 5). Estudiemos la continuidad.

- Paravalores de 0 <x< 2, el trozo de funcionxabx, es polinémica, que es continua
en todoR, luegof lo es en el intervalo 0x< 2.

- Paravalores de 2 <x< 5, el trozo de funcion correspondiente, es la raiz cuadrada de
una funcién polinémica de primer grado que es continua para los valoxe4,d®as una
funcién constante, luego seguira siendo continua para valored dpor tantof lo es en el
intervalo 2 <x<5.

- El problema esta en el punko= 2 que es donde hay un cambio en el comportamiento
de la funcién. Como es continua, los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto
existen y coinciden, veamoslo:

lim f(x)=lim (-2+/x-1) =-2+1=-1

x-2 X2 lim +f(x)=|im 7f(x) =f(2) =
lim f (x) =lim (ax +bx ?) =2a +4b = 12 x-2
X2 X =2 2a +4b = -1
f(2) =2a+4b
luego es continua en el punto 2 si se verifica que: 2a+4b =-1. [1]

Estudiemos ahora la derivabilidad.
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Una funcién sera derivable en un punto, si siendo continua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores de 0x< 2, f es derivable, por ser una funcién polinémica, siendo la
funcién derivada, a+2bx

- Paravalores de 2% 5, f es derivable, por ser la suma de dos funciones derivables una
en todoR y la otra (la raiz cuadrada) é{1}, luego la funciénf es derivable para 2x< 5,

siendo la funcién derivada,—:—.
2/Xx-1

Por tanto, la funcion derivada es:
a + 2bx si 0<x<2
f(x) = L si 2<x<5
2,/x-1
- La funcion es derivable en 2, lo dice el problema, pero para que lo sea, las derivadas
laterales deben coincidir ya que es continua en él.

. . , . 1 1
f@2"=Ilim f (x)=Ilim == . N - -
ORI 2 FO9)=f©)
xX>2 = 1
f(27)=lim f (x)=lim (a+2bx) =a~+4b > =a+4b = 2a+8b-=1
X-2 X-2
x<2
luego la funciérf(x) es derivable erx = 2, si se verifica que: 2a+ 8b = 1. [2]
Para calcular el valor de a y de b, resolveremos el sistema formado por [1] y [2]:
2a +4b = -1 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por Gauss.
2a +8b =1
2 4)|-1 Triangulemos inferiormente.
2 8|1 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°*f] - [1°f]
2 4)-1 Simplifi la 2* fila por 2
1M 1quemos la 1la por
04| 2 QN P
Triangulemos superiormente.
2 411 Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
0 2|1 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] - 2 - [2°f]
2 0]-3 El sistema estd diagonalizado, la solucion es:
0 2|1 a=-3/2 ; b=1/2
SOLUCION EJERCICIO 3.- P
El vector de direccion de la recsalo obtendremos \
mediante el producto vectorial de los vectores normales a H

cada uno de los planos que definen a la recta:
V,=n, xn, =(1, 2, 0)x(0, 0, 1) -

20 10 12
( 01/ ‘o 1" ‘oo

| -e o
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La ecuacion de la rectajue pasa por A y su vector de direccién es (2, -1, 0), seré:

X =2t Un punto H de la recta 7 tendra de coordenadas genéricas:
r= Zi%“ H=(2t, 3t 2).
Impongamos la condicién de perpendicularidad entres los vecRifesy v,
PH=(2t, 3-t, 2) -(2,0,1) =(2t-2,3-t, 1) ; Vv =(2, -1,0)

PH-v -=(2t-2,3 -t, 1)-(2, -1,0) =0 = 4t-4-3+t =0 = t-=
Sustituyamos este valor de t en el punto H y en el veetar
H=2t, 3-t, 2) :(ﬂ,s—l,z) = (ﬂ, E,z)
5 5 5 5
PH=-(@2t-2,3 -t, 1) :(ﬂ—z,s —1,1) :(i, 3,1)
5 5 5 5

El punto Q=(a, b, c) simétrico del P respecta,derifica que PH= HQ es decir,
4 14 18
-—a-—-— = a =

o1l ~

5 5 "5
PH—HQ:(%, %1] _(a, b, c)—(l—s“, %2] ~{fp-2 L op-
1

5
c-2 = c=3

luego el punto Q esQ :( 1—58 1—56 3 )

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Determinemos si la matriz A es invertible por el método de Gauss, consistente en
poner a la derecha de la matriz A la matriz unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de
diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda de A, la parte que quede
a la derecha es la matriz inversa de A.

1 1 0l1 Diagonalicemos.
1 0110 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] - [1*f]
-1 1 Sustituyamos la 3 fila por:  [3*f] + [1°f]

= O

Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: [3°f] + 2 - [2°f]

|
=

O O B O O

0
1
0
0
1
0

[EEN

1

1 0

0 1

0 1

1 101 0O . .
Triangulemos superiormente.

0 -1 1|-1 10 Tomemos como pivote el elemento a;; = 3 # 0.

0O 0 3|-1 2 1 Sustituyamos la 2° fila por: 3 - [2°*f] - [3°f]

11 0/1 0O

0 -3 02 1 -1 Tomemos como pivote el elementg=a-3 #0.
Sustituyamos la 1 fila por: 3 - [1°f] + [2°f]]

0 0 3/-1 2 1

30071 1-1 Simplifiquemos la 1* y 3* fila por 3.

0 -3 0/-2 1 1 Simplifiquemos la 2* fila por -3.

00 3/-1 2 1 La matriz A es invertible, siendo la matriz inversa, la mattiz:
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wlk wlk w|~

wln wle wle

A=

wlk wlny wle

La matriz B no es invertible porque tiene toda una fila (la 3%) de ceros.

(2) Resolvamos la ecuacion matricial, BA*AAB-X - X=AB-BA+A?
110 111 111 1 10 1 10 1 10
X1 01}|-|01 1f(-j01 1}l 2 O1|+] 1 01 1 0 1]-=
-1 11 00O 000 -1 11 -1 11 -1 11

1 2 2 12 2 2 1 2 1 1
=1 1 1|-1]01 2 +[ 0 2 =1 2 O
-1 00 0 0O -1 0 2 -2 0 2

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Construiremos la funcion distancia entre dos puntos, ya que pretendemos que sea minima
dicha distancia.

dist (A B) =d(t) =\J(2—t i 71))2+ (7§(1 4))2 ]

:\J(Z—t -2t +%)2+ (%(1 +t 2—2t)) :\J(—%t +§)2+ (;(1 +1 2—2t)) =

:¢3t2+§—ﬂt 24312 5 - /3t%7-9t +7
4 4 4 4 4 4

Hacer minima esta funciom(t) es hacer minima la funcion del radicando, es decir,
la funcion, D(t) =3t 2-9t +7, cuyo dominio esh.
Calculemos el valor que anula a la funcién primera deri2d¥;
D(t) =3t2-9t +7 = D(t) =6t-9 = 6t-9=0 = t=15
Estudiemos la monotonia de la funcién D§hntinua y derivable en su dominio.
D'(1)=6-9=-3<0 = D'(t)<0 = D () esdecreciente en~]-1"5[
D'(2)=12-9=3>0 = D'(t)>0 = D (t) escreciente en ]1 5f
luego hay un minimo relativo eh= 1’5, que también es minimo absoluto, es decir, que el
instante en el que las particulas estan mas proximas es gn £15
La distancia a la que se encuentran las dos particulas en ese instante es:

dist (A B) :d(1'5):\/3(1'5)2-2_27+7:\/§:%
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SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Calculemos la integral

sen( x)
(cos( x)) 2
haciendo el cambio de variable cQs{t Vo send dx=dt
f sen ( x) dx:ffdt:—ft*dt:—t—: 1 1
(cos( x)) ts -2 2t? 2cos?(x)

(2) Calculemos la misma integral
f sen ( x) d
— 77  dx
(cos( x)) ®
haciendo ahora el cambio de variablégg (x) =u = - dx =du
cos 2(x)
sen (x) _rsen(x) dx ~ o u?  tg %(x)
——==F —dXx = = fudu-=—-—-
f(cos( x)) 2 fCOS( X) cos?(x) f 2 2

(3) Aparentemente no se obtiene el mismo resultado y efectivamente son distintos, sin
embargo las dos primitivas que se han obtenido se deben diferenciar solamente en una
constante, comprobémosilo:

1 _ 19 3(x)
2 cos 2(x) 2
_ 1 _sen?(x) _ 1-sen®(x) _ cos*x) _ 1
2 cos?(x)  2cos?(x) 2 cos 2(x) 2 cos 2(x) 2

luego como era de esperar las dos primitivas se diferencian en una constante.

SOLUCION EJERCICIO 3.--
(1) La circunferencia de ecuaciod + y* = 13, tiene su /

centro en el punto (0, 0) y su radio ¢&3
La circunferencia esta representada al lado.

kcjm
(2) Hallemos el area de la figura limitada por las rectas

tangente y normal a la
circunferencia en el punto
A=(3,2) y el eje de abscisas. Se trata del area rayada en la
figura. La pendiente de la normal que pasa por A= (3, 2) y por

Al & el origen de coordenadas es, evidentemente, 2/3.
La pendiente de la recta tangente, al ser perpendicular a la recta

c ¢ Jme normal, es -3/2, y su ecuacion:
y72:f%(xf3) = y:7§x+1_3

2 2
Calculemos el punto de corte de la recta tangente con el eje de
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abscisas. Se trata de resolver el sistema formado por las ecuaciones de la tangente y la del eje
de abscisas.

y =0
3 13 13
y:_E)(Jrl_fi = O:—§x+7 - 0=-3x+13 = X ==
2 2
El area de la figura rayada es la de un triangulo, cuya base es 13/3 y la altura 2:
13
—= .2
Area - base - altura 3 _ 13
2 2 3

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Sustituyamos "a" por 3 en el determinante que nos da el problema.
2 3 5 2 3 2+3
4 9 13|=14 9 4+9]|=0
8 27 35 8 27 8+27

La propiedad que hemos aplicado es: "Si una columna de un determinante es combinacion
de otras columnas, el determinante es cero". En nuestro caso la 32 columna es la suma de las
dos primeras columnas.

(2) Desarrollemos el determinante:
2 a b5
4 a? 13| =70a?+20a®+104a -40a?-26a°-140a = -6a° +30a? - 36a
8 a® 35

las tres columnas del determinante representaran tres vectores linealmente dependientes si el
determinante vale cero. Igualemos a cero el resultado anterior y calculemos los valores de "a"
que lo hacen cero.

-6a®+30a2-36a =0 = -6a(a2-5a+6) =0 -

~a=0

= — /‘a:3
+~ a’-5a+6=0 - a:—SiVZZ5 24 . a2
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: a) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 22 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTQ]. Dibuja la region limitada por la grafica de la funcion
f: [0, 1]- R definida porf(x) = Ln(1+x), la recta tangente a la graficafdmn el origen y la
recta x= 1. (Nota: Ln(t) es el logaritmo neperiano de t.)

(2) [1'5 PUNTOS]. Halla el area de dicha region.

EJERCICIO 2. La poblacion de una colonia de aves evoluciona con el timpexdido en
afios, segun la funciéon P : [2, I22R dada por

P(t)_{10+(t—6)2 si 2<t=<10

28 - 2t°° si 10<t <12.

(1) [1'5PUNTOS]. Representa graficamente la funcién P e indica en qué periodos de tiempo
crece o decrece la poblacién.
(2) [0°5 PUNTOS]. Indica los instantes en los que la poblacién alcanza los valores maximo
y minimo.
(3) [0'5 PUNTOS]. Silapoblacién evolucionara a partiteel2 con la misma funcién que
para 10 < < 12, ¢llegaria a extinguirse? Justifica la respuesta dando, en caso afirmativo, el
instante de la extincion.

EJERCICIO 3. Sea C la matriz que depende de un parametro m dada por

2 -1 m
c=|1 0o -1
-2 1 1

(1) [1 PUNTO]. ¢Para qué valores del parAmetro m no tiene inversa la matriz C?
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula la matriz inversa de C para m = 2.

EJERCICIO 4. Sedl el plano de ecuaciofl = 3x- 2y - 6z=1 y se r la recta dada en forma
paramétrica por
r=vz)=(,0,1) %2, -1,1) W€ R).
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(1) [0°5 PUNTOS]. ¢ Como se define la relacion de paralelismo entre una recta y un plano?
(2) [0°75 PUNTOS]. En el caso concreto de larectary el glag@émo averiguarias si son
paralelos? Comprueba si lo son.

(3) [0'5 PUNTOS]. ¢ Coémo se define la relacién de perpendicularidad entre una recta y un
plano?

(4) [0°75 PUNTOS]. En el caso concreto de larectary el flar@émo averiguarias si son
perpendiculares? Comprueba si lo son.

Opcién B

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Sea f : R - R la funcibn dada por
f(x)=ax®+bx2+cx +d. Calcula a, b, ¢ y d sabiendo que la gréaficd diene un
punto de inflexiébn en Q=(-1,3) y que la tangenteichal grafica en el punto M=(0,1) es

horizontal.

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Dibujay calcula el area del recinto limitado por la curva de
5 Y las rectas de ecuacionesst e y=3X+ 2.

ecuaciony =
1+Xx

EJERCICIO 3. Considera el punto P=(-1,2,1).
(1) [1 PUNTO]. Determina un punto Q del plafic= -3x+y +z +5 =0 de forma que el
vector PQ sea perpendicular al pldaho

(2) [1 PUNTOQ]. Determina un punto M de la recta =

de forma que el vector MP sea paralelo al plano
(3) [0'5 PUNTOS]. Calcula el area del triangulo MPQ.

Xx-2 y+1 z-10

-1 1 -1

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. En un supermercado se ofrecen dos lotes formados por
distintas cantidades de los mismos productos.
- El primer lote esta compuesto por una botella de cerveza, tres bolsas de cacahuetes y
siete vasos y su precio es de 565 ptas.
- Elsegundo lote estd compuesto por una botella de cerveza, cuatro bolsas de cacahuetes
y diez vasos y su precio es de 740 ptas.
Con estos datos, ¢podrias averiguar cuanto deberia valer un lote formado por una botella de
cerveza, una holsa de cacahuetes y un vaso? Justifica la respuesta.
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SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Hallemos primeramente la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de laf(x)cion
en el origen, es decir, en el punto de abscisaOxy ordenada = 0.
La ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion f en el punto (0, 0) es:

Y-Y% =100 X-%) = y-0=10) (x0) - y=f(0)-x

’ 1 , 1
f =Ln(1 = f =_ - = f -_- -1
(x) =Ln( +x) () = 1 0 -5
luego la ecuacidn de la recta tangente es:
y=X

La grafica de la funciéri(x) =Ln(1+x) coincide con la dé&n(x) pero desplazando ésta
una unidad a la izquierda. No obstante podemos estudiar sus caracteristicas mas importantes.
1.- Dominio general de la funcién: (-le} Aunque en este ejercicio es [0, 1].
2.- Crecimiento:

f(x)-= Tx = no hay ningun valor que anule a la derivada, y para
cualquier valor dex> -1 la funcion derivada es siempre ‘1
positiva, luego la funciér(x) es creciente en todo su § y=x
dominio, y I6gicamente en el intervalo de definicion [0, 1]. 2 ‘
3.- Punto de corte con los ejes: (0, 0). | y=Ln(1+x)
4.- La grafica dd(x), y la de laregién pedida es la situada
al lado. —

(2) El area de la regién vendra dada por:
1

X2

1 1
dx - [ Ln(1 dx =
{x X £ n(l +x) dx 5

1 1
- [ Ln( +x) dx - ; - [tn@ =) dx =[]
0 0 0
Calculemos la ultima integral mediante el métodntiEgracion por partes.

u="Ln(1l +x) ; du = L
1+x
dv = dx ; v:fdv:fdx:x
= . — X =
an(l +X) dx = x- Ln(1 +x) f T+x dx
la nueva integral que se ha obtenido es una integri@nal impropia, | 1+ x
dividamos el numerador entre el denominador: -x-1 1
-1
N, . _ _ 1 -
=X - Ln(d +x) f(l l+x) dx

-x- Ln(1 +x)—fdx+f1—1xdx = x- Ln(1 +x) - x +Ln(L +X)

sustituyendo esta expresién en [1], como resultadticha integral, tendremos:
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- [x- Ln(1 +x) -x +Ln(1 +x)]l:
0

- [Ln@) -1+Ln@) -Ln@)] -

N|

N N

-Ln(2) +1-Ln(2) +Ln(2) = % - 2Ln(2) = Areade laregion.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Representemos la funcid®(t) = 10 + (t - 6}, cuya gréafica es una parabola, en el

intervalo [2, 10].

1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: 0t—= P=46 = (0, 46)
2.- Punto de corte con el eje de abscisas:
P=0 - 10+(t-6J=0 - £-12+46=0 — t :—121‘/1;4’184
luego no hay puntos de corte con el eje de abscisas.
3.- Coordenadas del vértice V, que es un minimo:
t=-b/l2a=12/2=6 = P=10+(6-6=10 - V=(6,10)
4.- Otros dos puntos que nos ayudaran a dibujar la gréafica son:
t=2 - P=26 - (2,26) ; £10 - P=26 = (10,26)
* Representemos ahora la funcién P(t) = 28% 2n el intervalo (10, 12].
1.- Punto de corte con el eje de abscisas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la
ecuacion del eje de abscisas, P =0.
p-28 -2' }ﬁ 0-28 20° = 20 9-28 —~ t 9-LN8) 4134073
P=0 Ln(2)
luego el punto de corte con el eje de abscisaq£3:8073, 0).
2.- Punto de corte con el eje de ordenadas: t=0P=28-2=27998 =
luego el punto es el (0, 27°998) P
3.- Lafuncién es continua en todo su dominio.
4.- Crecimiento y decrecimiento. ®
La primera derivada esP’(t) = -2-°- Ln(2) 2
Obtengamos los valores que anulan a la |
primera derivada: L ; P
-29.1Ln(2)=0 = no hay ninguno. § L
So6lo hay un intervalo de monotonia. 12 8 4 5 6 7 8 9 10 1112
Probemos un valor cualquiera, por ejemplo el
9, en la primera derivada y segun nos salga mayor o menor que cero, el intervalo sera
creciente o decreciente.
P(9)=-2°Ln@2)=-Ln(2) <0 = decreciente en todo su dominio.
5.- Asintota horizontal.
lim (28 -2!°)=28 -29-28-0-28 - asintota horizontal P=28 cuande-ct
t - -
6.- Dos puntos importantes son:

t=10 - P=26 - (10,26) ; t=12- P=20 - (12, 20)
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* La grafica aproximada de la funcién a trozos P(t) es la situada mas arriba.
La poblacién decrece en los intervalos [2, 6) y (10, 12];y crece en el (6, 10).

(2) Calculemos en primer lugar los extremos relativos, que pueden ser alcanzados en los
puntos de derivada cero, en los de no continuidad o en los de no derivabilidad.

Estudiemos la continuidad.

- En el intervalo 2< t < 10, la funcién correspondiente dB(t) es una funcion
polinémica, y las funciones polinémicas son continuas enRotleego este trozo es continuo
en el intervalo 2 t<10.

- En el intervalo 10 ¢ < 12, la funcion correspondiente de(t) es la suma de una
funcion exponencial mas una constante, ambas continuas efRtddego este trozo es
continuo en el intervalo 10 «t12.

- EL problema estaria en el punto 10, donde hay un cambio en el comportamiento de la
funcién.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden (aunque graficamente ya vimos que si era continua),

lim P(t)=lim (28 -2t °)-26

t-10" t-10"
t >10
lim P(t)-lim (10 «(t -6)2)-26 (= lm P(t)=lim P(t)=P(10) -26
t - 10 t - 10 t -10° t - 10
x<10
P(10) -26

Luego Rt) es continua en el punto 10. En definitiva, P(t) es continua en [2, 12].

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcion sera derivable en un punto, si siendo continua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores de 2t < 10, P es derivable, por ser una funcién polinémica, siendo la
funcién derivada, 2(t - 6).

- Para valores de 10t 12, la funcién correspondiente d&t) es la suma de una
funcion exponencial mas una constante, ambas derivables eR,tadmo la funciorP es
derivable para 10 <4 12, siendo la funcion derivada,' *2.n(2).

Por tanto, una primera aproximacion de la funcidon derivada en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, sera:

, 2(t -6) si. 2<t<10
P (1) :{—2t9 Ln(2) si  10<t <12 1]
- El problema esta en el punto 10. Sera derivable en dicho punto si las derivadas laterales

coinciden ya que es continua en él.
P (10 ) =1lim P (t)=Ilm -2'°Ln2) =-2Ln(2)

e Lo P (10 *) # P" (10 )
P (10 ) =1lim P (t)=1lm 2(t-6) =8 -21n(2) »8
t -10" t -10"

t <0
luego la funcién P(t) no es derivable er 10.
La funcién derivada coincidira con la que nos aproximamos inicialmente en [1].
Volviendo al célculo de los extremos relativos, veamos donde la derivada es cero:
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P (1) -0 - { 2(t -6) =0 = t =6 ¢[2, 10)
-2t °1n(2) =0 = no hay ningdn valor
sustituyamos este valor en la segunda derivd®i&t) =2 = P (6)=2>0, luego hay un
minimo local en el punto (6, 10), que concuerda con la grafica que realizamos.

Donde hay otro extremo local es en el punto de no derivabilidad, el 10. Para demostrar que
es un maximo podriamos recurrir a la definicion de extremo relativo, pero en este caso no es
preciso por cuanto que en el apartado (1) justificamos que la funciéon en el punto 10 pasa de
creciente a decreciente y en este apartado que era continua en dicho punto, ieetf® bay
un maximo local.

Los instantes donde la funcién alcanza los valores maximos y minimo absolutos, debemos
localizarlos entre los extremos relativos y los extremos del intervalo:

P(2)=26 ; P(®6)=10 ; PQ10)=26 ; P@12)=20
luego en el instanté=6 se alcanza el minimo absoluto, y en los instatt@s y t=10 se
alcanza el méximo absoluto.

(3) Llegaria a extinguirse en el caso de §ff sea cero, es decir, se trata de calcular el
punto de corte del trozo de funcién correspondiente con el eje de abscisas.

_ _ ot -9
P=28 -2 1 o 28 _2t-9 L pt9_9g _ t-9-LN@8 438073
P=0 Ln(2)

El instante seria a los 138073 afios, es decimid8 ® meses 20 dias 15 horas 4~ 197.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) La matriz C no tendréa inversa para aquellos valores de m que hagan que el rango de
C sea menor de tres. Discutamos el rango mediante Gauss.

2 1 m Triangulemos inferiormente.
0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.

1 E Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°£] - [1°£]
-2 1 1 Sustituyamos la 3 fila por: [3*f] + [1°f]

2 1 m La matriz esta triangulada, todos los elementos de la diagonal principal
0 1 o m| on distintos de cero salvo el a;; que puede ser o no cero. Discutamos

los diferentes casos que pueden presentarse.
0 0 1+m

*Si ;=0 = 1+tm=0 = m=-1 = elrango es dosy no tendria inversa
la matriz C.

*Siay#0 = 1+m+*0 = m=-1 = elrango estresy sitendria inversa.

(2) Calculemos la matriz inversa de C, para m=2, por el método de Gauss, consistente en
poner a la derecha de la matriz C la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de C, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de C.
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Diagonalicemos.

Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por: 2 - [2°f] - [1°f]
Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] + [1°£]

[y
o
|
[REY
o
[y

-2 1 1|j001
2 -1 2|1 00 Tomemos como pivote el elemento as;; = 3 # 0.
0 1 -4/-1 20 Sustituyamos la 2° fila por: 3 - [2°f] + 4 - [3f]

Sustituyamos la 1* fila por: 3 - [3°f] - 2 - [3°f]

6 -3 010 -2 Tomemos como pivote el elemento a,, =3 # 0.
0 3 0|1 6 4 Sustituyamos la 1 fila por:  [1°f]] + [2°f]]
0 0 3|10 1
6 00|26 2 Dividamos la 1* fila por 6, 1a 2* y 3" por 3.
030/16 4 Obtendremos la matriz unidad a la izquierda, la matriz de la
derecha sera la matriz inversa de la C, C.
003|101
1 00|13 1 1/3 /3 1 1/3
1 0|13 2 4/3 = Cl=| 13 2 4/3
00 1143 0 1/3 /3 0 1/3

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Unarectay un plano son paralelos, si el vector normal al plano y el de direccién de
la recta son perpendiculares, es decir, cuando el producto escalar de ambos vectores es cero, y
ademas ningun punto de la recta pertenece al plano.

(2) Comprobemos si la recta y el plano son paralelos.
n =@ -2 -6) B
v -@ -1,1) = n xv.=@3, -2, 6)x(2, -1,1) =6+2-6=2+0

como el producto escalar es distinto de cero, kaneel plano no son paralelos.

(3) Unarectay un plano son perpendiculares, si el vector normal al plano y el de direccion
de la recta tienen la misma direccion, es decir, sus componentes son proporcionales.

(4) Comprobemos si la recta y el plano son perpendiculares.
n_|v - 3 # 2 % 6
m 2 17 1
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las componentes no son proporcionales, la rectgphaeb no son perpendiculares.

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Si la funcién, f(x) = a® + b + ox + d, tiene un punto de inflexion en Q = (-1, 3), eso
implica lo siguiente:

*f(-1)=3 - 3=-a+b-c+d [1]
*f'(x)=3al+2k+c - f7(x)=6a+2b -  f7(x)=6a
*f7(-1)=0 = f7(l)=6a(-1)+2b=0 - -3a+b=0 2]

*f£7¢-1) =+ 0 = f7’(-1)=6a 0 = a0
- Sila tangente en M = (0, 1) es horizontal, eso implica que:

* f(0) =1 - d=1 (3]
* f(0)=0 = f(0)=c = c=0 [4]
Sustituyendo los resultados [3] y [4] en [1] y [2], obtenemos el sistema siguiente:
3=-a+b+1 -a+b =2\ Expresemos el sistema en forma matricial vy
0=-3a+b ~ 3a+b =0 resolvaimoslo mediante el método de Gauss.
1 112 Diagonalicemos.
‘ J Tomemos como pivote el elemento a,; = -1 # 0.
-3 10 Sustituyamos la 2 fila por: [2°f] - 3 - [1°f]
-1 1] 2 ) Tomemos como pivote el elemento a,, = -2 # 0.
0 -2 \ 6 ) Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [1*f] + [2°f]
La solucién del sistemaes: a=1 ; b=3
2 0)2 1 01 La funciénes: f{x) ="+ 35" + 1
0 -2|-6 0 13
SOLUCION EJERCICIO 2.-
* Representemos la funcioy =
1 +x?2

- Punto de corte con el eje de ordenadas: Ox = y=2 = (0, 2)
- Puntos de corte con el eje de abscisas: 0y = no hay ninguno.

- Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha de satisfaceimuéy x) =+
X = XO

Comprobemos si existen; en principio hay que buscarlas entre los valores que anulen al
denominador, 1 +%= 0, en este caso no hay ningln valor que anule al denominador
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- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacefiquef (x) =y, € %

Comprobemos si existe. o
im f(x) -lm —2_ -
X - oo x-= 1 +Xx2
- Posicion de la grafica de la funcién respecto desiatota horizontal, y 0.
--- Para valores demuy pequefios, por €j.:
- f(-100) =—2_— - 07000199

x=-100 — 1+(-100)
(-100) =0

E} =0 = Asintota horizontal: 0.

)

N -
y asintota

} - f( _100) > yasintota

es decir, la grafica de la funcidon queda por encima de la asintota cuande X
--- Para valores demuy grandes, por €j.:
~ £(100) =—2_ - 0°000199

x=100 = (féloo)oz -0 - f (100) > yasintota

>y asintota

es decir, la gréafica de la funcidn queda por encima de la asintota cuande x
- Los extremos locales de la funcién racidfgl hay que buscarlos entre los valores que
anulen a la primera derivada.

f’(x):i - X 9 4 x-0
1 +x?)? (1 +x?)?
sustituyamos este valor en la segunda derivadedfstiiaguir si es maximo o minimo.
- 2y 2 2 2
F(x) = 41 +x%) = +8x(1 +x9)2x 43 x°-1) S () :_i<0
(1 +x?* @ +x??3 1

luego hay un maximo en el punto (0, 2)

- Crecimiento y decrecimiento.

Con el valor,x = 0, que anulaba a la primera derivada, construimos los dos posibles
intervalos de monotoniag{-0) y (0,»). Probamos valores intermedios, por ejemplo, -1 y 1,
de esos intervalos en la primera derivada y segln nos salga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente sera creciente o decreciente.

, -4(-1) .

f(-1) =——Dm="2_ =1>0 = crecienteen ¢, 0
(-1) 4 (D)2 € 0)

, -4 .

f@aQ =—— =-1<0 = decreciente en ;0
W - 4 0)

* La gréfica de la rect = 1, es una recta !
vertical. ’

* La grafica dey = 3 + 2, es una recta que
pasa por los puntos (0, 2) —%, 0

* Las gréficas de las tres funciones,
teniendo en cuenta los resultados obtenido '
anteriormente, se encuentran situadas al lado. 2 1/ 1 2

* El recinto limitado por las tres graficas es la !
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zona rayada, su area es: 1
1 2
Area :f 3x+2- 2 |dx - [3%X +2x - 2arc tg (x)| =
0 1+x? 2
0
3 7 I 7 -1
=—+2-2arc tg (1 2arctg0) == -2— +0 =
X g1) r2arctg(0) = -2 0=

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos la ecuacion del plano en forma paramétrica, para lo cual basta despejar

una de las incégnitas, por ejemplo, &y funcién de las demas:
A
-5 +3A - |
V1

Un punto Q genérico del plano tendra de coorden&las(}, -5+3\-y, W).

El vector que determinan los punto P y Q es:

PQ=(2, -5+3x-p, W) -(-1,2,1) = (a+l, -7+3x-W, p -1)

El vector normal al plano Bs: n_=(-3, 1, 1)
Para que el vectoPQ sea perpendicular al plano, se ha de verificar que dicho vector y
el normal al plano sean paralelos, es decir, que@uponentes sean proporcionales

A+l -7+3xa-Y

X
-3Xx +y+z2+5=0 = y=-5+3x-2 = II=3\Y
z

A+l -7+3A-p  p-1 -3 1 A+1=21-9x+3p
-3 1 1 “7+3A-p _p-1 7+3A-p=p-1
1 1
105 -3y - 20 E)fpresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo mediante el
método de Gauss.
3N-21 =6
10 -3120 Diagonalicemos. '
Tomemos como pivote el elemento a;; = 10 # 0.
3 -2]6 Sustituyamos la 2° fila por: 10 - [2*f] - 3 - [1*f]
10 -3 |20 Tomemos como pivote el elemento ay, = -11 # 0.
0O -1110 Sustituyamos la 1* fila por: 11 -[1°f] - 3 - [2°f]
110 0 ‘220 Lasoluciénes: A=2 ; wn=0.
0 -11|0 Sustituyamos estos valores en las coordenadas del punto Q:

Q = M-5+3 -, n) = (2, -5+6-0, 0) = (2, 1, 0)

(2) Expresemos la recta r en forma paramétrica:

2 -t

-1+t

10 -t

Un punto M genérico de la recta sera de la forma, (2H, -1+t, 10-t).
Construyamos el vector que determinan los puntos My P.

-
Il
—_———
N < X
o
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MP=(-1,2,1) -(2-t, -1+,10 -t) = (t-3,3 -t, t-9)

Para que el vectoMP  sea paralelo al pldho dicho vector y el normal al plano
deben ser perpendiculares, luego el producto estalambos tiene que ser cero:
(t-3, 3-t, t-9) - (-3, 1, 1) =0 = -3t+9+3-t+t-9=0 - t =1
sustituyamos este valor de t en las coordenadas del punto M:
M = (2-t, -1+t, 10-t) = (2-1, -1+1, 10-1) = (1, 0, 9).

(3) Calculemos los vectoreMP  RQ
MP=(-1,2,1) -(1,0,9 =(-2,2, -8)
PQ=(,1,00 -(-1,2,1) =(3, -1, -1)
Obtengamos el producto vectorial de los dos vectores
-2 -8 -2 2
15 1 1s 4f)-

- _ 2 -8
MPxPQ=(-2,2, -8x(3, -1, -1) —H_l 1
- (-10, -26, -4)
El area del triangulo MPQ seréa:
1

Area :%|MPXPQ|:%\/(—10)2+(—26)2+(—4)2:§\/79_Z:3\/ﬁ

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemos X" al precio de una botella de cervezd,al de una bolsa de cacahueteg'y "
al de un vaso. Plantearemos el siguiente sistema de ecuaciones donde "m" va a representar el
precio del lote formado por una botella de cerveza, una bolsa de cacahuetes y un vaso.
X +3y + 7z = 565 Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo
x +4y +10z = 740 mediante el método de reduccion de Gauss.
X+y +z=m
Triangulemos inferiormente.

1 3 7 |565 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por: [2°f] - [1°f]
1 410740 Sustituyamos la 3* fila por: [3°f] - [1°f]
111 m
AW | 965 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 1 3] 175 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + 2 - [2*f]]
0 -2 -6|m565
1 3 7| 565 El sistema esta triangulado.
La dltima ecuacion debe ser trivial para que el sistema sea
0 1 3| 175 ) o A
compatible, para lo cual debe verificarse que: 0 =m - 215, es

0 0 0fm215 decir, m = 215 pesetas que es el precio del lote. No obstante no
podremos saber el precio unitario de cada produwrigue el sistema, aunque es compatible,
es indeterminado uniparamétrico.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

EXAMEN JUNIO 1999

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funciori: R - R definida en la formaf(x) = 1 +x|x]|.
(1) [1 PUNTOQ]. Halla la derivada de
(2) [0'5 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiefito de

2
(3) [1 PUNTO]. Calcula fx f(x) dx.
-1

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. De la funcionf:R -~ R definida porf(x)=ax*+bx+cx+d
se sabe que tiene un maximo relativo>eri, un punto de inflexion en (0,0) y que

1
ff(x) dx - % Calculaa, b, cyd.
0

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Halla el punto del plano de ecuacida= 3 que estd mas
cerca del punto P=(3,1,4) asi como la distancia entre el punto P y el plano dado.

EJERCICIO 4. Considera la matriz

a b c
A=| 2a -b 3c
3a 0 4c

donde a, b y ¢ son no nulos.
(1) [LPUNTO]. Determina el numero de columnas de A que son linealmente independientes.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula el rango de Ay razona si dicha matriz tiene inversa.

Opcién B

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Dibuja la region limitada por la curva de ecuacion
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y=Xx(3X) Y larecta de ecuaciély = 2x- 2.
(2) [15 PUNTOS]. Halla el area de la region descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Dada la funcionf : [1,e] - R definida por
f(x)= % +Ln(x) (donde Ln(x) es el logaritmo neperianoxjedetermina cual de las
rectas tangentes a la graficafdiene la maxima pendiente.

EJERCICIO 3. Sean los vectores

u=(12,3), v=(25,-2), x=@4,13) y z=(4,1,-8).
(1) [1 PUNTO]. ¢Se puede expregsaromo combinacion lineal dey v? Si es asi, escribe
dicha combinacion lineal; si no es asi, explica por qué.
(2) [1 PUNTO]. ¢Se puede expregatomo combinacion lineal dey v? Si es asi, escribe
dicha combinacién lineal; si no es asi, explica por qué.
(3) [0'5 PUNTOS]. ¢Son, vy z linealmente independientes? Justifica la respuesta.

EJERCICIO 4. (1) [2 PUNTOS]. Calcula un punidde larecta s dada por

= X - y - 5 N 01

T |x-3y-z-7=0;

gue equidiste de los puntos P=(1,0,-1) y Q=(2,1,1).

(2) [0°5 PUNTOS]. Calcula el area del triangulo determinado por los puntos P, Q y R.

S

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Expresemos la funciof(x) como una funcién a trozos.
1+x(-x) si x <0 1-x2 si x <0
f(x) =1 +x|x]| -{1+X_(X ) R N 69 —{1+X2 < % o0
- Para valores dg<0, la funcién 1¥* es continua y derivable por ser polinémica, siendo
la funcion derivada, -2x
- Paravalores dg>0, la funcién 1%* es continua y derivable por ser polindmica, siendo
la funcion derivada, 2x
- Parax=0 la funcién sera continua si los limites laterales y el valor de la funcién en
dicho punto coinciden. Veamoslo.
lim f(x)=lim (1+x3=1 ; lm f(x)=lim (1-x?)=1 ; f(0) =1+02=1
x-0" x-0" x-0 x-0

x>0 x<0

luego podemos observar que:
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lim f(x) =lim f(x) =f(0) =1

x-0" X -0
es decir, en el puntg=0 es continua, luego puede ser derivable, sera derivable si las derivadas
laterales existen y coinciden.

Una primera aproximacion de la funcion derivada, donde ya es derivable, seria:
F(x) - -2X si x <0
| 2x si x >0
comprobemos si en el punto 0 es derivable:
f(0")=Ilim f (x)=Ilm 2x =0

XZ% x-0" 0=0 =
f"(0)=lim f (x)=Ilim (-2x) =0 { f (09 =Ff (0)
x-0" x-0"

x<0
en el punto 0 es derivable, luego la funcion derivada, definitivamente, es:
F(x) - -2X si x <0
Tl 2x si x >0

(2) Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimierftaidlemos los

valores que anulen a la funcién primera derivad&(xe
(%) _{Zx six <0 _ [-2x =0 = x =0 (no puede ser ) six <0
2x six =0 2x =0 = x=0 six >0

sélo hay un valor que anule a la primera derivada0.

Los posibles intervalos de monotonia sore, () y (0, +).

Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo -1 y 1
respectivamente, en la funcién primera derivada y seglin nos salga mayor o menor que cero,
en el intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente:

f (-1 =-2(-1) =2>0 = Creciente en (-, 0)
{f' Q) =2>0 = Creciente en (0, +)

Estudiemos el crecimiento méas detenidamente en el punto 0. Apliquemos el concepto de
cuando una funcién es creciente en un punto, concretamente en el 0:

Si vh>0 = f(0-h) <f(0) <f(0+h) = f(-h) <f(0)<f(h) =

1-h?2<1<1 +h? = -h2<0<h?
relacién que evidentemente es cierta, luego la funcién también es creciente en el punto cero.
En definitiva, la funcién es creciente en todo su dominio

(3) Calculemos la siguiente integral teniendo en cuenta que la funcién esta definida a
trozos.
2 0 2 0 2

fle(x) dXfo(l—XZ)dXJr{x(lerZ)dx:f(X,XS)dx+£(X+X3)dXz

2
2 4
+ |:X_+X_:| —O—(i—i] +(2 +4—O) :E
4 4

2

0
BRSERS
2 4 2 4
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si la funcién f(x) = ac + bX + o+ d tiene un maximo relativo ex= 1, significa que
la derivada de la funcién en el punto 1 es cero:
f'(x)=3a¢+2bx+c = f(1)=3a+2b+c=0 [1]
Si la funcién presenta un punto de inflexién en (0, 0), significa que la segunda derivada
en dicho punto es cero:

f"X)=6x+2b = f7(0)=2b=0 = b=0 [2]

y ademas ese punto (0, 0) pertenece a la funcién, es decir:
fO)=0+d=0 = d=0 [3]
Sustituyendo [2] y [3] en [1] nos quedara la condicion: 3a+c=0 [4]

Calculemos la integral siguiente, pero sustituyendo b y d por cero: ;

2 5 ! 5 ax4 c¢x? 5
f(x) dx = = = ax3+cx)dx = = - Vol
{ Z g( rox) Z \ Z

4 2
0
la+lc-0=2 - a+2c=5 [5]
4 2 4
Resolvamos el sistema formado por las condiciones [4] y [5]:
a+2c =5 Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos mediante el
3a+c =0 método reductivo de Gauss.

1 215 Diagonalicemos.
3 1 ‘ 0 J Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2*£] - 3 - [1*£]

1 2| 5

0 -5|-15 Simplifiquemos la 3* fila por -5

1 2|5 Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
0o 113 Sustituyamos la 1* fila por:  [1°*£] - 2 - [2°£]]

1

0

1

0 ‘ -1 ) La solucion es:
3

a=-1 ; ¢c=3

Finalmente, la funcion esf(x) = - + 3x

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Expresemos la ecuacion del plamez = 3, en forma paramétrica, para lo cual basta
despejar una de las incégnitas, por ejemplr, éan funcién de las demég,= 3 +z;
y, por ultimo, las incégnitas del segundo miembro se sustituyen por parametros:

X =3 +2A
n=1yY =H
Z =X

Un punto genérico, H, del plano tendra de coordenadas Hw=|(3%). El punto H que
esté mas cercano al P = (3, 1, 4) sera aquel que verifique la condicién de que el vector que

determinan los puntos P y H, sea perpendicular a los dos veatpkesle direccién del plano,
es decir:



Fco. Fdez. Morales EXAMEN JUNIO 1999 Pag. 233

PH=@ +M K, A) -3, 1,4  =(nd-1, A-4)

u=(1,0, 1) ; v =(0, 1, 0)
PHLO = PH 0=0 = (A, u -1, A-4)-(1,0,1) =0 = A+A-4=0 = A=2
PHLV = PH v=0 = (A, u -1, A-4)-(0,1,0) =0 = p-1=0 = p-=1

luego el punto Hes: H=@#,A) = (3+2, 1, 2) = (5, 1, 2).
La distancia del punto P al plano coincide con el modulo del veRkbr
PH=(5,1,20 -(3,1,4 =(20, -2

dist (P,m) = |PH| =22+02+(-2)2-,/8-2,2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para determinar el nimero de columnas linealmente independientes, calculo el rango
de la matriz A, ya que el rango me indica precisamente el maximo nimero de filas o columnas
linealmente independientes. Procedamos mediante Gauss.

a b c _ e
Triangulemos inferiormente.
2a b 3c Tomemos como pivote el elemento a;; = a # 0.
3a 0 4c Sustituyamos la 2° fila por:  [2°£] - 2 - [1°£]
Sustituyamos la 3 fila por: [3*f]] - 3 - [1°f]
a b ¢
0 -3b ¢ Tomemos como pivote el elemento a,, = -3b # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: [3%f] - [2°£]
0 -3b ¢
a b c La matriz estd triangulada inferiormente, el nimero de filas distintas
b de cero son dos, es decir el rango es dos, lo que significa que el
0 -3 ¢ maximo nimero de columnas linealmente independientes son dos.
0 0 0

(2) Elrango de la matriz es 2, segln el apartado anterior, por tanto la matriz A no tiene
inversa, ya que para que tuviera inversa el rango tendria que ser tres, es decir, el determinante
de A vale cero, y en consecuencia A no tiene inversa.

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Representemos en primer lugar la funciég,=x(3-x) = y=3x-x cuya
gréfica es una parébola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = y=0 = (0,0)
2.- Puntos de corte con el eje de abscisgs= 0 = x=0; x=3 = (0,0) y (3,0)
3.- Coordenadas del vértice V:
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x=-bl2a=-3/(-2)=3/12 = y=3(3/2)- (3/3=1/4 = V(3/2,9/4)
Representemos ahora la recta de ecuagién2x- 2.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = y=-2 = (0,-2)
2.- Punto de corte con el eje de abscisas=0 = x=1 = (1,0)
Para calcular los puntos de corte de las dos funciones, resolveremos el sistema formado
por ambas ecuaciones, con el fin de determinar el recinto que forman.
y=3x Xz}ﬁ 3X X2=2x -2 = 0=-x2+x+2 = x-_LzyI®_-X=-1
y=2X -2
La situacion de las dos graficas se
corresponde con la grafica adjunta, y donde el &rea
rayada es el recinto limitado por ambas.

-2 v X=2

(2) El area del recinto anterior se obtiene
integrando la funcién diferencia de ambas
funciones, entre -1y 2.

Area :f2(3x—x2—2x 22)dx -

“1 2

3 2
gy

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Teniendo en cuenta que la derivada de una funcién en un punto coincide con la pendiente
de la recta tangente a la grafica de la funcién en dicho punto, calcular la recta tangente de
pendiente maxima es determinar los maximos absolutos de la funcién primera derivada.

1 . 1 1
f(x)==+Ln(x = f(x)=-—=+=
(x) = 2+ Ln(x) (0= -5+ %
calculemos los maximos locales de la fundi§r) que es continuay derivable en su dominio:
. 2x 1 2x 1 u2_ wy.n o~ X=0
f (x)fﬁ—F:F—Ffo = 2Xx-x° =0 = x(2-x)=0 X =2
s6lo x = 2 pertenece al dominio [1, €], comprobemos que es un maximo local:
4 _ 4 _ _ 4 _
Frro(x) = 2X 78X 2x bxT 22X Fro()-8.2..2 o9
X 8 X 4 X 8 X 4 16 8 16
El maximo absoluto debe encontrarse entre el relativo y los extremos del intervalo:
; 1 1 . L e 11 o1 1
f (2) 7—?+§7o 25 ; f (1) 7—F+T70 . f(e)= ?+5702325

luego la recta tangente de pendiente maxima se da en el punto de abs@sda ecuacion

es:
y —f(xp) =f (Xg) (X =Xp) = y-f(2) =f (2) (x-2) =

L - x- - Ly
y—(E+Ln(2)J ( 7 2)(x 2) y =zx+Ln(2
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) El vectorx se podra escribir como combinacion lineal de los vectoyessi existen
dos nimeros realésy |, tales que:
X=AU+ W = 4,1, 3) (-1,2,3) + u(2,5,-2).
(4, 1, 3) = (A+2u, 2+5u, 3-2W).
Igualando las componentes, tendremos el sistema de ecuaciones siguiente;
“A+2u =4 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo por el método

g;‘\ * g“ = :]3' de reduccién de Gauss.
— u =
-1 214 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
2 5|1 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] + 2 - [1°]
3 -213 Sustituyamos la 3* fila por: [3°f] + 3 - [1*£]
-1 2|4
0 9|9 Tomemos como pivote el elemento a,, = 9 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por: 9 - [3*f] - 4 - [2°f]
0 415
1 2 El sistema esta triangulado inferiormente.
0 9|9 La dltima ecuacion es, 0 =99, que es una ecuacion absurda, por lo que
o olog el sistema es incompatible, no tiene solucién, luego no existe ningan

valor paral ni para J, en consecuencia, el vectono podemos
expresarlo como combinacion lineal de los vectargs.

(2) El vectorz se podra escribir como combinacién lineal de los veaioressi existen
dos nimeros realésy |, tales que:
Z=A+ W = (4, 1, -8) 5(-1,2,3) + u(2,5,-2).
(4,1, -8) = (A+2u, 2454, 3-24).
Igualando las componentes, tendremos el sistema de ecuaciones siguiente:

A +2p =4 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo por el método
2h +5u =1 de reduccion de Gauss.
3 -2u =-8
Triangulemos inferiormente.
1214 Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
2 5|1 Sustituyamos la 2°* fila por:  [2*f)] + 2 - [1*f]
3 2|8 Sustituyamos la 3 fila por: [3°f] + 3 - [1°f]
-1 2|4
0 99 Tomemos como pivote el elemento a,, =9 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: 9 - [3°f] - 4 - [2°f]
0 4)4
1 204 El sistema esta triangulado inferiormente.
0 9l9 La ultima ecuacion es, 0 =0, que es una ecuacion trivial, por lo que
o olo podemos eliminarla, nos queda un sistema de dos ecuaciones y dos

incégnitas que es un sistema compatible determinado, tiene soluciéon
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Unica, luego existe un valor pdtay otro W, que hacen que el vecxopodamos expresarlo
como combinacion lineal de los vectotegv.
Calculemos dichos valores, terminando para ello de resolver el sistema.

124 Simplifiquemos la 2* fila por 9
0 919
1 214 Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 1)1 Sustituyamos la 1° fila por: [1°] - 2 - [2°F]
-1 0|2 El sistema esta diagonalizado, la solucion gs: -2 ; p=1
0 11 luego el vector se escribira como combinacion lieal dey v de la

siguiente manera: z = -2u +v.

(3) Los vectoresu, v y z, no son linealmente independientes porque en el apartado
anterior hemos justificado que el vectodemos expresarlo como combinacion lineal de los
otros dos, luego los tres seran linealmente dependientes.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Expresemos, en primer lugar, la ecuacién de la semidforma paramétrica, para ello
resolveremos el sistema de ecuaciones que nos dan, poniéndolo en forma matricial y
procediendo mediante el método de Gauss.

1 -1 0]5 Diagonalicemos.
1 -3 117 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - [1°f]
1 -1 015 El sistema esta triangulado inferiormente, nos sobra una incégnita, la
0 -2 -1l2 z, que la pasamos al segundo miembro como incégnita secundaria.
1 -15 Tomemos como pivote el elemento a,, = -2 # 0.
0 -2|2+z Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [1*f] - [2°f]
2 0/|8-z La solucion es: x=4-z/2 ;o y=-1-z/2
0 2124z Sustituyamos la incdgnita por un parametro, por ejemplo, t,
obtendremos las ecuaciones paramétricas de la secta
X =4 -1t
2
S = -1-21
y 1 2t
z =t
Un punto genérico R de la reg@era: R-= 4—% , —1—% , t
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Construyamos los vectores

o [, 1, .1 ~ IO IS TP §
PR—(4 St 1§t,tJ (1,0, -1) [3 St 1 2t,t+1J

R-|a-Ly, 1oL - 2-Le oot -
QR—(4 it, 1 2t,t] (2,1,1) (2 2t, 2 2t,t 1)

hagamos coincidir sus médulos para calcular el punto R de & gpoteequidiste de los puntos

PyQ.
1,2 1,12
J(z—_zt) +[—2——2t] +(t-1)2

(o3 (o
[3%t]2+(1%t)2+(t+1)2 - (2%t)2+[2%t]2+(t1)2

9+%t 2_3t +1+%t 24t 4+t 2+1+2t = 4+%t 2.2t +4+%t 242t +t 2+1-2t

2t +2=0 = t =-1
sustituyamos este valor de t en las coordenadas de R:

o, 1, . 1, ) (9 1
R[4 (-1, -1->(-1), 1)(_ =, 1]

(2) Sustituyamos el valor de t = -1, obtenido en el apartado anterior en los vectores
PR y QR
PR=(3-Lt 1-Lt t1|-|3-L(n, 1Ly, 1al-|L -1
2 2 2 2 2
S 1 1 1 1 5 3
R=|2-2t -2-=t, t-1|=|2-2(-1), -2-=(-1), -1-1|=|=2, -2, -2
w(oge 2 g ) (edon 230 a3 2

Calculemos el producto vectorial de los vectoRR y QR

1 7 7 1

=0 L oo |£ -2

PRxQR=| £, L0 S 32 2 2 2 2
X = - - X - - — = - =

Q 2! 2! 2! 2! 73 727 E 727 E E

2 2 2 2

- (1, 7, ; ZJ - @17, -4

El area del triangulo PQR sera

Area :%|P*RxQ*F4:%\/12+72+(74)2 :%m:%\/@
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

EXAMEN SEPTIEMBRE 1999

Opcién A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Calcula el valor de la integral
f2 2x3 -x?-12x -3 |

x%2-x-6

-1

EJERCICIO 2. Considera la curva de ecuacigi x* - 2x+ 3.

(1) [1'5 PUNTOS]. Halla una recta que sea tangente a dicha curva y que forme un angulo de
45° con el eje de abscisas.

(2) [1 PUNTO]. ¢Hay algun punto de la curva en el que la recta tangente sea horizontal? En
caso afirmativo, halla la ecuacion de dicha recta tangente; en caso negativo, explica por qué.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Prueba que todos los planos de la familia
(B+A)x+ (3-My+(5-21F =X
(coni € R) contienen una misma recta y halla unas ecuaciones paramétricas de dicha recta.

EJERCICIO 4. Considera la matriz 010
A= .
( 101 J

(1) [1 PUNTQ]. Calcula A y AA' donde A denota la matriz traspuesta de A.
(2) [1"5 PUNTOS]. Siendo X una matriz columna, discute y, en su caso, resuelve la ecuacion

matricial
AA'X =2X
segun los valores del parametro real
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Opcién B

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Halla las asintotas de la grafica de la funcién definida para
x> 0 por 2
f(x) = 2°X°

(2) [1 PUNTO]. Halla las regiones de crecimiento y de decrecimientb ohelicando sus
maximos y minimos locales y globales si los hay.
(3) [0'5 PUNTOS]. Esboza la grafica fle

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Encuentra la funcién derivable[-1, 1]- R que cumple

fM=-1y £ (x) - x2 - 2x si -1<x<0,
e*-1 si 0<x<1.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Clasifica el siguiente sistema de ecuaciones segun los
valores del parametio

(1 +?\) X + y + z =1,
X +@+N)y + Z =,
X + y + (1L +2)z = A%
EJERCICIOA4. (1) [1"75 PUNTOS]. Hallala ecuacién de la circunferencia cuyo centro

es el punto C =(3, 2) y una de cuyas rectas tangentes tiene de ecuaci@y- 5x 0.
(2) [0°75 PUNTOS]. Determina si el punto X = (3, 3) es interior, es exterior 0 esta en la
circunferencia.

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

3 _y2_ _
Calculemos la integral indefinidaf 2x ;( 126X 3 dx, que es una integral
X=X -
racional impropia porque el grado del polinomio d¢l2x®- x®-12x-3 x2-x-6
i 453 + 28112 x X +1
numerador es mayor que el del denominador, efectuemosﬂélzi3
s g X -
division. 1 x+6
f2x3—x2—12x—3 X+3
dx =
Xx2-%x-6
:f(2x+l)dx+f x+3 dx:x2+x+fxi+3dx: [1]
X2-%x-6 X2-x-6
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hemos obtenido una integral racional propia, calculemos las raices del denominador:
W’ % -6-0 - y_ltyI+v2& 15 3

2 2 v -2
Descompongamos el integrando en fracciones elementales
X +3 __ A B _ X +3 _ A(x-3) +B(x+2) _
x2-x-6 X+2 x-3 x2-x -6 (x+2)( x-3)

x=3 = 6=5B = B:g

X=-2 = 1=-5A = A=-1

X+3=A(x-3) +B(x+2) = {
5

continuando en [1], tendremos

2 A B 2 1 1 6 1 B
=X +x+f[x+2+x_3)dxx + X Ef dx+g —Sdtf

24 x —an|x+2| +ELn|x—3|
5 5

Ahora calcularemos la integral definida que nos pide el ejercicio.2

1 6
x?2+x - Z=ZLn|x+2| + =Ln|x-3
x - Tinjxe2] - Sinjx-3)

=X

dx =

f22x3—x2—12x—3
4 X?2-x-6

-1

42 Linj2e2/+ 823 11 L1+ Sinpa3)-
5 5 5 5

1 6 1 6 7 14
=6-=Ln|4|+=Ln|-1|+=Ln|1l|-=Ln|-4|=6-—=-Ln(22 =6 - —Ln(2
SLnj4]+ ln|-1+ £Ln|1]- 2ln|[-4[=6- [ Ln@?) -6 - L Ln(2)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Una recta tangente a la curva de ecuagygny® - 2x + 3, que forme un angulo de
45°con el eje de abscisas, es una recta de pendiente 1, ya que tg(45°) = 1.
Si la pendiente de la recta tangente en un pyés 1, significa que la derivada de la
funcién en dicho punto es 1:
yX)=2x-2 = Yy (X)=2%-2 = 1=2%-2 = x,=3/2
El valor de la funcion en este punto es:

JERERCRE

La ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto 3/2 es:
3 3 9 3 3
y -f(x ;) =m(x -x)) = y-f E]—1 xf§ éyfzzxfE éy:x+Z

(2) Si la recta tangente es horizontal a la gréfica de la funcién, eso implica que la
pendiente de dicha tangente en un pupas cero, o lo que es lo mismo, que la derivada de la
funcién en dicho punto es 0:

yX)=2x-2 = Yy (X)=2%-2 = 0=2-2 = X =1
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El valor de la funcién en este punto de tangencia horizontdlg$) =1 -2 +3 =2

La ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto 1 es:
y-f(xy) =m(x-x;) = y-f(1)=0-(x-1) - y-2-0 - y=2

SOLUCION EJERCICIO 3.-

La expresion de la familia de planos, que nos da el problema:
B+M)x+ (3-AMy+(5-20F =2 (cork € R)
la desarrollamos:
3X+AX+3y-Ay+5z2-20z2A=0
sacamos factor comdn
(3x+3y+57) +AMx-y-2z-1)=
comprobemos que hemos obtenido un haz de planos formado por los dos planos:

m =3x +3y +5z2 =0 ; ,=X-y-2z2-1-=0
el vector normal de cada uno de ellos es, respecuvamente.
ﬁ = (31 3! 5) 1 ﬁ = (1! _l; _2)
1 2
facilmente se observa que no son paralelos, ya que sus coordenadas no son proporcionales:
3,3 .2
1 -1 -2

luego, los dos planos anteriores se cortan en una recta, es decir, la familia de planos contienen
una misma recta.

Las ecuaciones paramétricas de dicha recta se obtienen resolviendo el sistema formado por
las ecuaciones de los dos planos:

X -y -2z=1 Expresémoslo en forma matricial y procedamos mediante el método
3x +3y +5z2 =0 reductivo de Gauss.

1 -2 \ 1 ) Triangulemos inferiormente.

Sustituyamos la 1 fila por: 6 - [1°£] + [2°f]]

1
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
3 3 510 Sustituyamos la 2° fila por: [2*£] - 3 - [1°£]
1-1 -2]1 La incégnita que nos sobra, la z, la pasamos al segundo miembro
0 6 11/-3 como incégnita secundatia o parametro.
1 -1| 1+2z Triangulemos supetiormente.
0 6/-3-11z Tomemos como pivote el elemento a,, = 6 # 0.
6

o

0 3+z L.
La solucion es:
6]-3-11z 6x=3+z :  By-3-11z
terminemos de despejar las incognitas y sustituyamaspar el parametro t:

X:i lt
2 6
= 1 11
F=ly =3+t
z =t
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SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Calculemos A y AA%

aoat 010 25 (o
7 l101) lg1) o2

101

1 010
0. -lo1o
1 101

101

(2) Discutamos y resolvamos la ecuacién matricial,' XA AX, siendo X una matriz
columna:

10 X X X AX X-ax =0 @-1)x =0
[0 2]' (y)A(y) h [2y)(>\y) ﬁ{Zy-Ay - 0 ﬁ{(Z Ny =0
expresemos el sistema que hemos obtenido en forma matricial y procedamos mediante el
método reductivo de Gauss.
1-2 0
[ 0 2-A|0

Discutamos los diferentes casos que pueden presentarse.

0 J El sistema esta diagonalizado.

*Sia,=0 = 2-A=0 = A=2 = ladUltimaecuaciones, 0=0, que es una
ecuacion trivial, la eliminamos. La primera ecuacion quedariarasi0,-es decir, el sistema
homogéneo se queda con una ecuacion y dos incAgnitas, se trata de un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico. La solucion es:

x=0 ;oy=t FteR)

*Si g0 = 2-A#0 = A=#2 = ladltimaecuacion no es ni trivial ni

absurda. Pero puede ocurrir dos cosas:

** Sia;=0 = 1-A=0 = A=1 = laprimeraecuacion seria, 0=0, que
es una ecuacion trivial, la eliminamos. Nos quedaria soélo la segunda ecyaciiires decir,
el sistema homogéneo se queda con una ecuacion y dos incognitas, se trata de un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico. La solucién es:

x=t ;o y=0 ¢ teR)

** Sjia,;#0 = 1420 = Az1 = laprimeraecuacion no es ni trivial
ni absurda. El sistema homogéneo tendria dos ecuaciones y dos incégnitas, la solucién es la
solucidn trivial, la que tienen todos los sistemas homogéneos:

x=0 ;o y=0.

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) - Asintotas Verticales.
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Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacelimuéy x) =+

X = Xq
Comprobemos si existen; en principio hay que buscarlas entre los valores que anulen al
denominador, x = 0. Vedmoslo.

2
lim f(x) =lim ! +xX 1o Asintota Vertical:x = 0, pero sélo cuandg-0".

N
x-0" x-0" 0

- Asintota horizontal.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer liquef (x) =y e%

Comprobemos si existe. X
. . 1+x2 oo . 2X
lim f(x) =lim =|—|=1lim == = +
X - +o0 X - +oo X S X - +oo l

la indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la regla de Regla
de L"Hébpital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el
uno del otro.

No existe asintota horizontal, sino que se da la condicién necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.

- Asintota Oblicua.

Calculemos la ecuacién de la posible asintota oblicya= nx + n, comencemos
obteniendo el valor de m y después el de la n:

1+x?
) f(x . X . 1+x°2
m= lim Q:hm — = =lm =1
X - +o0 X X - +o0 X X = +o0 X

Calculemos ahora n: )\ .
n = lim (f(x)-mx) = lim [1;" x) - Jim H%:Iim .o

X — +o0 X = +oo X —» +oo X — +oo

La asintota oblicua, esy =x, pero sélo cuand® - +x,
Estudiemos la posicion de la graficafdespecto de la asintota oblicua.
* Para valores dg muy grandes, por ejempbo= 1000 =

©1+10002 ,
f(1000) ==—==— = 1000001 | _ (1000 > y

(1000) = 1000

(1000)

asintota
y asintota

luego la gréfica dd, parax- +«, va por encima de la asintota.

(2) La funcion f(x) es continua para todos los valores xle 0, que es donde esta
definida; ya que es una funcidn racional que es continua erRtedtvo en los valores que
anulen al denominador, pero en este caso es el cero que no pertenece al dominio.

g _ , g ’ _2x?-(1 +x?) _ x?2-1
La funcién derivadaf *, de la funcionf, es T (x) = v =—

X
luego la funcionf(x) es derivable en todo su dominio, puesto que es en el cero donde

Unicamente no seria derivable.
Obtengamos los valores que la anulan.
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X =1

T2 wx =-1
Con estos dos valores que hacen cero a la furfcigrteniendo en cuenta que la funcién sélo
esta definida para valores mayores de cero, construimos los dos posibles intervalos de
monotonia, (0, 1)y (1,4). Probemos un valor cualquiera de cada uno de estos intervalos, por
ejemplo, el 0'5y el 2, respectivamente, en la primera derivadix)e

f (0.5) = O'i;;l - -3<0 = f(x) esdecreciente en (0, 1).

@R =2-1- % >0 = f(x) escreciente en (1s):

22

Como la funciérf es continua y derivable en todo su dominio, y en el puritppasa de
decreciente a creciente, la funcién presenta un minimo
relativo en (1, 2).
La ordenada del minimo se ha obtenido sustituyendo
abscisax =1 en la funcion.

Teniendo en cuenta el estudio que se ha hecho, es
minimo relativo también es un minimo global de fa
funcion. PYBIN :

1L
(2) La grafica aproximada de la funcidix) es la ‘
situada al lado. 12 3 4

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si la funcién derivadaf "(x), es
£ (x) - X2 - 2x si -1<x<0
e*-1 si O<x<1
la funcién f(x) sera
(x2 - 2x) dx si -1<x<0

f = =
(x) f(ex—l)dx si O0<x<1
XS—X2+a si -1<x<0
f(x) ={ 3 <
e*-x+b Si O<xz<1

Al ser la funcién f(x) derivable en [-1, 1] es continua en dicho intervalo, ya que la
derivabilidad implica la continuidad. Por tanto la funcién es continua &rD, luego ha de
verificarse que los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto coinciden.
Comprobémosilo.

lim f(x) =lim (eX-x+b)=e%°-0+b =1+b
x-0 X -0

x<0
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. ) x 3
lim f(x) =lm |2~ -x?+a| =0+a =a
x-0" x-0" 3
x>0
f(0) =e®-0+b =1+b
igualemos los limites laterales y el valor de la funciorxen0: a =1 +b
Como ademas, el ejercicio nos dice fd¢ = -1, tendremos:
f(1) =e'-1+b - -1=-e-1+b - b=-e ; a=1+b - a=1-e
L , , X—s—x2+1—e si -1<x<0
la funcionf(x), finalmente seréa: f(x) =4 3
e*-x-e si. O0<x«<1

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo mediante el método reductivo
de Gauss.

1

L+n 1 1 Intercambiemos entre si las filas 1* y 3*

1 1+ 1|2

1 1 1+a| 22

1 1 140 ] 22 Triangulemos infer.iormente. ~

Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

1 1+a 1 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - [1°f]
140 1 1 1 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - (1+)) - [1°£]
1 1 1+A A2
0 A - A-N2 Sustituyamos la 3* fila por: [3%*f]] + [2°f]
0 -2 1-(1+2)?[1-(1+n)22

2

11 1+ A El sistema esta triangulado inferiormente.
0 a -A A-A2 Discutamos los diferentes casos que pueden
0 0 -22-3n| 23-22247+1 presentarse

*Sia,=0 = A*-3=0 = =0 y A=-3 =

*»* Si A=0 = ladltima ecuacion es, 0 = 1, que es una ecuacion absurda, luego

el sistema es incompatible, no tiene solucion.
** SiA=-3 la dltima ecuacion es, 0 = 7, que es una ecuacién absurda, luego
el sistema es incompatible, no tiene solucion.
* Si a,#0 A2-3120 A0 y A#-3 lo que implica que
el coeficiente g =, también es distinto de cero, luego todos los elementos de la diagonal
principal son distintos de cero, nos queda un sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas, es un
sistema compatible determinado.

=

= = =
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Elradio de la circunferencia coincide con la distancia del centro de la misma a la recta
tangente, para calcularlo, expresemos la ecuacion de la tangente en forma normal, dividiendo
la ecuacion en forma general por el médulo del vector de direccion:

4x -3y -5 0 . 4x -3y -5 0
o — s
el radio sera; r -| 23 32 °5 l_‘l‘_l
5 5 5
1 2
y la ecuacién de la circunferencia es{x -3) 2 +(y -2) 2 = ( g)

(2) Calculemos la distancia del punto X = (3, 3) al centro de la circunferencia:
dist (X, Q) -y@ -32+@2 -3)2-1 - 1>t :%
luego el punto es exterior, ya que su distancia al centro es mayor que el radio.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones a) Duracién: 1 HORA 'y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 23 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Sabiendo que la funcién R -~ R, dada por
ax +5 si x <1
F(x) = a\/)7+§ si x >1
es derivable, halla ay b.

2
EJERCICIO 2. Consideralafunciéf ( x): [O, HT} -~ R, definidaporf ( x) =sen (/x).

(1) [0°5 PUNTOS]. Dibujael reciglto limitado por la graficafdel eje de abscisas y las rectas

. IT
de ecuaciones x =0 y X = e

(2) [2 PUNTOS]. Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior. (Usa en la
integral el cambio de variablg/x =t.)

EJERCICIO 3. Considera el plano m=2x +2y +z +7 =0, la recta
x-1 y-2 z-1
r= = = el punto A=(1,5, -4).
1 5 3~ Yelp ( )
(1) [1'5 PUNTOS]. Determina razonadamente si existe y, en ese caso, halla un punto B de
la recta r tal que la recta que pasa por los puntos Ay B es paralela dliplano
(2) [1 PUNTO]. Determina razonadamente si existe y, en ese caso, halla un punto C de la recta

r tal que la recta que pasa por los puntos Ay C es perpendicular allplano

EJERCICIO 4. (1) [1 PUNTOQ]. Sitodos los elementos de una matriz de or8l&3 se
multiplican por (-1), ¢qué relacion hay entre los determinantes de la matriz original y de la
nueva matriz?

(2) [1 PUNTOQ]. ¢Y si se multiplican por (-2)?

(3) [0°5 PUNTQS]. Indica una de las propiedades de los determinantes que hallas utilizado
en la resolucién de los apartados anteriores.
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Opcién B

EJERCICIO 1. Lagrafica de la derivada de una cierta funcfan-3, 4]~ R es la siguiente

35
3

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

(1) [1L PUNTO]. Indica los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la fuficion
(2) [0'5 PUNTOS]. ¢Hay algun intervalo de su dominio en el jsea constante?
(3) [1 PUNTQ]. ¢Cudles son los puntos critico$ deClasificalos.

EJERCICIO 2. Seaf :[a,b] - R Una funcion continua
(1) [0°5 PUNTOS]. Define el concepto de primitiva fle
(2) [2 PUNTOS]. Halla una primitiva de la funcioh: [0, 1]- R definida porf(x) = x ™.

x-1 'y z+1
3 2 1

(1) [0°75 PUNTOS]. Determina la ecuacion del plaip que es perpendicular a la recta r
y pasa por el punto P = (1, 2, 3)

(2) [0°75 PUNTOS]. Determina la ecuacion del pldip que es paralelo a la rectary pasa
porlospuntos P=(1,2,3) v Q=(-1,0, 2).

(3) [LPUNTQ]. Seaslarectaen laque se cortan los plahoy II,. Determina de forma
razonada la posicion relativa de las rectas ry s.

EJERCICIO 3. Considera larectar =

EJERCICIO 4. Se sabe que 5

ab
cd
3a-b 6a+2b

3c-d 6¢c+2d |

(2) [0°5 PUNTOS]. Enuncia una de las propiedades de los determinantes que hayas usado en
el apartado anterior.

(1) [2 PUNTOS]. Calcula el valor de
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SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Si la funciénf(x) es derivable en tod® tiene que ser continua tambiénRen

Calculemos el valor de a y de b para que la funcién sea continua.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcién para valores xlemenores que 1x<1, es una funcion polinémica,

y las funciones polinémicas son continuas en ®daego la funciér es continua para<l.

- El trozo de funcion para valores xiemayores que 1x>1, es la suma de la funcién raiz
cuadrada de que es continua para todos los valores mayores o iguales a cero y de una funcién
racional que es continua en tdRigalvo para el cero que es el valor que anula al denominador,
pero este valor no pertenece al dominio que estamos considerando, luego laffiscion
continua parax>1, ya que la suma de funciones continuas es continua.

- El problema de la continuidad esta en el punto 1, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

lim f (x) =lim (aﬁ+g) =a+b

x-1° x-1 lim f(x) =1lim f(x) =f (1)
limf(x) =lim (ax +5)-a+5 (=1 " ol
x -1 x -1 a+b=a+5 = b-=5 [1]

x<1
f(1) =a+5

Luegof(x) sera continua en el punto 1, si se verifica que: b =5.

En definitiva, la funcionf(x) es continua erR, siempre y cuando se satisfaga que
b=5. [1]

Estudiemos ahora la derivabilidad para los diversos valores de a, ya que b vale 5.

Una funcion sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad.

- Para valores de<1, f es derivable, por ser una polinémica, siendo la derivada, a.

- Para valores dex>1, f es derivable, ya que la funcién derivada es?_ - i
2/x  x?
y esta funcién no esta definida para los valores menores o iguales a cero, pero que no
pertenecen al dominio que estamos considerando.
Una primera aproximacion de la funcion derivada, donde ya sabemos que es derivable es
a si x <1
f(x) = ifiz si x >1

2/x X
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- El problema esté en el punto 1.
En el punto 1 sera derivable, si las derivadas laterales coinciden y en este caso se debe

satisfacer ademas la condicién de continuidad [1].
. . , . a 5 a
f@a?n=Ilim f (x)=lm [ —-=|==-5 , n g .
) x-1" 9 x-1" 2\/§ x 2 2 f@n)=f (1) =
f"1)=lim f (x)=lim a-=a
x-1" x-1"

—-5=a = a=-10

N|

luego la funciorf(x) sera derivable ex =1 siemprey cuando a=-10 y b =5, valores que
hacen que la funcién sea derivable en todo su dominio.
La funcién derivada quedara finalmente, una vez sustituido a por -10, asi:

-10 si x <1
f(x) = __10 73 si x >1
2/x X2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Representemos inicialmente la funcibren su dominio de definicién.
Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién, teniendo

. Hallemos la funcién primera derivada:

2
. . I
en cuenta que es continua en el mter%p 7z

F(x) - 08 (ﬁ)

2%
Calculemos los valores que anulen a la funcién primera derivada
f =_— + 2kno
COS_(‘/_X) =0 = cos (ﬁ) = 30 Siendo k un n° natural
2 \/)7 ﬁ = - + 2kn
Para k=0:
2
- - _—
x=5 X7
\/)? = E = X = 9H2 ¢ 0 lz
2 4 "4

s6lo obtenemos un valor, ya que el segundo no pertenece al dominio, por lo que no es preciso

darle més valores a k, pues los valores que saldrian estarian fuera del dominio.
s . . 1'[2
El Gnico intervalo de monotonia ef, x

Probemos un valor intermedio de ese intervalo en la funcion primera derivada y segiin nos
salga mayor o menor que cero, la funcién sera creciente o decreciente en dicho intervalo:

f (“_2) _cos (m4) _ 2 0 - Creciente en todo su dominio
16 2 /4 I
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Calculemos el valor de la funcién en los extremos del intervalo de definicion:

I
=sen| =| =1
(2]

f(0) =sen(0) =0 ; f(—z):sen

Podemos observar que en
el punto 0 la funcién derivada
no esta definida y que cuando
nos acercamos por la derecha
se aproxima a infinito, por lo
gue existe un punto de
tangencia vertical en el origen.

La grafica aproximada es
la situada al lado.

El recinto rayado es el
gue nos pide el ejercicio.

=
o

(2) El area del recinto rayado de la grafica anterior es:
1_[2

Area = f ' sen (/) dx [1]

0

Resolvamos la integral indefinida mediante el método de sustitucion, haciendo el cambio:
JX =t - x=t? - dx = 2tdt

fsen (yx) dx :f2tsen (t) dt = 2]
resolvamos la nueva integral indefinida mediante el método de integracion por partes.
u =2t ; du =2dt
dv = sen(t) dt : v:fsen(t)dt - —cos( t)
continuando en [2], tendremos:
- -2t cos(t) + chos( t) dt = -2t cos(t) + 2sen(t) -

y deshaciendo el cambio tendremos

= -2 X cos( yx) + 2sen(yx) ,esdecir:
[sen(yx) dx = -2 X cos( yx) + 2sen(yX)

Calculemos ahora el area, o sea, la integral definida [1]

n2 2

4

Area = [ sen (/%) dx = [-2 X cos( yx) Zsen(\/f)]4 -
0

0

el

=m0 +21-(0+0) =2

- [72\/6003( JO) + Zsen(\/ﬁ)] =
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Un punto genérico de larecta r serade laforma: B = (1+t, 2+2t, 1+3t).

La recta que pasa por los puntos A y B, tendra como vector de direccion al vector:
AB= (1 +t, 2+2t, 1+3t) - (1,5 -4) =(t, 2t -3,31t +5)

La condicion para que la recta que pasa por los puntos A y B sea paralela &l, gano

que el vectorAB vy el vector normal al plano sean perpendiculares, o sea, que el producto
escalar de ambos vectores sea cero:

ABin. = AB-n =0 = (t,2t-3,3t+5):(2,21) -
2t +4t -6+3t +5-0 - Ot =1 = t:%
luego las coordenadas del punto B son:

B (1 +t, 221, 143t) - 1%,2%,1%) _[E 20 EJ

(2) Un punto genérico de larecta r serade laforma: C = (1+t, 2+2t, 1+3t).

La recta que pasa por los puntos Ay C, tendra como vector de direccion al vector:
AC=(1 +t, 2+2t, 1+3t) - (1,5, -4) =(t, 2t -3,31t+5)

La condicion para que la recta que pasa por los puntos Ay C sea perpendicular al plano

I1, es que el vectorAC vy el vector normal al plano sean paralelos, o sea, que el producto
vectorial de ambos es el vector cero:

ACxn =0 = (t,2t-3,3t+5)x(2,2,1) =0 =

[‘Zt?; 3t+5‘ ‘t 3t+5\ lt 2t3U~ .
2 1] 2 1] |2 2
(2t -3-6t -10, -t +6t +10, 2t -4t +6) = (0, 0, 0) =
413 -0 -t -2
(-4t -13,5t +10, -2t +6) = (0,0, 0) =1 5410 20 = t -2
2t+6 =0 = t =3

no obtenemos un Unico valor de t, por tanto, no existe el punto C.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Sea A una matriz de orden 3x3,||, el determinante asociado. Si multiplicamos
todos los elementos de la matriz A por (-1), obtenemos la matriz -A, de forma que el
determinante asociadd;A |, tendra también todos sus elementos multiplicados por (-1), y
para calcular su valor sacamos factor comin, (-1), para cada una de las tres filas del
determinante, es decir, sacamos tres veces factor comun (-1), por tanto:

I-Al = (-1) (-1) (1) |A] = -[A]
lo que significa que el determinante de la matriz original A, y el determinante de la nueva
matriz -A, toman valores de signos contrarios.
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(2) Si multiplicamos todos los elementos de la matriz A por (-2), obtenemos la matriz
-2A, de forma que el determinante asociade2A|, tendri también todos sus elementos
multiplicados por (-2), y para calcular su valor sacamos factor comun, (-2), para cada una de
las tres filas del determinante, es decir, sacamos tres veces factor comdn (-2), por tanto:

27| = (-2) (-2) (-2) |A| = -8|A|
lo que significa que el determinante de la nueva matriz -2A, se obtiene multiplicando por (-8)
el valor del determinante de la matriz original.

(3) La propiedad de los determinantes que hemos utilizado es:
“ Si todos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor comun
puede sacarse fuera del simbolo del determinante”.

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Observando la grafica, y teniendo en cuenta que una funcién es creciente en un
intervalo si su primera derivada es positiva en dicho intervalo, y decreciente si es negativa,
deducimos que:

f’(x) > 0 enlosintervalos [-3,-1] y ]0°5, 4], luego es creciente en ellos.
f'(x) < 0 enelintervalo ]-1, 0'5[, luego es decreciente en él.

(2) Una funcién es constante en un intervalo si su primera derivada es cero en dicho
intervalo. No observamos ningun trozo donde la funcién derivada sea cero, sélo dos puntos
aislados. Luego la funcién no es constante en ningun intervalo.

(3) Los puntos criticos de una funcién son aquellos en los que la primera derivada es cero,
en la grafica de la funcion derivada sélo observamos dos valores, el -1y el 0°5.

Teniendo en cuenta el crecimiento y decrecimiento de la funcion, segun el apartado (1),
podemos concluir diciendo que en el punto de absgisa -1, hay un maximo relativo pues
la funcion pasa de creciente a decreciente; y en el de abgcisa0’5 un minimo pues la
funcion pasa de decreciente a creciente.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Decimos queF(x) es una primitiva dé(x) si se verifica que F "(x) = f(x), esto
lo expresamos de la forma siguiente:

ff(x) dx = F(x)
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Pero como cada funcion continuf{x) tiene infinitas primitivas, que se diferencian una de
otra en una constante, también se suele escribir lo anterior de la forma:

ff(x) dx = F(x) +k
siendo k una constante cualquiera.

(2) Hallar una primitiva de la funciorf(x) es resolver la integral:

fx e Xdx = [1]
lo haremos mediante el método de integracion por partes.
u=x ; du = dx
dv = e * dx : v:fe’xdx:fe’X
continuando en [1], tendremos:
- xe +fe’x dx = -xe X - e

luego una primitiva dd(x) es la funciénF : [0, 1]~ R definida por F(x) = -xe * -e *

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para determinar la ecuacion del pldhoque es perpendicular a la recta r, tendremos
en cuenta la condicion de perpendicularidad, y es que el vector de direccion de la recta y el
vector normal al plano son paralelos, es decir, sus coordenadas son proporcionales, luego
podemos tomar como vector normal del plano el de direccion de la recta.

V.=(3,2 -1) - 0. -(32 -1

La ecuacion general de un plano es: x +ABy + Cz + D = 0, siendo (A, B, C) las

coordenadas del vector normal del plano:
3x+2y-z+ D=0
impongamos la condicion de que pase por el punto P =(1, 2, 3):
31+22-3+D=0 = 3+4-3+D=0 = D=-4

la ecuacion del plano, finalmente, sera: I, = 3x+ 2y-z-4 =20

(2) Para determinar el planid, que es paralelo a la recta r, tendremos en cuenta que el
vector de direccion de la recta lo podemos tomar como uno de los vectores de direccion del
plano: v,<(3,2,-1) - 0§, -(3 2 -1
siendo el otro vector de direccion del plano, el que determinan los puntos P y Q:

\7\42 =PQ=(-1,0,2) -(1,2,3) =(-2, -2, -1)
facilmente puede observarse que las coordenadas de ambos vectores no son proporcionales, es
decir, tienen distinta direccion.

X=1-2x+3u
La ecuacion del plano es: M,=1Y =2 -2x + 24
z=3-A-J
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(3) Para obtener la ecuacién de la recta s como interseccion de los flanosl,,

expresemos primeramente la ecuacion del pldpcen forma general.

X =1-2x+3u -2x+3u=x-1  Expresemos el sistema en forma matricial

M,=1Y =2 -2A+2|0 = {-2A+2U=Yy-2 y procedamos a su discusion mediante el

zZ=3-x-H -A-p=2z-3 método reductivo de Gauss.
Triangulemos inferiormente.
-2 3 |x-1 .

Tomemos como pivote el elementea-2 #0.

-2 2 |y-2 Sustituyamos la 22 fila por: [22f.] - [13f.]
1 -11z-3 Sustituyamos la 32 fila por: -2 - [33f.] + [13]

-2 3 x-1 )
Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.
0 -1| yx-1 Sustituyamos la 3° fila por:  [3*f] + 5 - [2%f]

0 5| -2z+x+5

El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos de
2 3 x-1 la diagonal principal son distintos de cero, como el sistema es
0 -1} yx-1 compatible debe verificar que la Ultima ecuacién sea trivial lo que

0 0 |-4x+5y-2z) implica la condicion de que x#5y-2z = 0, que no es sino la

ecuacion del plano Ien forma general. {

3x+2y -z-4=0
-4x +5y -2z =0

Expresemos ahora la ecuacioén de la recta r también como interseccién de dos planos:

La ecuacion de la recta s, como interseccionldg IT, es:

x-1 vy
— == = 2x-3y-2=0
P X -1 _y_z+1 3 2 y
3 2 1 y_z+1 2 _
L - -~ —y-2z-2-0
2 1 y
Estudiemos la posicidn relativa de ry s, analizando el sistema formado por sus ecuaciones:
2x -3y -2=0 2x -3y =2 Expresemos el sistema en forma
-y-2z2-2-01 “y-2z=2 matricial y procedamos a su discusion
3x +2y -z -4-0 Sx 2y -z -4 mediante el método reductivo de Gauss
-4x +5y -2z =0 -4x +5y -2z =0 )
Z -3 U|Z
Triangulemos inferiormente.
0 -1 -2)2 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
3 2 -1(4 Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3*f] - 3 - [1°f]
4 5 200 Sustituyamos la 4° fila por: [4°f] + 2 - [1°£]
Z -3 U|Z
0 -1 -2|2 Tomemos como pivote el elemento ay = -1 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por:  [3*f] + 13 - [2°f]
0 13 -22 Sustituyamos la 4* fila por:  [4°f] - [2*f]
0 -1 -214
S El sistema esté triangulado inferiormente. Hemos obtenido una
0 -1 -2)2 ecuacion absurda, por lo que el sistema es incompatible, pero al
0 O -28|28 ser s6lo una la ecuacién absurda obtenida , las rectas se cruzan
0O 0o o2 en el espacio .
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SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Para calcular el valor del determinante

3a-b 6a+2b
3c-d 6¢c+2d
haremos uso de una de las propiedades de los determinantes que dice:

“Si los elementos de cualquier fila 0 columna de un determinante son sumas de igual
namero de términos, entonces el determinante es igual a la suma de tantos determinantes como
sumandos figuren en dicha fila o columna, de tal manera que en esos determinantes el resto de
las filas o columnas permanecen inalteradas, excepto la que esta formada por sumandos, la cual,
es reemplazada por los primeros sumandos para el primer determinante, por los segundos
sumandos para el segundo determinante y asi sucesivamente, hasta el dltimo sumando”.

3a-b 6a+2b 3a 6a+2b -b  6a+2b
3c-d 6c+2d 3c 6¢c+2d -d 6c+2d

Propiedad que volvemos a hacer uso de ella para terminar de descomponer los
determinantes.

3a  6a ‘Ba 2b‘+—b 6a b 2b

+

3c 6¢C 3c 2d -d 6¢ -d 2d

El primero de los determinantes y el Gltimo, valen cero, ya que otra de las propiedades de
los determinantes dice:

“Si dos filas o dos columnas de un determinante son proporcionales, el determinante vale
cero”.

Para el segundo y tercer determinante haremos uso de la propiedad que dice:

“Si todos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor puede
sacarse fuera del simbolo del determinante”.
a b| 6 ‘ b a
c d d c
En el segundo de los determinantes usaremos la propiedad que dice:
“Si intercambiamos entre si dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo”.

=0 + 32 + 0 =

_.la b a b|

=6lc g *8c df"

Teniendo en cuenta, segun el ejercicio, que
ab|_
cd =9

el valor del determinante, finalmente, valdra:
=6-5 + 6-5 =30 +30 =60

(2) Las propiedades de los determinantes que se han usado han sido enunciadas en el
apartado anterior.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar tnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 24 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funciénf : (0, +) - R dada por f(x) = M

donde Ln(x) es el logaritmo neperiano de x. X

(1) [1'5 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento asi como los
extremos relativos de f .

(2) [1 PUNTQ]. Calcula la recta tangente a la gréaficafdm el punto de corte de dicha
grafica con el eje OX.

EJERCICIO 2. [2°'5 PUNTOS]. Determina una primitive de la funcionf dada (en los

3_
puntos donde no se anula el denominador) gqrx) = szﬁ tal que la gréfica de

F pase por el punto (2, Ln(8)).

EJERCICIO 3. De todos los planos que contienen la recta r dada por
- {x -4y +9 =0,
3y -z -9=0;
(1) [1 PUNTOQO]. Determina el que pasa por el punto P = (1, 4, 0).
(2) [1'5 PUNTOS]. Determina uno que esté a 3 unidades de distancia del origen, ¢,cuantas
soluciones hay?

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Clasifica el siguiente sistema de ecuaciones lineales segun
los valores del parametro real m,

5x +4y +2z = O,
2x +3y +z = 0,
4x -y +mPz = m-1l.




L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 258

Opcion B

EJER CICIO 1. Considera la funciorf : R -~ R definida en la formaf (x) = xe .
(1) [L PUNTOQ]. Determina los extremos relativosfd@onde se alcanzan y cudl es su valor).
(2) [1'5 PUNTOS]. Determina el valor de la integral

1/2

f (1 +f(x)) dx.

0

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS].

Se desea construir una ventana como la de la figura (en la que la parte
superior es una semicircunferencia) que tenga un perimetro de 6 m.
¢, Qué dimensiones debe tener para que su superficie sea maxima?

EJERCICIO 3. (1) [1 PUNTOQ]. Define el concepto de inversa de

una matriz cuadrada.

(2) [0"75PUNTOS]. Dalguncriterio que permita decidir si una matriz cuadrada es invertible.
(3) [0"75 PUNTOS]. ¢Es invertible la matriz A siguiente? Justifica la respuesta.

1 0 1
A=12 1 3
0 -1 -1

EJERCICIO 4. Consideralarectary el plafadados en funcién de un parametro real a, por
_J x+@+a)y +z =0, _ o
r‘{(2+a)xy22:0; y I=3x-z-2a
(1) [1"75 PUNTOS]. Estudia la posicion relativa de la recta y el plano segun los valores del
parametro a.
(2) [0'75 PUNTOS]. Para a=1 determina el punto de interseccién de la recta con el plano.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Obtengamos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la fumicion
Calculemos la 12 derivada de f, f“(x), y calculemos los valores que la anulen
1. X - Ln(x)

O O e OOl

1 -Ln(x)
X2
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1 -Ln(x)

> =0 = 1-Ln(x)=0 = 1Ln(x)=1 = x-=¢e

X
sélo hay un valor que haga cero a la funcidn Por tanto, hay dos posibles intervalos de
crecimiento o decrecimiento, el intervalo (0, e) y el48, ya que la funciéf(x) esta definida
en el intervalo (0, «+), siendo continua y derivable en él. Probemos con un valor cualquiera de
cada uno de dichos intervalos, por ejemplo, el 1% edgpectivamente, en la primera derivada:

f (1) - % =12-1>0 = f(x) es creciente en (0, e).
f(e?) =liined _1-2 1.9 o f(x) esdecreciente en (e)+
(e2)2 e4 e4

Teniendo en cuenta lo anterior, la funcidon presenta un maximo relativo en el punto de
abscisa x e, siendo la ordenada del maximo relativo:

f(e) = Ln(e) _ 1 = maximo relativo (e, 1)
e e e

(2) El punto de corte de la grafica de f(x) con el eje de abscisas es:

_ Ln(x)
et X g L ) c0 - x-1 = (1,0
y =0 X
La ecuacion de la recta tangente a una funcién gunoto es:
Y- Y = F6) (x-%) (1]
El valor de la derivada en el punto de tangencia de absgisa, es:
; l-Ln(x) o - ~1-Ln(1) 1-0
f(x)—T f(x) = Q) = 12 = =1

El valor de la funcion en el punto de tangencia de absgisal s y=0.
Sustituyendo estos valores en [1], obtendremos la ecuacién de la recta tangente:
y-0 = 1(x-1) = y=x-1

SOLUCION EJERCICIO 2.--
Para determinar una primitiva F de la funcién f, calcularemos la siguiente integral

x3-2x +3
=5 & © xas [xox
Se trata de una integral racional impropia Kk e
porque el grado del polinomio del numerador es Xz -x+3
mayor que el del denominador, efectuemos la LXHJ’
-X

division (se encuentra desarrollada al lado).
3 2
X°-2x +3 -X +3 X X -3
fﬁdx—f(—x—l)dx +fx—x2 dX7_7_X+fX27X dx -
La ultima integral es una integral racional propia, por lo que descompondremos su
integrando en fracciones elementales, sabiendo que las raices del denominador son el Oy el 1:
x-3 A B . x-3 _A(x-1) +Bx X -3 = A(X-1) + B
X x-1 X2 -x X(x-1)

X2 -x
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Sustituyamos, en la Gltima expresion, lgpar los valores que anulaban al denominador:
x=0 = -3=-A = A=3 ; x1 - -2=B = B=-2
Volvamos a la integral y sustituyamos el integrando por la descomposicién en fracciones

elementales efectuada, asignandole a los coeficientes, Ay B, los valores recién, calculados:
2

- X —x+f§dx+fX—de:—X—2—x+f§dx+fx;?ldx:

2 -1 2

X2
=T X +3Ln|x| - 2Ln|x-1] + k = F(x)

Hemos obtenido una primitive(x), hagamos que su gréfica pase por el punto (2, Ln(8)):

2
F(2) :727 -2+3Ln|2|-2Ln|2-1| +k=Ln(8) = -4+3Ln(2) +k=3Ln(2)
2
k=4 - F(x) ;x? -x +3Ln|x| - 2Ln|x-1| + 4

SOLUCION EJERCICIO 3.--
(1) Hallemos el haz de planos que determina a la recta r:
AMx -4y +9) + W(3y -z-9) =0 [1]
Calculemos el plano del haz que pasa por el punto P = (1, 4, 0), para ello, sustituiremos
las coordenadas del punto en la ecuacion del haz:
AM1-16+9) + u(12-9) =0 = -6A+3u=0 = p=2x
sustituyamos este valor de pu en [1];, y simplifiquemos después por
AMx -4y +9) + 20(3y -z2-9) =0 = x-4y +9+6y-22-18=0
X+2y -22-9=0
gue es la ecuacioén del plano del haz que pasa por el punto P.

(2) El haz de planos es:

AMx-4y +9) + u(3y-z2-9) =0 = X +(3u-40)y -pz +92-9u =0

Sustituyamos las coordenadas del origen en la expresion que nos da la distancia de un
punto al plano:

dist (Q 1) = 9» — % -3 R
VAZ+(3p -42) 2+ 2
9\ - 9u 13 @r-ow? o _
2+ (BH -40) T 112 AT (3p -4n) T p?

8122 + 81P2 - 1621 = 922 + 81p2 + 14422 - 216 A + Ou2  —

7 _ 2 T
2 oG8N -0 — poOAEf36AT-3207 erx2n . p-4n

2 2 U= 2)
Sustituyamos, en primer lugar, U % €n la ecuacién del haz de planos, y después i1 = 2
AX +(12A-4A)y -4xz +9A-36A =0 = M, =x+8y -4z -27=0
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AX +(6A-4N)y -2z +9A-18A=0 = I,=x+2y-22-9=0
gue son los dos planos del haz cuya distancia al origen es tres.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo mediante el método reductivo

de Gauss. . o
Triangulemos inferiormente.

5 4 2 0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 5 # 0.
2 3 1)]0 Sustituyamos la 2* fila por: 5 - [2°f] - 2 - [1°f]
4 -1 el ml Sustituyamos la 3° fila por: 5 - [3"f] - 4 - [1°f]
5 4 2 0 .
0 7 1 Tomemos como pivote el elementg=a7 # 0.
0 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] + 3 - [22f.]
0 -21 5m?-8|5m5
5 4 2 0 El sistema esta triangulado inferiormente.
0 7 1 0 Discutamos los diferentes casos que pueden presentarse.
0 0 5m?-5|5m5

*Sia,=0 - 5nf-5=0 - m=1 y m=-1-

* Sim=1 = laUltima ecuacion es, 0 = 0, que es una ecuacion trivial, se
elimina, el sistema se queda con dos ecuaciones y tres incognitas, se trata de un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico.

* Sim=-1 = ladltima ecuacion es, 0 = -10, que es una ecuacién absurda,
luego el sistema es incompatible, no tiene solucién.

*Sia,#0 = 5mf-320 = mz1ly mz-1 = enestecasotodos
los elementos de la diagonal principal son distintos de cero, nos queda un sistema de tres
ecuaciones y tres incégnitas, es un sistema compatible determinado.

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) La funcién f(x) =x €, es continua y derivable en tolg por lo que los extremos
relativos hay que buscarlos en los puntos de derivada cero.
f(x)=e>*+2xe?® = e +2xe?* =0 = e®(1 +2x) =0 = 1+2x =0 =

-1

f7 (x)=2e* +2e® +4xe® = {7 [7]2e1+2e1—2e1 >0 =

N

luego hay un minimo relativo en el punto de abscisa f%



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 262

x:—i = f —l ——le’lz_—l = minimo relativo —l _—1
2 2 2 2e 2’

(2) Calculemos la integral que nos dice el ejercicio:
1/2 1/2 1/2 1/2

1 +f dx = 1+xe?)dx = dx + Zdx =
[( (X)) dx {(xe)x {x [ xe?ax

0
1/2 1/2 1/2

1
=[x xeZdx == = xe 2 dx = 1
LI 2 | [1]
Resolvamos la Gltima integral mediante el métodmidgracion por partes.
u=x ; du = dx
— a2 . _ 2x _ 1 2x
dv = e 2 dx : vffe dx - >e

continuando en [1], tendremos:

1 2x 1 2x 1
—§+—Xe f e dxfiJr
0
1/2
:1+E7£ezx :£+E,
2 4 4 2 4

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Teniendo en cuenta el dibujo, construyamos la funcién area ¢le
la figura, que queremos maximizar:
. 2 4 6 -2x-1x
AX) =2x|3-x-Zx| + 22 - -2 T y2, 6y 2
(x) ( 2 ) 2 2
El dominio de esta funcién polinémica es el intervalo abiertg
(0, +), y se trata de una funcién continua y derivable en él. Hl
maximo absoluto se encontrara entre los relativos, calculémoslos: 2x
A(x)=-(4 +n)x+6 = -(4+m)x+6=0 = x-= 6
4 +11
A" (x)=-4 +m) = A” 6 <0 = maéaximo relativo en x __6
4+ 4+

este maximo relativo es el absoluto, ya que allsswediciente del término ext negativo la
funcién crece, alcanza el maximo relativo y después decrece.

La base medira 12 , 'y el radio de la semicircunferenciaG—
4 +1 4+
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Decimos que una matriz cuadrada, A, de orden n, tiene matriz invé{ssi, s&
satisface que:
A-At=AT. A=
siendo | la matriz unidad.

(2) Un criterio para saber si una matriz cuadrada A de orden n es invertible, puede ser, por
ejemplo, el que el determinante asociado a la matriAA,sea distinto de cero.
Otro criterio podria ser que el rango de la matriz A sea n.

(3) Veamos si la matriz A siguiente es invertible:

1 0 1 1 0 1
A=l2 1 3| = J|Al=]2 1 3|=-1-2:3=0
0 -1 -1 0 -1 -1

luego la matriz A no es invertible.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para estudia la posicion relativa de la recta y el plano segun los valores del parametro
a, discutiremos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el plano.
3x -z =a Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo

(2 +a)x -y -2z =0 { mediante el método reductivo de Gauss.
Xx+1+a)y+z=0

Triangulemos inferiormente.

3 0 -1la Tomemos como pivote el elemento a;; = 3 # 0.
2+a -1 -210 Sustituyamos la 2° fila por: 3 - [2*f] - (2+a) - [1%f]
Sustituyamos la 3° fila por: 3 - [3"f] - [1°f]
1 1+a 1|0
3 0 -1 a )
,| Tomemos como pivote el elementga-3# 0.
0 -3 -4+a|-2a-a®| gystituyamos la 32 fila por: [35] + (1+a) - [2%]
0 3+3a 4 -a
3 0 -1 ) . .
El sistema esta triangulado inferiormente.
0 -3 -4+a -2a-a? . .
Discutamos los diferentes casos que pueden presentarse.
0 0 a?-3al-a®-3a2-3a

*Sia,=0 = d&-3a=0 = a=0 y a=3-=
* Si a=0 = ladltima ecuacién es, 0 = 0, que es una ecuacion trivial, se
elimina, el sistema se queda con dos ecuaciones y tres incognitas, se trata de un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico, por lo que la recta esta contenida en el plano.
* Sia=3 = lauUltimaecuaciénes, 0 =-63, que es una ecuacion absurda, luego
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el sistema es incompatible, no tiene solucion, @guke la recta y el plano son paralelos.

*Sia,#0 = &-3ax0 = ar0 y a3 = En este caso todos los
elementos de la diagonal principal son distintos de cero, nos queda un sistema de tres
ecuaciones y tres incognitas, es un sistema compatible determinado, la rectay el plano se cortan
en un punto.

(2) Para a=1 determinemos el punto de interseccion de la recta con el plano.
Partimos del sistema triangulado inferiormente al que habiamos llegado en el apartado
anterior, y sustituimos la “a” por 1:

3 0 -1 a 3 0 -1|1 Simplifiquemos la 32 fila
0 -3 -4+a| -2a-a’ - [0 -3 -3|-3 por 3
0 0 a?-3al-a®-3a2?-3a 0 0 -2|-7
3 0 -1]1 Triangulemos superiormente.
0 -1 -1l1 Tomemos como pivote el elemento as; = -2 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por: -2 -[2*f] + [3°f]
0 0 -2|-7 Sustituyamos la 1°* fila por: 2 - [1*£] - [3*f]
6 0 0|9
02 0 5 El sistema esta diagonalizado, la solucién es el punto donde se corta
- la recta y el plano que es:
00 -2|-7
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS |l

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar tnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 25 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Calcula el siguiente limite

jim {sen())*
x-0 eX-x-1

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Determina la funciéri : (0, +) - R sabiendo que es
dos veces derivable, que su gréfica pasa por el punto (1, 1), §u€l) = 0 y que

(%) :%.

EJERCICIO 3. Se sabe que la siguiente matriz M tiene rango 1,
56 7

M=| 1 a b
2 cd
(1) [1 PUNTO]. ¢Pueden determinarse a, b, ¢y d? Justifica la respuestay, en caso afirmativo,
hallalos.

(2) [1'5 PUNTOS]. ¢Cual es la situacion de los planos de ecuaciones respectivas
M, =5x +6y +7z =5, M,=x +ay +bz =2 y M,=2x +cy +dz =17

EJERCICIO 4. Consideremos el punto P =(1, 0, -1) y la recta r dada por
co{x+y -0
“lz-1=0.
(1) [1'5 PUNTOS]. Halla el punto de r mas cercano a P y la distancia entre P y r.
(2) [1 PUNTO]. Determina el plano que pasa por el punto P y contiene la recta r.

Opcién B

EJERCICIO 1. (1) [0'5 PUNTOS]. Enuncia la Regla de Barrow.
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(2) [2 PUNTOS]. Haciendo el cambio de variablé =xt, calcula la integral
VX

[ x cos (x2) dx.

0

EJERCICIO 2. [2°’5 PUNTOS]. De una funcion derivabfe: R - R Se sabe que pasa por
el punto (3, 0) y que la grafica de su funcién derivada es la que se muestra en la figura.

2 \
1
o B

y=t(x)

©

A b

&

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Determina sus extremos locales asi como sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y,
con estos elementos, eshoza razonadamente la grafica de f.

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Demuestra que las recta r y s dadas por

X =2 + 3}, X =1+,
r=3y =4+2x y s ={yY =K
z =1+ zZ =4 + 2

se intersecan y halla el punto donde lo hacen
(2) [1 PUNTO]. Halla la ecuacién del plano que contiene las rectas ry s.

EJERCICIO 4. Considera el sistema de ecuaciones que depende de un parametro real a:
X +2y -z =2,
2X +3y +z =2,
5x +ay +z =6.
(1) [1'5 PUNTOS]. Discute el sistema segun los valores de a.
(2) [1 PUNTO]. Resuélvelo para a=8.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Calculemos el siguiente limite:
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lim
x-0 eX-x-1

0

(sen(x))? _lg}_"m 2 sen(x)cos( x) _[g}_
X -0 eX-1 0

2 2
_iim 2[cos(x))? - 2(sen(x))? _ 2-0
x-0 e’ 1
Para destruir las indeterminaciones de infinito partido por infinito hemos usado la Regla de
L Hopital, consistente en derivar numerador y denominador independientemente el uno del otro

=2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Como la funcionf(x) es dos veces derivable, y nos dan la funcion segunda derivada,
podemos obtener mediante la integracion de ésta, la familia de primitivas de la misma, es decir:

f (x) :ff" (x) dx f% dx =Ln(x) +C = f (x) =Ln(x) +C
como f’(1) =0, tendremos que
f (1) =Ln(1) +C = 0=0+C = C=0 = f (x) =Ln(x)
Integremos f “(x) para obtener su familia de primitivas, o sea,

f(x):ff' (x) dx:an(x) dx = [1]
resolvamos esta integral mediante el método de integracion por partes:
u=>Ln(x) ; du:idx )
X continuando en [1]:

dv = dx ; v:fdx:x
=xLn(x) —fx%dx =xLn(x) -x +K = f(x) =xLn(x) -x +K

finalmente, como la grafica de la funcién f(x) pasa por el punto (1, 1):
f(1)=1-Ln(1)-1+K = 1=0-1+k = K=2 = f(x)=xLn(x)-x+2

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(1) Calculemos el rango de la matriz M mediante el método de Gauss.

56 7 Triangulemos inferiormente.
M=| 1 a b Tomemos como pivote el elemento a;; = 5 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por: 5 - [2°f] - [1*f]
2 cd Sustituyamos la 3 fila por: 5 - [3*f] - 2 - [1°f]
5 6 7 Como la matriz tiene de rango 1, significa que sélo hay una linea
0 5a-6 5b-7 linealmente independiente, y todas las demé&s son cero, lo que
0 5c-12 5d-14 | implica que todos los elementos de la 22 y 32 fila son ceros:
6 7
5a-6 =0 = a=—= ; 5b-7=0 = b=—
5 5

50-12:0:021—52 ; 5d—14:0=>d:1_54
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(2) Para estudiar la posicion relativa de los tres planos, discutiremos el sistema formado
por sus ecuaciones. Sustituyamos los valores de a, b, ¢y d por los anteriormente calculados:
5x +6y +7z =5
X + gy . %z _o | Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo

mediante el método reductivo de Gauss.
12 14

2X + —y +—z=1
575
5 6 7 |5
6 7 Triangulemos inferiormente.
1 = — |2 Tomemos como pivote el elemento a;; = 5 # 0.
5 5 Sustituyamos la 2° fila por: 5 - [2°F] - [1°£]
5 12 14 1 Sustituyamos la 3* fila por: 5 - [3°f] - 2 - [1°f]
5 5
El sistema esté triangulado inferiormente.
5 6 7|5 . : .
Hemos obtenido dos ecuaciones absurdas, luego el sistema es
0 0 05 incompatible, no tiene solucién por lo que los tres planos son
0 0 0|5 paralelos, pero lo son incluso dos a dos.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Expresemos la recta r en forma paramétrica, para ello resolveremos el sistema:

X+y=0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolefonmoediante
z-1=0 el método reductivo de Gauss.
1 1 0lo El sistema practicamente esta triangulado inferiormeagtalgue la 22
( 0 0 1 \ 1) columna, la de los coeficientes de la incogniga la pasemos al
segundo miembro como incégnita secundaria:
(x) (2) La solucién es: X = -y ; z=1
1 0|~y Sustituyamos la incdgnita secundarigy, por un parametro t,
0O 1|1 obtendremos las ecuaciones paramétricas de la rectar:
X - -t Elijamos un punto genérico de la recta r, por ejemplo: H=(-t, t, 1).
r={y =t Para que este punto sea el mas cercano a P, se ha de verificar que el
z =1 vector que determinan ambos puntos sea perpendicular al de direccion
de larectar, es decir: >
PH=(-t, t,1) -(1,0, -1) =(-t-1, t,?2)
PH.V. = PH Vv, =0 = (-t-1,t,2)-( -1,1,0) =0 - NS
1 1 1
t+l1+t =0 = t=-= - H=| =, -=,1
- 2 ( 2 2 J

La distancia del punto P a la recta coincide candadulo del vectorPH

PH-(1-1 -1,2]) -(-1, -1,2]
2 2 2 2

dist (P,r) =|PH| :\J(_%)2+(_%)2+22 _3y2
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(2) La ecuacion del plano que pasa por el punto P y contiene ar, tendra como vectores de
direccion el de la recta y el vectd?H

1
=1l-A-=
X SH

T={ . 1
y =2 H

z=-1+2u

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) El Teorema fundamental del calculo integral dice:
Si f es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b], se verifica que la funcién

F(x):fxf ; vV x ela, b]

es una funcién derivable y ademas q&é (x) =f(x).
La aplicacion mas interesante de este teorema es la Regla de Barrow que dice:

Si f(x) es una funcién continua en [a, b] y G(xX) es una primitiva de f(x), se verifica:
b

b
[f(x) dx =[&x)] = &b) - Fa)

a a

(2) Calculemos, en primer lugar la integral indefinida siguiente, haciendo el cambio:
x=t - X dx= dt

fx cos (x2) dx :%fcos(t) dt :lsen(t) - Lgen (x2

\

2 2 ‘
Calculemos ahora la integral definida que nos dice el ejercicio
VX
* 1 1 1 1
{ x cos (x2) dx = — sen (x3)| - 5 sen ((ﬁ)z) -5 sen (02)- 5 sen(x)

0

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Sabemos que la funcidnes derivable y que por tanto es continua. De la observacion de
la gréafica de su funcién derivada podemos deducir lo siguiente:

* Enelintervalo Je, -1[ f’(x) es positiva = f(x) es creciente enc]--1[

* Enelintervalo ]-1,0[ f’(x) es negativa =  f(x) es decreciente en]-1, O[

* Enelintervalo ]0,2[ f’(x) espositva =  f(x) es creciente en ]0, 2[

* Enelintervalo ]2, [ f’(x) esnegativa =  f(x) es decreciente en ][+
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Enlospuntosx = -1, x =0 y x = 2, f’(x) = 0, por lo que teniendo en cuenta
el estudio que se ha hecho de la monotonia asi como de la continuidad, tendremos:

* Enelpuntox = -1 lafuncién f(x) pasa de creciente a decreciente por lo que
presenta un maximo relativo.

* Enelpuntox = 0 lafuncién f(x) pasa de decreciente a creciente por lo que
presenta un minimo relativo. 5

* Enelpuntox = 2 la ,|.. ..
funcién f(x) pasa de creciente,
a decreciente por lo que presenta
un maximo relativo. 1l

Con los elementos anteriores,
y sabiendo ademas que la funciop
f pasa por el punto (3,0), un,
esbozo de su grafica podria ser la
situada al lado. 4

-5

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para demostrar que las rectas se intersecan, resolveremos el sistema formado por las
ecuaciones de ambas rectas, para ello igualamos las incAgnitas:

2+3x=1+q 3n-p=-1 Expresemos el sistema en forma matricial
4 +2N = - = 2  +u=-4 y discutamoslo mediante el método
1+a=4+2p A-2p=3 reductivo de Gauss.
Triangulemos inferiormente.
3 11 Tomemos como pivote el elemento a,;; = 3 # 0.
2 1|4 Sustituyamos la 2* fila por: 3 - [2°f] - 2 - [1°f]
1 -2| 3 Sustituyamos la 3* fila por: 3 - [3°f] - [1*f]
3 -1 -1
Tomemos como pivote el elemento a,, = 5 # 0.
0 5/-10 Sustituyamos la 3* fila por: [3°*f] + [2°f]
0 -5| 10
3 -1 -1 L - . -
La dltima ecuacion es trivial, la eliminamos.
0 5|-10 Simplifiquemos la 2* fila por 5.a por:  [3*f] + [2°£]
0 0] O
3 -1]-1 Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, es un sistema
0 1|2 J compatible determinado, luego las dos rectas se cortan en un punto.
Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.

Sustituyamos la 1* fila por:  [1°f] + [2*f]

3 0|-3 Lasoluciones: B=-3 ; p=-2 = A=-1 ; p=-2
0 1|-2 El punto donde se cortan es:  (1+W, -u, 4+2u) = (-1, 2, 0).
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(2) El plano que contiene alasrectas r y s, es el que pasa por el punto de interseccion,
(-1, 2, 0), y tiene como vectores de direccién los de las rectas. Su ecuacion es:
X=-1+3x+H
y=2+2XN -}
Z=X+2U

II =

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para discutir el sistema, lo expresamos en forma matricial y usamos el método de
reduccion de Gauss.
Triangulemos inferiormente.

1 2 -1|2 )
Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
3 112 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - 2 - [1*£]
a 116 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - 5 - [1*f]

Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.
-1 31-2 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] + (a-10) - [2°f]

El sistema esta triangulado inferiormente, todos los
2 -1 2 elementos de la diagonal principal son distintos de cero
-1 3 -2 salvo el g que puede serlo o no, veamos los diferentes
0 3a-24|-2a+16 | C€asos que pueden presentarse.

*Sig,=0 = 3a-24=0 = a=8 = ladultimaecuaciones, 0=0,
gue es una ecuacion trivial, se elimina, el sistema se queda con dos ecuaciones y tres incognitas,
se trata de un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.
*Siag;#0 = 3a-240 = a*8 = enestecasotodos los elementos
de la diagonal principal son distintos de cero, nos queda un sistema de tres ecuaciones y tres
incégnitas, es un sistema compatible determinado.

(2) Teniendo en cuenta el apartado anterior, resolvamos el sistema para a = 8, es decir,
la dUltima ecuacion, que es trivial, la eliminamos:

1.2 -1)2 La incégnita que nos sobra, la gz, la pasamos al segundo miembro
0 -1 3]|-2 como incégnita secundatia o pardmetro
1 2| 247 Triangulemos superiormente.
0 -1 ‘ 5.3 J Tomemos como pivote el elementg=a-1# 0.
TtTensz Sustituyamos la 12 fila por: [12f.] + 2 - [13f]
1 0]-2-52 La solucion del sistemaes: =x2-% ; ¥-2-3z.
0 -1|-2-3z Sustituyamos la incognita secundaria z por el parametro t;

Xx=-2-8 ; ¥-2-3t ; z=t.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar tnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 26 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Esboza la grafica de la funciéon: R - R dada por
2X + 2 si X <-1,
FOI =1x2 - x si x >-1.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area del recinto limitado por la graficd del eje OX y las
rectas de ecuaciones +2=0 y £2-1=0.

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Unaimprentarecibe el encargo de disefar carteles en los que

la zona impresa debe ocupar 100%cm.hay que dejar 4 cm. de margen derecho, 4 cm. De
margen izquierdo, 3 cm. de margen superior y 2 cm. de margen inferior. Calcula las
dimensiones que debe tener el cartel para que se utilice la menor cantidad de papel que sea
posible.

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Determina los valores del parametro a para los que los
siguientes vectores d¥ :
(1,1, a), (a 3,2) y 0, 0, a),
son linealmente independientes. Justifica la respuesta.
(2) [1 PUNTOQ]. Determina la posicion relativa de los planos cuyas ecuaciones son:
I, =X+y +3z =5, m,=3x +3y +2z -8 y ,=3z =3.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Calcula todos los planos perpendiculares a la recta r de
ecuaciones paramétricas

x =-10 + 5t,
r ={y =100,
z =250 - 12t

gue se encuentran a 2 unidades de distancia del punto P =(2, -7, 1).
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. Considera la funcion fR: - R definida por
X
f(x) = ——.
(x) I
dibuja su gréafica determinando previamente los siguientes elementos: sus asintotas, extremos

locales, intervalos de crecimiento y de decrecimiento y la existencia de simetrias.

EJERCICIO 2. Larecta de ecuaciény=-4x + 2 representa la trayectoria de un moévil A.
Otro mévil B se desplaza segun la trayectoria dada por la curva de ecyesigfx) donde

g: R - R Eslafuncion definida por g(x) =-x2x+ c.

(1) [1"25 PUNTOS]. Halla el valor de c sabiendo que ambas trayectorias coinciden en el
punto en el que la funcién diene su maximo local.

(2) [1725 PUNTOS]. ¢ Coinciden ambas trayectorias en algan otro punto? En tal caso, dibuja
la region limitada por ambas trayectorias y calcula su area.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Dado el punto A =(3, 1, 0), halla su simétrico respecto de
la recta r dada por las ecuaciones paramétricas:

Xx=1-t,
r=yy =-2+t,
z =-2t.

EJERCICIO 4. Considera la matriz B que depende de un parametro a.

a’? a 1
B=| 2a a+l1 2
1 1 1

(1) [1725 PUNTOS]. ¢Para qué valores de a tiene B inversa? Justifica la respuesta.
(2) [1"25 PUNTOS]. Para a=0 hallalainversa de B.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) * Representemos el trozo de funcipn 2x + 2, parax<-1, cuya gréfica es una recta.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas:

Xx=0 = y=2 = ©, 2)
2.- Punto de corte con el eje de abscisas:
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y=0 = 2x+2=0 = x=-1 = (-1, 0)
3.- La gréfica es la situada al lado, en la que se ha
destacado sélo donde esta definida en este caso
* Representemos el trozo de funcigrs X3 -x, para . 2 -
x>-1, que al ser polinébmica, es continua y derivable.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: .
x=0 = y=0 = (0, 0)
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas:
y=0 - x*-x=0 - x(®-1)=0 -
x=0 ; »x1 ; »x-1 = (-1, 0); (0,0), (1,0)
3.- Simetria.
vxebDon(f) = -xeDon(f)
f(x) = » - x = f(X)=(¥-(-¥) = R+x= -(&-% = -f(x)

luego f(-x) = -f(x) paraV x € R por lo que la funcion es una funcién impar, es decir,

es simétrica respecto del origen.
4.- Crecimiento y decrecimiento.

f(x)=¥%-x = fX=%¥-1 = 3*1=0 = x?2-=
construimos los tres posibles intervalos de monatob'roo, —ﬁ) , ( —@, @) .Y

(? +oo). Probemos un valor cualquiera de cada uno de estesatos, por
ejemplo, el -1, 0 y 1, respectivamente, en la prenderivada de f(x):

f'(-1)=3(-1f-1=2>0 = f(x) es creciente en( —oo, —?)

f(0)=3(0)2-1=-1<0 = f(x) es decreciente e(w —?, @)

f'(1)=3(1f-1=2 <0 = f(x) es decreciente er( @ +oo]
5.- Teniendo en cuenta el estudio anterior de la toof@, y la continuidad de la funcion:

@g

——

*En el puntc{ —@, %) hay un maximo relativo.

*Enel puntc( ? —%) hay un minimo relativo. !

Las ordenadas de los extremos se han obteni
partir de la funcién.
6.- La grafica la funcion f es la situada al lado

(2) El area que me piden es la del recinto que se
encuentra rayado en la gréafica de la pagina siguiente.
-1
f (2 x +2) dx

-2

2

1/
Area = + + f (x®-x)dx | =
0

0
f(x3—x) dx
)
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SOLUCION EJERCICIO 2.- s

Construyamos la funcién superficie, que queremos hacer minima:
S=(8+x)(5+y) =40 +5x + 8y +xy Q] —
teniendo en cuenta que x =y100 = y

S(x) =40 +5x + 820 800

+100 = S(x) =140 +5x +

Para saber cuél es el minimo absoluto de la funcigiculemos en : X
. ;o . s .. .. ]2
primer lugar los minimos relativos de la funcion. El dominio de la funcién
I6gicamente es el intervalo abierto ]&[;+siendo la funcion, continua y derivable en dicho
intervalo.

S (x) =5

800 800 , 800 B
a - 5- 2—0:>X——5 = x =410

N
S (x) - - ~1600X _ 1600 o (4 ) 1600
x4 x 3 i4mi3

luego hay un minimo relativo erx = 4,/10.

Los dos intervalos de monotoniasojm, 4 \/E{ y J4m, +oo{. Probemos valose
intermedios de estos intervalos, por ejemplo, 1,yeR0a primera derivada:

>0 -

. 800 .
S (1) =5 - -z 795 <0 = decreciente en|0, 4 /10|
S (20) =5 - iiog =3>0 = creciente enJ4\/1_G, +oo{

Como la funcién es continua y derivable en su dampique es un intervalo abierto, y
teniendo en cuenta la monotonia, el minimo relativo es el minimo absoluto.
Las dimensiones del cartel son (8)+por (5 + Y, es decir:

8+4/10 por 5+ 100 _g, 5410
4/10 2

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para que los tres vectores sean linealmente independientes, el rango de la matriz
formada por sus componentes debe ser tres.
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11 a Triangulemos inferiormente.
a 3 2 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.

Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - a - [1°f]
0 0 a
1 1 a Como la matriz tiene que tener rango 3, significa que todos los
0 3-a 2-a? elementos de la diagonal principal son distintos de cero, es decir:
0 0 a 3-a#0 : a0 = a3 y a0

(2) Para estudiar la posicién relativa de los tres planos, discutiremos el sistema formado
por sus ecuaciones.

X+y+3z =5 Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo mediante
3x +3y +2z =8 el método reductivo de Gauss.
3z =3
1 1 3|5 Triangulemos inferiormente.
3 3 218 Tomemos como pivote el elemento a;; =3 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por: [2°f] - 3 - [1°f]
0 0 3|3
1 1 3|5
00 -7|-7 Intercambiemos entre sf las columnas 2% y 3%
0 0 3|3
(x) (z) (y)
1.3 1)5 Tomemos como pivote el elemento ay, = -7 # 0.
0o -7 0|-7 Sustituyamos la 3* fila por: 7 [3*f] + 3 - [2*f]
0 3 0|3
x) (z) (y) s o L
1 3 1]s El sistema esté triangulado inferiormente.
Hemos obtenido una ecuacién trivial, que podemos eliminar, nos
0 -7 0}-7 gueda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, luego el
0 0 0|0 sistema es compatible indeterminado uniparamétrico, por lo que los

tres planos se cortan en una recta.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para obtener los planos perpendiculares a la recta r, tomamos como vector normal de los
planos el de direccidn de la recta, luego la ecuacion de esos planos sera:
v, =(5, 0, -12) = 5x - 12z + D=0
Impongamos la condicion a esos planos de estar a dos unidades del punto P = (2, -7, 1),
para ello sustituiremos en la ecuacién normal del plano las coordenadas del punto, la cantidad
gue obtengamos en valor absoluto es la distancia a la que se encuentran, en nuestro caso, 2.
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] S5X, - 12z, + D
dist (P, 1) =|— -
52 +(-12) 2
-2 +D
s——=2 = D=2
110 -12 +D ‘—2+D 13 8
/169 13 . ‘21; D_ > - p--24
Los dos planos que hemos obtenido son:
bx -12z +28 =0 ; 5x - 12z -24 =0

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) - Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfaceimué( x) =+

X=X
Comprobemos si existen; en principio hay que buscarlas eontre los valores que anulen al
denominador, 1+ 0 = no hay ningun valor, por lo que no hay asintotas verticales.
- Asintota horizontal.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacetigue. ( x) =y e %
Comprobemos si existe. X

lim f(x) =Ilim
X~ o ( ) x-+o 1 +Xx2

I i I
o X = oo X
la indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la regla de Regla
de L"Hépital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el
uno del otro.
Hay asintota horizontal, ¥ 0, Tanto por la derecha como por la izquierda.
Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota horizontal.

* Para valores de muy grandes, por ejemplo=x1000 =
1000

f (1000) =——" __ - 0°000999
1 +1000°2 - f(1000)> 'y, . (1000)
yasintota (1000) =0
luego la gréfica de fpara x +«, va por encima de la asintota.
* Para valores de muy pequefos, por ejemplo=x1000 =
f(-1000) - 1000 _ 900999
1 +( -1000) 2 = f(1000) < Y, om (1000)

yasintota (1000) =0

luego la grafica de fpara x> -~, va por debajo de la asintota.
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- Asintota Oblicua.

En el caso de las funciones racionales si hay horizontal no puede haber oblicua.
- Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

La funcién f(x) es continua en tolo ) ) )
+X“-2x°  1-X

, 1
1A H i 1A . X = =
La funcién derivada, f', de la funcion f, e§: (X) T 392 @ x)?

luego la funcién f(x) es derivable en todo su dominio.

Obtengamos los valores que la anulan
1-x2 ) Ax =1
——— =0 = 1-x=0 = 1
(1 +X 2) 2 N X
Con estos dos valores que hacen cero a la fufigiéanstruimos los tres posibles intervalos
de monotonia, ¢, -1), (-1, 1) y (1, +). Probemos un valor cualquiera de cada uno de estos

intervalos, por ejemplo, el -2, 0y 2, respectivamente, en la primera derivada de f(x):

(-2 =-24%-_-2«<p0 =  f(x) es decreciente ere]-1].
(1+4)2 25
f (0) = (11’0?2 -1>0 =  f(x) escreciente en ]-1, 1.
f(2-212--2<0 = f(x) es decreciente en |k[+
(1+4)2 25

- Extremos locales.
Como la funciorf es continua y derivable en todo su dominio, y en el puntel, pasa
de decreciente a creciente, la funcion presenta un minimo relat{/elan 5]

En el punto %1, al pasar de creciente a decreciente, hay un maximo Io{al,en%)

Las ordenadas de los extremos se han obtenidayestito las abscisas respectivas en la
funcién.

- Simetria
vxeDon(f) = -xeDon(f)
X =X X
f(x) = ;o f(-x) = = - = -f(x
(x) T (-x) T (02 L (x)
luego f(-x) =-f(x) paraV x € R porlo que
la funciébn es una funcién impar, es decir, es L

simétrica respecto del origen.

La gréfica aproximada de la funcidfx) esla
situada al lado.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Calculemos el maximo local de la funcian g

gx)=-X+2X+c - gX=-2+2 -  -X+2=0 - x=1
g (x)=-2 - g'(1)=-2<0 = Méximolocalen x1

Igualemos f (1) con g (1), que es donde nos dice el ejercicio que coinciden:
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gl)=-1+2+c - dl)=1+c ; f(l)=-4+2=-2
g(1) =11) = l1+c=-2 - c=-3

(2) Para saber si coinciden en algun otro punto resolvamos el sistema formado por ambas
expresiones:

=- +

Y 4: ? }é ax+2--x7+2x-3 — x?-6x+5 — x-OEyS620 - X
y=-X“+2x-3

luego ambas trayectorias ademas de coincidir amébp

(1, -2), coinciden en el (5, -18), donde la ordenada -18 \

se obtiene sustituyendo 5 en una cualquiera de las dos

funciones.

Con los datos anteriores, podemos dibujar la
trayectoria rectilinea del mévil A que pasa por los d
puntos anteriores, y la de la del mévil B por ser una
parabola que pasa por los mismos puntos pero que el -8
primero de ellos es ademas, el vértice.
rVaCSaIcuIemos el area rayada limitada por las dos

2 b N

cu
5
] 5 5 %3  x2
Area - f(—4x+2—( -x242x-3)) dx |= f(x2—6x+5) dx | =|| 5 -65 +5x| |-
1 1 3 1
RGN 13 12 | 32| 32,
“? 67 (? 67*5JH ?\‘?“

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Para calcular el simétrico, A",del punto A respecto de la recta r, elegiremos un punto
genérico de larecta, por ejemplo, H = ( 1-t, -2+t, -2t), que satisfaga las condiciones siguientes:
El vector AH es perpendicular al vector de direccién de r, y adefffis HA".
AH=(1 -t, -2+, -2t) -(3,1,0) =(-2-t, -3+, -2t)
AHLV, = AH V =0 = (-2-t, -3+t, -2t)-( -1,1, -2) =0 =

it 3rt et -0 - t-L - H_(11, .1 21)_(% u z)

6 6 6 6 6’ 6
Ho|2-1 5.1 1) (.18 17 2 A
A=l s P 26) [ 6 6 6)

Supongamos que el simétrico del A respecto der, el \
A’, tenga de coordenadas, por ejemplo, A" =(a, b, ¢), luego
las coordenadas del vectoHA son:




L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 280

6’ 6' 6
igualemos los vectoresAH = HA

HY - (a, b, C)_(E 1 _z) [E b 1L Cg]

—1_3:a—é = a:—§

6 6 6

13 17 2 5 11 2 2 11 28
- - - = - P _ = —_:b - = b:—_
( 5 6 6) (36,b+6,c+6) 5 P 5
—E:C+£ = szi

6 6 6

Las coordenadas del simétrico del punto A son:

G B
A’[? 3’ 3]

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para conocer los valores del parametro “a” que hacen que la matriz B tenga inversa,
lo haremos calculando el rango de la matriz por el método de Gauss.

a? a 1
2a a+l 2 Intercambiemos entre si las filas 12 y 32,
1 1 1
1 1 1 Triangulemos inferiormente.
2a a+l1 2 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por:  [2°f] - 2a - [1°f]
a? a 1 Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] - 2a - [1°f]
1 1 1

Supongamos que 1-a es distinto de cero.
l-a 2-2a Tomemos como pivote el elemento a,, = 1-a # 0.
0 a-a? 1-a2 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] -a - [2°f]

o

11 1 Hemos triangulado inferiormente, todos los elementos de la diagonal
0 1-a 2-2a son distintos de cero salvo e, § el a; que pueden ser o0 no cero.
0 0 (1-a)2 Veamos lo que ocurre en cada caso.

*Sia,=0 = 1-a=0 = a=1 = la22yla32filason filas de ceros, el rango
de A es uno, menor que el orden de la matriz que es tres, luego la matriz B no tendra inversa
si a=1.

*Sia,0 = 1l1l-a#r0 = a*1 = a,#0 = elrangode Bestres,
igual que el orden de la matriz cuadrada, luego la matriz B tendra inversaki a

(2) Como existe matriz inversa para = d, calculémosla para a = 0. Lo haremos
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mediante el método de Gauss, consistente en péamdeeecha de la matriz B la matriz unidad
e intentar, mediante el uso transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la
izquierda de B, la parte que quede a la derecha es la matriz inversa de B.

2

a a 1100 Sustituyamos la “a” por el valor cero.
2a a+1 2|0 1 O Intercambiemos entre sf las filas 1 * y 3*
1 1 1|0 0 1

Triangulemos superiormente.
111/001 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
01 2(010 Sustituyamos la 2* fila por: [2°f] - 2+ [3%f]
00 11 0 Sustituyamos la 1° fila por: [1°f] - [3*f]
110/-101 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
010|-210 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] - [2°f)]
0011 00O
1 0 0|1 -1 1 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad,
01 0l-2 1 la matriz B tiene inversa, siendo la matriz inversa la matriz

que queda a la derecha, es decir:
0 01|1 0 O

1 -1 1
Bl=(-2 1
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