REGLA DE L’HOPITAL PARA [%}

Sean f (x) yg(x) dos funciones derivables en un entorno E de a y tales que:
1) f(a)=g(a)=0
2) g' noseanulaenE

f(x)

Si existe el limite finito lim ( ) , entonces existe también lim——=, y, ademas:
X—a g (X) X—a g (X)

Otras formas de la regla de L’Hopital:
El esquema

es valido para x > a, X > a+, X—>a—, X —>+w y X —> —oo, tanto si la indeterminacion es
o0

o0

del tipo [%} , como si es de la forma [ } , € independientemente de que el limite sea finito o

infinito.

Indeterminacién [0-oo] : Para transformarla en una de la forma [%} 0 [2}
o0

tendremos en cuenta que:

im () 9(x)]- i

9(x)

Indeterminacidn [00—00]: Puede resolverse utilizando la regla de L’ Hopital; para ello,

se suelen realizar las operaciones indicadas, obteniéndose indeterminaciones de la
0 0

forma |—|o|—|.
0 0

Indeterminaciones [ooo}, [00} y[l‘”}: Para aplicar la regla de L’Hépital, las

transformamos en la forma 0-c teniendo en cuenta que:
i X H X) X li x)In f(x
lim £ (x)*") = lime?"n 1) = geM

X—a X—a

RESOLUCION DE INDETERMINACIONES
Indeterminacion del tipo [g}

» Calcula los siguientes limites:
1) lim20X [g} (aplicando L'Hopital) =|irrg$= 1
X X—>

x—0




3 2
2) lim—2~ :[qzmn6x =P}ﬂm£ﬁzP}nmii 12_1p

x>0 X —sen X 0] »0l-cosx [0] x0senx |O

Iogﬂ
3 Iim4 -2 :[9}:Iim4 ‘log4-2*-log2 _log4-log2 "™ 5 log2
x>0gsendx [ 0] x»0 4.cos4x 4 4 4
4)Hme2_e=[9}=ﬁn1e =2
x>1x°=1 |0 *»12x 2

~ 2.5 -1 2. -1
5) Iimw= 0 —lim—1+X __1+0 4
x>0 2x —arcsenX | 0| x>0 1 1
2- 2"
1-x? 1

. X—=senx 0 . 1-cosx . . 1-cosx . 1-cosx |0
6) Im———=| = [=Ilim :(Ilmcosx) lim =1-lim ===
X—0 |Og (COS X) x—»0 —Sen X x—0 x—>0 —gen X x>0 —gen X 0

COS X

. senx O
=lim =—=0
x>0 —cosx 1

. X—senx 0 . 1-cosx 0 . senx |0 . cosx 1
Nlim———=| = |=lim———=| = |=lim——=| = | = lim—— ==
x—0 X 0 x—0 3)( 0 x—0 6X

1
_ 1-—
Blin B[]y et
[ x+log(1+x)] 2(x+|og(1+x))(1+l+xj
~lim X ~ lim—2—lim X =E{9}=£Hm 1.
0 2x+2log (1+x) (2+X) 02+ x %0 2x+2log(1+x) 2[0] 2%, 2
1+x

N |-

N
@ |+

Indeterminacion del tipo [E}
0

» Calculamos los siguientes limites:
1

. Inx oy
1) lim— =F]ﬂml:M1ﬂﬂ
x40 X 4 2 0 X0 DX Xo+w D X

2_
2) lim 2% 1:[5ﬂ ~ lim 4X2=[5ﬂ ~lim—2 —jim =0

X—>+o0 er X—>+0 er .2.2 x>+ er



=lim

x—>0 -1 e —

=0

|
AN

3) lim 129X =[f} —lim

senx 0 _lim 2-senXx-CoOSX . Sen2x
x—>Ocoth o0 x—0

Indeterminacion del tipo [0- o]
» Calculamos los siguientes limites:

1 -1
sen—-— sen—
1) lim xz(l—cosijz[oo.o]z tim—X X _Ljjm —x_ 1, 1
X500 X X—>+00 —2X 2 X—>+0 1 2 2
x* X
sen x sen-
donde hemos tenido en cuenta que Iirrg— =1= lim T =1 (aungue también se puede
X— X X—>-+00
X

calcular volviendo a aplicar L’Hopital.

<3) o, [+3)
) T . 2 0 2 0
2) lim|| x—=|-tgx|=|0- =lim = —|=Ilim ===
)HHK 2) g} [0-] or 1 M 7 COSX M
tg X sen x

. 1 . 1 1
=lim =lim _I|m =

- —Sen x-senxX—CcosXx-cosx ., ,—sen X — COS?% X o (sen X + COS x)

senzx gen X sen X
2

~ lim _fim3X_1_

x> -1 -t -1 -

2 2 2

sen“x

2) lim(cotg x-arcsen x) = [0-0] =lim arcsenx | |0 _ Jim | 2CENX 1 _ 91-

x—0 X—>0 1 0 x—0 th 0

cotg x
1
_imV1-XE cos X cos 0 1_
cos® X

Indeterminacion del tipo [eo—oo]
» Calcula los siguientes limites:

x—0

1) Iim(i—ij =[o0—o0]= (operando, se transforma en una indeterminacion del tipo [%})



. [senx—x 0 . cosx—1 . cosx—1 0
=lim| —/———— |=|=| =Ilim =lim =|—
x>0\ X-Sen X 0 x>0\ 1.-Sen X + X -COS X x>0 sen X+ X - COS X 0

} —sen X . —sen X 0
x=>0{ cOSX+1-C0S X —X-Sen X x=0{ COS X+ COS X — X-Sen x 2

2) |im(i_ ¢ j=[oo_oo]:

-1\ x—=1 e*—e
1 1
e 1 e*—e x-1 ex—e—e-(x—l)
X
—limf.=¢_X=1 _ |ijm—¢ 1 _ _iim e -
x—1 1 xal(x_l).(ex_e) x—1 (X_l).(ex_e)
1 e
., < e e
Xx-1 e"—e
_lim ex—e/—e‘x+2/_"m e"—e-X 10 _lim e"—e _
-l x.e"—e-x—e*+e »ix-e"—e-x—e*+e [0] »il.e”"+x-e"-e—¢€
im0 im T im—® gim— & gim Lt 1
Cooix-ef—e 0] otlef+x-et otet+x-e* ote(lx) otlix 2

Nota: La mayoria de las veces no es necesario realizar esa transformacion. Operando

convenientemente transformamos la indeterminacion del tipo [0 — o] en otra del tipo [6} :

1_i
3) lim 11 :[Oo_w]znm Xx-1-logx =[9}:Iim X =
1| logx x-1 o1 (x—1)-log x 0] x Iogx+£(x—1)
X

x—-1
X . x—1 o] . 1 11
T X logx+x—1 x| 1 |0 = fim 1 . 0+1+1 2
X-10g X+ X=2 X-10g X+ X= Inx+x-=+41 T+
X X
Indeterminacion del tipo [1“’]
» Calculamos los siguientes limites:
1
(e 2 \x g Hoe?
) 'm[ ; J =[1]=e
im2| &2 g ] im &2 =2 | Q| aplicando L'Hopital) = lim &2 1992 _ 1+10g2
x>0 X x—0 2X 0 x—0 2 2

Aplicamos la formula lim f (x)° = """} donde a ¢ RU{#x}.

X—a



1 Cox=1 ;Q%Ij_ oy
lemﬁ(x—l)_lxlmﬁ_lem—W——l:> lim x”* _[1 }

De otra forma:
1

Supongamos que Iirrlm x* =M = Tomando logaritmos, se tiene que:
X—>

1
log | lim(x )1} logM = aplicando las propiedades de los limites:

x—1

0 1 1
log Iirrlm(x)lx} = Iqu[log( )x} = aplicando las propiedades de los logaritmos:

_ R 1 . _ logx) _|0|_
lem_log( X) }—lxlm{(l xj log X} [-0] (operando) = “m(l—xj [0}
1

=lim| X =|im(—1j=—1
x—1 _l x—1 X

1

Luego, logM =-1=>M =e¢™ :l Yy, por tanto, Iirq xtx =gt =l
e x> e
3) lim cos(lj X =[0"]
X—>+00 X
Aplicamos la formula lim f (x) () _ o9 yonde ae Ru{ioo}.

X—a

(BN
N—

lim xlog{cos(éﬂ [20-0] = lim Cos(x

X—>+00 X—>+00 1 X—>+0 1
X

= lim T (1}‘ i'ﬂ[‘tg&ﬂ:o
[

Asi, lim {cos(lﬂ - 0‘”} —e%=1
X—>+00 X

De otra forma:

Llamamos M = lim {cos(lﬂ
X—>+00 X

Tomando logaritmos neperianos:

log M =Iog{ JLTW{COSGHX}



Aplicando las propiedades de los limites:

. AT . 1]
Iog{ lim {cos(—ﬂ }: lim {Iog {cos[—ﬂ }
X—>+00 X X—>+00 X
Aplicando las propiedades de los logaritmos: log A® = B -log A

el o] ] -

. L . 0 o0 . i
Transformamos esta indeterminacion en una del tipo 0 0 | — | mediante el cambio:
0

. ) 1t | [0 Te
im[(9-909]= [0¢] 0 [0] = tm| L0 _Ho[—}
900

Xj

1 1 7 1

log| cos| — cos| — —-sen| — || ——
lim X 01~ lim X lim X\ X
X—>+0 1 0 X—>-+0 1 X—>+%0 1 1
— _7 _7.C J—

X X X X

ﬂim{—tg(lﬂz—tgozo = logM =0 = M=¢’=1
X

X—>+00

Luego, Ilim {cos(lﬂ =1
X—>+00 X

Indeterminacion del tipo [ ° |
Se resuelven también aplicando logaritmos neperianos.

» Calculamos los siguientes limites:

1

1) lim (log x):x =[0-0]=€’=1

11
X

[f} — lim Iog>x< :[9} -0
X—>+o @ o0 X—>+00 e o0

lim ixlog(log X)

2 (9™ ][]

2

Llamamos M = Iimﬂ[(tg x)m}

X—>—
2

Tomando logaritmos neperianos:

logM =log {in;[(tg x)m}}

Aplicando las propiedades de los limites:



N —

X—>
2 2

Aplicando la propiedad de los logaritmos: log A® =B -log A
Iirg[ log (tgx)™ } = Iimﬂ[ cosx-log (tgx) |=[0-o0]

2 2

) 1 1

cos® x cos® x

. log (tg X o0 . tg X . tg X
-~ 1 0] ot 0-cosx—1-(-senx) x| senx

| cosx cos? x cos? X

1
.| cos® x-tgx , COS X : COS X .| cosx
. tg x wor| Cos*X-tg* X | 7| cos®Xx-sen’X | 7| sen’ X
COS X cos® X

= logM =0 = M=¢’=1
Luego, lim [(tg x)°°sx} =1

2

9 im) (2 |-

Llamamos M = lim {(2*4);1}:

X—>+00

Tomando logaritmos neperianos:

log M =Iog{xllrll{(2x —1)X2+1}}

Aplicando las propiedades de los limites:

log {Xllrpw {(2X —1)X2+1}} = XILrg@{Iog (22 —1)X2+1}

Aplicando la propiedad de los logaritmos: log A® = B-log A

1 g2 1)+ |- im 2 tog (2 1) -0

= lim

X—>+00
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_fim | 2221002 |t i 2:1092:27 1092 | ) 1o 1022 —log 4
xoio| 92X 0 | X 2" -log 2

= logM =log4d = M=4




Luego, M = lim

X—>+00

{(2*—1)51}4

Indeterminacion del tipo [Oo]
Se resuelven también tomando logaritmos neperianos.

» Calculamos los siguientes limites:
senx _ [00} _ exliry+senxlogx _ eo =1

1) lim x
X—0+
1
i . logx . v . sen®x 0 . 25en X cos X
Ilmsenxlogx:[O-oo]zIlmizllm X_ — |im =| = |=lim =
X—0+ X—>0+ x—0+ —COS X x—0+ —X COS X 0 x>0+ —COS X + XSen X
sen x sen? x
0
:—:0
-1

- X _ 0
2) lim(sen x) =[0°]
Llamamos M = lim(sen x)X
x—0

Tomando logaritmos neperianos:

logM =log [Iing(sen x)XJ
Aplicando las propiedades de los limites:
Iog[lxiirg(sen x)XJ = IXiLrg[log (sen x)x}
Aplicando la propiedad de los logaritmos: log A® =B -log A
Ixigg[log (sen x)x] = leirO\[ x-log (senx)|=[0- (=) ]
Transformamos esta indeterminacién en una del tipo [E} mediante el siguiente cambio
Q0

cosx
.| log(sen x _ e,
=lim M - «© —lim Sen X —lim X“-C0S X _ 9
x—0 1 00 x—0 ;1 x—0 —sen X 0
X x2
Nota: DF}: D[xfl]z_l. X2 2__2
X X
| 2x-cosx+x*-(-senx)| 0
x=0 —CO0S X -1

Luego, M = Ixiirg(sen x) =1

. Iog(Z—ex) _ 0
2) lem X = [O ]
Llamamos

M = lim x9)

Tomando logaritmos neperianos:



logM = Iog[ Iing x'og(zexq

Aplicando las propiedades de los limites:
log| lim x> | = |i”3[|og X,Og(ze*)}

x—0

Aplicando la propiedad de los logaritmos: log A® =B -log A

lim| log xo() =Iim[|og(2—ex)~log x]:[o-(—oo)]

x—0 x—>0
Transformamos esta indeterminacion en una del tipo [E} mediante el siguiente cambio:
0
1 1
=lim _Jogx 11 Cim X =lim X 3
x—0 1 00 x—0 _(_ex) x—0 e’
log (2-¢") 2—¢" (2-¢*)-log®(2-¢")
N log*(2-¢) - -
(2-¢*)-log * (2—¢"
i | (2-¢7) o )Hg}
x—0 X-e* 0

—e*-log 2(2_ex)+(’2—/ex)~2~log (Z_GX%

X0 e*+Xx-e"

_—ex-logz(Z—ex)—Z-eX-log (2—e") ~ —1-|ogzl—2-logzl_9_0
- 1+0 1

=lim
x>0 e +x-e

yaque log)=0 = logM =0 = M=e"=1
Luego,
Iog(Z—eX)

M = limx =1

x—0

X
92

3) Iim(l—cost) :[00] (para finalizar uno dificil)

X—>7r

Llamamos M = Iim(l—cost)

X—>m

Tomando logaritmos neperianos:
1

X
92

logM =log 1 lim(1—cos 2x)

X—>m

Aplicando las propiedades de los limites:



=lim

X—>7

log- lim(1-cos 2x)

X—>m

Aplicando la propiedad de los

lim| log (1-cos2x)

X—>r

=lim

X—>r

1

X
tg—
97

log (1-cos2x)

logaritmos: log A®

1
— Iog 1- cost

tg >
_g2

=B-logA

=[0-(==)]

. . ., . 0
Transformamos esta indeterminacion en una del tipo [—} :
0

[ sen2x-(2) , X
| log (1-cos2x) o ol 1-cos2x | 4-sen2x-cos 2 07
=lim =|—|=lim| —————— |=1lim =|—|=
X tq X o | xor 1 1 x> 1-cos2x 0
L 2 COSZi 2
L 2 ]
8-cost-coszX+2-cosx-(—senXj(le.sean
— lim 2 2 2 2 N\
X7 2-sen 2x
8-cost-cosZ5—4-cosi-sen5‘sen2x
=lim 2 2 2 = (operando)
x> 2-sen 2x
COSE-Senz—\/1+COSX-\/1_COSX _\/(1+cosx)-(l—cosx)_\/1—c052x _\/senzx _senx
2 2 2 2 4 4 4 2
8.C0s2x-cos? > —4.NX, sen2xW 8-C0S 2 X-C0S2 > —2-5eN X-Sen 2 X
i 2 2 T 2
=lim =lim
xo7 2-sen 2x x> 2-sen 2x
L |
4-C0S2X-COS2 > —sen x-sen 2 0
—lim 2 _ _}:
x>m sen 2x 10
856N 2X-COS% ~ +2-C0S - ( sen ) 1 4.C0S2 X —COS X-SeN 2X —Sen X - CoS 2X - (2)
lim 2 2 2) 2
X7 2 52)(

= logM =0=M =¢’ =1

1

X
92

Luego, M = lim(1-cos2x)

X—>m

=1

=0





