Aplicaciones de los teoremas de Bolzano y Rolle

1. Comprobar que la funcién f (x)=x* —4x+3verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el
intervalo [0,2].

Solucion:
Sabemos que f es derivable en R, por ser una funcién polindmica, luego es continua en [0, 2] y

derivable en (0,2).
Ademés, f(0)=3= f(2), luego por el teorema de Rolle, 3¢ €(0,2) tal que f '(c) =0.
En este caso, ademas podemos calcular el valor de c:

f'(x)=3x*-4=0= x=i¥
Asi, c=£e(0,2) yf! & =0.
3 3
2. Demostrar, aplicando el teorema de Rolle, que la ecuacion x*—8x*+k =0 no tiene mas de

una solucion en [0,2] para cualquier k e R .

Solucion:
Supongamos que dicha ecuacion tiene dos soluciones en el intervalo [0, 2], esto es, da, B e [0, 2]

con o< B talesquef (a)=0=f (), donde f(x)=x"-8x*+k es una funcién derivable en R,

por ser una funcion polinémica, luego:
i) f escontinuaen [a, 8] y derivableen (a, 8)

i) f(a)=0=f(p)
Asi, por el teorema de Rolle, 3ce(a, ) tal que f '(c) =0 (ademas, c <(0,2)), pero las soluciones
-2
de f'(x)=4x*-16x=0 son x=450 y ninguna de ellas est en el intervalo (0,2), contradiccién.
2
Como consecuencia, la ecuacion x*—8x*+k =0 tiene una o ninguna solucion en [0, 2] para
cualquier ke R.

3. Calcular p, myn para que la funcion
—x? si —1<x<3
f(x)= X“ + pX _
mx+n si 3<x<5
verifique las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [—1, 5] .

Solucion:
Estudiamos la continuidad de f en x=3: (;EllirrS] f(x)=1(3)?



. i (2 o ~
XIL"elf(X)_XILrQ( X*+px)=-9+3p=f(3)

= -9+3p=3m+n paraque f seacontinuaen x=3

lim f (x)=lim(mx+n)=3m+n
X—3+ X—>3+
Estudiamos ahora la derivabilidad de f en x=3: (3f '(3)?
f'(3)=—6+p
y =—x*+ px
y'==2x+p = -6+ p=m paraque f seaderivableen x=3
f',(3)=m
y=mx+n
y'=m
Por Gltimo, imponemos que f (-1)= f (5):
f(-1)=-1-
( ) P =-1-p=5m+n
f(5)=5m+n
-9+3p=3m+n
Resolvemos el sistema { -6+ p=m :(p,m,n)z(%,—gﬂj
-1-p=5m+n

Ademas, en este caso podemos calcular el valor de c:

—2x+E si —1<x<3
3
—— si 3<x<5

luego f'(x)=0:>x:§ (c=>).

4, [Modelo de 2020, 3b y Junio de 2019, 3b] Comprueba si la funcién f (x)=x*-4 verifica
las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-3,3].

Solucién:
La funcion f es continuay derivable en R, por ser una funcién polinémica, luego:
i) f es continua en [-3,3]

ii) f es derivable en (-3,3)

. f(-3)=(-3)-4=5 B
Ademas, (3)=F a5 }:f(S)f(S).

Por tanto, cumple las hipétesis del teorema de Rolle, esto es, 3¢ € (-3,3) tal que f '(c) =0.

5. [Junio de 2018, propuesta B, 1B, a) y b)] a) Prueba que cualquiera gque sea la constante a,
la funcion f (x)=x>-5x*+7x+a cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [1,3].



b) Calcula razonadamente un punto del intervalo abierto (1, 3) cuya existencia asegura el teorema de
Rolle.

Solucion:
a) Como f es una funcion derivable (por ser una funcion polindmica), es continua y derivable en

R, luego en particular en continua en [1, 3] y derivable en (1, 3).
Veamos si f (1)= f (3):
f(l)=1-5+7+a=3+a

) = f(1)=f(3)
f(3)=27-5-9+7-3+a=3+a

Por tanto, cumple las hipétesis del teorema de Rolle Vae R, en [1, 3].

1
b) f'(x)=3x’ _10X+7(T)0 = X =147 (donde en (1) hemos usado el teorema de Rolle).

3
Asi, el punto pedido es ¢ =%e (1,3).

6. [Junio de 2017, propuesta A, 1A, b)] Dada la funcion
X’ +a si x<2
f (X) = 2 :
—X“+bx-9 si x>2
a) Calcula razonadamente los parametros a 'y b para que f (x) sea derivable en todo R .

b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, para los valores hallados en el apartado
anterior, la funcion f (x) verifica las hipotesis del teorema en el intervalo [—2,6].

Solucién:

a)Si f (x) es derivable, tiene que ser continua, luego estudiamos la continuidad en x =2, ya que
cada uno de los trozos es continuo, por ser funciones polindmicas.

Continuidad en x=2: (;Iirr21 f(x)=1(2)?

lim f(x)=lim (x*+a)=4+a

lim f (x) 7% X = 4+a=2b-13 para que f(x) sea continua
K2 lim f (x) = lim (-x* +bx—9)=2b-13

X—2+ X—>2+
en x=2.

Estudiamos la derivabilidad: cada una de las funciones componentes es derivable en su dominio, por
ser funciones polindmicas, luego hay que estudiar la derivabilidad en x = 2.
Derivabilidad en x=2: ¢3f'(2)?
f'(x)=2x=f '(2)=4
fg [F0-2=10)
f,'(X)=-2x+b=f,'(2)=—4+b
Resolvemos el sistema:
4+a=2b-13
b=8

}: 4=-4+b paraque f seaderivableen x=2

—a=2.8-13-4=-1



Conclusion: para (a,b) =(-18), la funcién f (x) es derivable en R.

b) Teorema de Rolle
Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b), entonces

dce(a,b): f'(c)=0.

Los valores de a y b calculados en el apartado a) son: a=-1yb=8.
La funcion
x* -1 si x<2
f (X) = { N .
-X“+8x-9 si x>2
es continua y derivable en R (demostrado en el apartado anterior), luego en particular es continua en
[-2,6] y derivable en (—2,6) . Ademés,
f(-2)=(-2)"-1=3
(-2)=(-2) = f(-2)=f(6)
f(6)=—6°+8-6-9=3

Aplicando el teorema de Rolle, 3¢ € (-2,6) tal que f '(c)=0.

1. [Junio de 2016, propuesta B, 1B, b)] a) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.

b) Razona que la ecuacién 3e* + x> =0 tiene al menos una solucion real.
c) Razona que, de hecho, dicha solucién es Unica.

Solucion:
a) Teorema de Bolzano

Si f(x) es continua en [a,b] y en los extremos del intervalo toma valores de signo contrario
[ signo f (a) signo f (b)], entonces 3¢ e (a,b): f(c)=0.

Teorema de Rolle
Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b), entonces

dce(a,b): f'(c)=0.

b) La funcidén es continua en R (por ser suma de funciones continuas), luego continua en [—1,0].
Ademas:

2
f(-1)=—-1<0
(3 e - = signo f (1) # signo f (0)
f(0)=2>0

Aplicando el teorema de Bolzano, 3¢ €(-1,0): f(c)=0, esto es, ¢ es una solucién de la ecuacion
3+ x> =0.

c) Como f'(x)=2e*+5x*>0 en (-10), resulta que 3e*+x* =0 tiene una Gnica solucion en
(—1, 0) (Ya que es estrictamente creciente en dicho intervalo y, por tanto, si corta al eje OX, solo lo

puede cortar una vez).
De otra forma:



Supongamos, por reduccion al absurdo, que 3c,,c, € (—1, 0) soluciones de 3e* +x* =0.
La funcién f(x)=3e*+x" verifica el teorema de Rolle:
o f escontinuaen [c,,c,]
o f esderivableen (c,c,)
e f(c)=0="f(c,) (yaquec, yc, sonsoluciones de la ecuacion)
luego Ice(c,,c,) tal que f '(c)=0, pero f'(x)=2e*+5x">0 en (c,c,). Contradiccion.

8. [Reserva 1 de 2013, propuesta A, 1A] a) Enuncia el Teorema de Rolle.
b) Razona que existe al menos un punto en el intervalo (1, 2) donde la recta tangente a la grafica
de la funcién f (x)=x"+3x*—5x’ —15x* + 4x+12 tiene pendiente nula.

Solucion:
a) Teorema de Rolle

Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b), entonces
dce(a,b): f'(c)=0.

b) La funcién f(x)=x"+3x"—5x°—-15x*+4x+12 es continua y derivable en IR, por ser una

funcion polinémica, luego en particular, es continua [1, 2] y derivable en (1, 2) . Ademas,

f(1)=0
= f(1)="f(2

/= 112

Aplicando el teorema de Rolle, 3¢ (1,2) tal que f'(c)=0, esto es, en el punto de abscisa x=c, la

funcion recta tangente a f (x) es nula.

9. [Septiembre de 2012, propuesta A, 1A)] a) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.

b) Demuestra, usando el Teorema de Bolzano, que existen al menos tres raices reales distintas de la
ecuacion x*-5x+3=0.

c) Demuestra, usando el Teorema de Rolle, que la ecuacidn anterior no puede tener mas de tres raices
reales distintas.

Solucion:
a) Teorema de Bolzano

Si f(x) es continua en [a,b] y en los extremos del intervalo toma valores de signo contrario
[ signo f (a) signo f (b)], entonces 3¢ e (a,b): f(c)=0.

Teorema de Rolle
Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b), entonces

dce(a,b): f'(c)=0.

b) Sea f(x)=x"—5x+3, que es continuaen R.



f es continuaen [-2,0]
f(-2)<0yf(0)>0
f es continua en [0,1]
f(0)>0yf(1)<0
f es continua en [1,2]
f(1)<0yf(2)>0

} = (teorema de Bolzano) x° —5x+3=0 tiene una solucién, c,, en (-2,0)
}: (teorema de Bolzano) x* —5x+3 =0 tiene una solucién, c,, en (0,1)
} = (teorema de Bolzano) x° —5x+3=0 tiene una solucién, c,, en (1,2)

c¢) Veamos que no puede tener mas soluciones reales:
Supongamos que 3c, (—2, 2) solucion de la ecuacién dada, es decir, la ecuacién tiene una solucion

fuera del intervalo en el que existen c;, ¢, y C;.

Entonces, f(c,)=0,y como f(x) es continuay derivable en R, también lo es en el intervalo
[c.c,] o [c,.c] vy, ademas, f(c)=f(c,)=0. Aplicando el teorema de Rolle,
3x, €(c,,¢,) 0 (C,,6,) tal que f'(x,)=0.

Ahora bien, f'(x)=5x*-5y

Xx=1e [—2,1]

Xx=-1le [—2,1]

Por tanto, esta ecuacion no tiene una cuarta solucion real, ya que de tenerla, deberia estar fuera del
intervalo estudiado y los valores que anulan a la derivada se encuentran en el ontervalo en el que se
encuentran las raices que ya habiamos determinado.

f'(x):0:>5x4—5=0:>x=ir<‘ﬁ=i1:>{

¢) «De otra forma»:
Supongamos, por reduccion al absurdo, que 3c, € (—2, 2) es otra solucion de x*> —5x+3=0 distinta

de las anteriores, y que las soluciones estan ordenadas como sigue: -2 < ¢, <C, <C, <C, <2 (si hace
falta se pueden reordenar, y argumento de forma analoga, seguira siendo cierto). Entonces,

f(c,)="(c,)="F(c;)="f(c,)=0

y aplicando el teorema de Rolle:

Ja, €(c,,¢,): f'(a)=0

Ja, €(C,,¢3): f'(a,) =0

Ja, e(c;,¢,): F'(ay)=0
estoes, f'(x)=0 tiene, al menos, tres soluciones reales en el intervalo (c,,c,) = (-2,2), pero

f'(x)=0=>5x'-5=0=x=+{1=+1

es decir, f (x) =0 solo tiene dos soluciones reales en dicho intervalo. Contradiccion.
Asi, x> —5x+3=0 solo tiene tres raices reales.
10. [Septiembre de 2011, propuesta B, 1B)] a) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.
b) Demuestra que la ecuacion e* +x’ =0 tiene al menos una solucion real.

c) Demuestra que, de hecho, dicha solucion es Unica.

Solucién:



a) Teorema de Bolzano
Si f(x) es continua en [a,b] y en los extremos del intervalo toma valores de signo contrario

[ signo f (a) signo f (b)], entonces 3c e (a,b): f(c)=0.

Teorema de Rolle
Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b), entonces

dce(a,b): f'(c)=0.

b) La funcion f(x)zex +x’ escontinuaen R (por ser suma de funciones continuas), luego también
lo es en [-11] y, ademés, signof (-1)= signof(1). Aplicando el teorema de Bolzano,
dce(-11): f(c)=0, estoes, ¢ essolucion de laecuacion e* +x" =0.

c) Como f(x)=e*+x" escontinuaen Ry f'(x)=e*+7x°>0 VvxeR, luego e*+x’ =0 tiene
una Unica solucidn real, ya que corta al eje OX y es estrictamente creciente.

De otra forma:

Como f(x)=e"+x" escontinuaen R y
lim f (x)= lim (" +x") =0
lim £ (x)= lim (" +x") =+
aplicando el teorema de Bolzano, 3c € R solucion de f(x)=0.
Supongamos, por reduccion al absurdo, que 3c;,c, e R: f (¢, )= f(c,)=0. Como
o f escontinuaen [c,,c,]
o f esderivableen (c,c,)
e f(c)=0="f(c,) (yaquec, yc, sonsoluciones de la ecuacion)
dce(c,c,) tal quef'(c)=0, pero las soluciones de f'(x)=e*+7x°=0 no son reales, ya que
f'(x)>0. Contradiccion.

Por tanto, f (x) =0 tiene una Unica solucidn real.

11. [Septiembre de 2011, propuesta B, 1B)] Enuncia el teorema de Rolle. En los ejemplos
siguientes f (-2)= f (2) pero no hay ningdn valor ¢ € (-2,2) tal que f'(c)=0. Justifica en cada
caso porqgue no contradicen el teorema de Rolle.

a) f(x):% b) g(x)=2-x

Solucién:
Teorema de Rolle

Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b), entonces
dce(a,b): f'(c)=0.



a) Como f (x) no es derivable en x =0, se tiene que f(x) no es derivable en [-2,2] y, por tanto,
no se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle, luego no hay contradiccién.

2-x si x>0
b)g(x):2‘|x|:g(x):{2+x si x<0

Continuidad en x=0: ¢le£13 g(x)=9(0)?

limg(x)=lim(2+x)=2
0- 0- = 3limg(x)=2=g(0)= g escontinuaen x=0
fpo(=fim(2-x)=2] =+

Derivabilidad en x=0:,3g'(0)?

g (0)=-1
y=2-X
y'=-1

g (0)=1
y=2+X

= Zg'(0)= g no es derivable en x=0

y'=1
Por tanto, no se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle, luego no hay contradiccion.

12.  [Junio de 2006, primer blogue, B)] Enuncia el teorema de Rolle. En los ejemplos siguientes
f (—2)= f (2) pero no hay ninglin valor c e (-2,2) tal que f'(c)=0. Justifica en cada caso porque
no contradicen el teorema de Rolle.

) f(x)=- b) g(x)=2-|x

Solucién:
a) Teorema de Rolle
Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b), entonces

dce(a,b): f'(c)=0.

1

b) f(x)=—

) ()=
En x=0¢ [—2, 2], la funcion no esta definid y, por tano, no tiene sentido hablar de continuidad en

dicho punto. Como consecuencia, no se puede aplicar el teorema de Rolle y no hay contradiccion con
el mismo.

9 9(x)=2-x|- 2—(-x) si x<0 [2+x si x<O0
9(x)= C2-(+x) si x>0 |2-x si x>0
Sabemos que y=|x| no es derivable en x =0 porque tiene un pico.

Vamos a estudiar, de todas formas, la derivabilidad de g(x) en x=0: ¢3g'(0)?

v 02200

9, I(X) =-1=g9. I(O)
Como consecuencia, no podemos aplicar el teorema de Rolle a g, ya que no cumple las hipétesis del
mismo.

1
1}:>ng'(0), es decir, g sea derivable x=0





