Aplicaciones del teorema de Bolzano

Teorema de Bolzano: Si f (x) es continua en [a, b] y en los extremos del intervalo toma valores

de signo contrario [signo f (a) =signo f (b)], entonces 3c e (a,b): f (c)=0.

1. Demostrar que la ecuacion e +2 = x tiene al menos una solucién real.

Solucion:

La funcién f (x) =e+2-x escontinuaen R, por ser suma de funciones continuas, y en particular
es continua en [0,3]. Como ademés f(0)=3>0 y f(3)<0, aplicando el Teorema de Bolzano,
Jce(0,3): f(c)=0, esto es, Ice(0,3):e°+2-x=0(es decir, ¢ es una solucién real de la

ecuacion inicial).
2. Demostrar que existe al menos un nimero real X tal que senXx=X.

Solucion:
Consideramos la funcion f(x)zsen X—X que es continua en R, por ser suma de funciones

continuas, y en particular es continua en [—z,7]. Como ademés f(-z)=7>0y f(7)=-7<0,
aplicando el Teorema de Bolzano, 3ce(-z,7): f(c)=0, esto es, Ice (-, 7):sen(c)—c=0(es
decir, c es una solucién real de la ecuacion inicial). Como consecuencia, 3x € (—n, 7r) (que es c) tal

que SeNX=X.

3. Como aplicacion del Teorema de Bolzano prueba que las funciones f(x)=logx y

g(x)=e™ se cortan en un punto.

Solucion:
Consideramos la funcion h(x)= f (x)—g(x)=logx—e™ que es continua en R, por ser diferencia

de funciones continuas, y en particular es continua en [1,2]. Como ademés f (1)<0 y f(2)>0,
aplicando el Teorema de Bolzano, 3¢ <(1,2):h(c)=0, esto es, (c,h(c)) es el punto de corte de

ambas funciones.

4. ¢Tiene la ecuacion x> —3x =1 alguna solucion comprendida entre 1y 2?

Solucion:
Consideramos la funcion f (x) = x> —3x—1 que es continua en R, por una funcion polinémica, y en

particular es continua en [1,2]. Como ademas f (1)=—3<0y f(2)=25>0, aplicando el Teorema

de Bolzano, 3ce(1,2): f (c) =0, esto es, la ecuacion dada tiene una solucion en el intervalo pedido.



5. Como aplicacion del teorema de Bolzano, razona que la ecuacion x>senx=logx (donde
log x representa el logaritmo natural de x) tiene al menos una solucion.

Solucidn:
Consideramos la funcion h(x) =x*senx—log x, que es continua en (0,+oo) por ser diferencia de

funciones continuas en (0, +c).
e h escontinuaen (0,+oo), luego en particular, en cualquier intervalo cerrado [a,b] contenido
en (0,+o0).
« [ab]=[2,6]
h(2)>0
h(6)<0

Por el teorema de Bolzano, 3c €(2,6) tal que h(c) =0, esto es, la ecuacion x*senx=logx tiene al

menos una solucioén en el intervalo (2,6).

6. Como aplicacion del teorema de Bolzano, razona que la ecuacion x* +log X = —/X (donde
log x representa el logaritmo natural de x) tiene al menos una solucion.

Solucidn:
Consideramos la funcién h(x):x3+log x+\/§, gue es continua en (0,+oo) por ser suma de

funciones continuas en (0, +c).
e h escontinuaen (0,+oo), luego en particular, en cualquier intervalo cerrado [a,b] contenido
en (0,+o0).
e [ab]=[01,1]
h(0,1)<0
h(1)>0

Por el teorema de Bolzano, 3c € (0,1, 1) tal que h(c)=0, esto es, laecuacion x° +log x = —Jx tiene

al menos una solucién en el intervalo (0,1, 1).

1. ¢Se puede aplicar el teorema de Bolzano a la funcién f(x)=x—log®x (donde logx
representa el logaritmo natural de x ) en el intervalo [0,1 : 0,5]?

Solucion:
La funcion f (x) = x—log® x, que es continua en (0,+) por ser diferencia de funciones continuas

en (0,+o0).
e f escontinuaen [0,1,0,5]
f(0,1)<0
£(0,5)>0



Por el teorema de Bolzano, 3c (0,1, 0,5) tal que f (¢)=0.

8. ¢IxeR tal que 3senx=e*cosx?

Solucidn:
La igualdad anterior es cierta si la funcion f (x) =3sen x—e *cosx verifica el teorema de Bolzano

en algun intervalo.

. . T .
Consideramos el intervalo cerrado [O,E] Se tiene que:

1) f escontinuaen [0%} ya que es diferencia de funciones continuas en R .

2) f(0)=-1<0

3) f(%}=3>0

Aplicando el teorema de Bolzano podemos asegurar que f (x) =0 paraalgin x e (O%J Yy, por tanto,

que la ecuacion anterior tiene, al menos, una solucién en dicho intervalo.

9. ¢Alguna de las ecuaciones 7* =e 0 ®* =e tiene solucion en el intervalo (0,2)?

Solucion:
1) Consideramos la funcién f (x)=z"—e, que verifica:

a) f escontinuaen [0,2] por serlo en R (es una funcién exponencial)
b) f(0)=n"-e=1-e<0
¢) f(2)=x"-e>0
Aplicando el teorema de Bolzano, 3c<(0,2) tal que f(c)=0, esto es, ¢ es una solucion de la

ecuacion 7* =e.

2) Consideramos la funcion g (x)=®* —e, que verifica:
a) g es continua en [0, 2] por serlo en R (es una funcidn exponencial)
b) g(0)=d°-e=1-e<0
c) g(2)=d*-e<0

No se verifican las hipotesis del teorema de Bolzano y, por tanto, no podemos asegurar que dicha
ecuacion tenga una solucion en el intervalo que nos dan.

_log x+2x
()=

10.  ;Sepuede aplicar el teorema de Bolzano a la funcion f enelintervalo (0,1)?

En caso negativo, encuentra algun intervalo en el que la funcion se anule.
(Notacion: log representa el logaritmo natural)



Solucion:

La funcién f esta definidaen (0,+00)—{2} =(0,2)u(2,+), luego no es continua en [0,1] y, por
tanto, no podemos aplicar el teorema de Bolzano en dicho intervalo.

Consideramos el intervalo (0,1, 1). Se tiene que:

a) f escontinuaen [0,1 : 1] (es un cociente de funciones continuas, ya que el numerador es
diferencia de funciones continuas y el denominador no se anula en dicho intervalo)

b) f(0,1)=M:171>0
0,1-2
0 f(1):'°911¢:_2<o

Aplicando el teorema de Bolzano, 3c(0,1) tal que f(c)=0, esto es, la ecuacién logx+2x=0

tiene, al menos, una solucion en el intervalo (0,1).

11.  ¢Alguna de las soluciones de la ecuacion (x—3)2+1:g estd en el intervalo [4,5]?

Indicacion: no se puede resolver la ecuacién de segundo grado.

Solucion:
La funcién f(x)= (x—3)2 +1 es continuaen Ry, por tanto, continua en el intervalo cerrado [4,5].
Aplicando el teorema de Weierstrass, f tiene maximo y minimo absoluto en [4,5].

Ahora bien, como dicha funcion es una parabola, abierta hacia arriba, su minimo absoluto lo tiene en
el vértice y su maximo absoluto en uno de los extremos del intervalo (solo tiene uno ya que el
intervalo no es simétrico respecto del eje de simetria de la parabola):

i -b -b
Mi bsoluto: | —, f| — [ |=(3, f(3))=(3,1
inimo absoluto [Za (ZaD (3.1(3))=(31)
Maximo absoluto: f (5)=5 (yaque f(4)=2)

Como g e[1,5], alguna de las soluciones de la ecuacion (x—3)2 +1=g esta en el intervalo [4,5].

Comprobacion:

3—%:2,29

2

Las soluciones de (x—3)’ +1:g son: X =
3+ =3,7Le[45]

12.  Enuncia correctamente el teorema de Bolzano y como aplicacién comprueba que la ecuacion
x? = xsen X+cos x tiene al menos una solucion, razonando la respuesta.

Solucién:
a) Teorema de Bolzano: Si f (x) es continua en [a,b] y en los extremos del intervalo toma valores

de signo contrario [signo f (a) =signo f (b)], entonces 3c e (a,b): f (c)=0.



b) Consideramos la funcion h(x) = x*—xsenx—cosx que es una funcion continua en R, por ser

suma de funciones continuas en R . Dicha funcion verifica:
i) h(x) es continua en cualquier intervalo cerrado [a, b]

Podemos considerar [a,b]=[0,7], [E,n] [—E,z}.
4 4 2
if) h(0)<0
iii) h(z)>0

Por el teorema de Bolzano, 3c (0, 7) tal que h(c)=0, es decir, la ecuacion x* =xsen x+cos X
tiene, al menos, una solucién en (0,7).

13.  Demostrar que la ecuacion x°>+4x*+3=0 tiene, al menos, una raiz real. ¢;En qué resultado
te basas?

Solucioén:
Consideramos el intervalo [-1,1]:

o f (x) = x> +4x>+3 es continuaen R por ser una funcién polinémica, luego en particular, es
continua en [-1,1].
e f(-1)=-2<0
e f(1)=8>0
Por el teorema de Bolzano, 3ce(-11): f (c)=0, es decir, la x*+4x°+3=0 tiene una raiz real en

(-11).
14.  (El polinomio x* —4x*—1 tiene alguna raiz negativa?
Solucidn:

Como la raiz tiene que ser negativa, el intervalo tiene que estar en la parte negativa del eje OX .
Probamos:

f(0)=-1<0

f(-1)=-4

f(-2)=-1 = [a,b]=[-3,0]
f(-3)=44>0

3
Como f (x) =x"—4x*> -1 es una funcién continua en R, por ser una funcién polindmica, en
particular es continua en [—3, 0] , Yy cambia de signo en los extremos de dicho intervalo, por el teorema
de Bolzano, 3c e (—3,0): f (c)=0. Es decir, laecuacién x* —4x’—1 tiene una raiz negativa (ya que
esta en (-3,0)).

15.  ¢Se puede asegurar, utilizando el teorema de Bolzano, que la funcién f (x)=tgx tiene una

; ) 3
raiz en el intervalo [E—ﬂ} ?
4 4



Solucion:
La funcion tangente es continua en R—{%(Zk +1) conkeZ} y, por tanto, en % tiene una

discontinuidad, luego no se puede aplicar el teorema de Bolzano es dicho intervalo.

16.  Se considera la ecuacion x*—x*+mx—6=0 con me R . Utilizando el teorema de Bolzano,
demostrar:

a) Si m> -3, entonces la ecuacion tiene al menos una raiz real menor que 2.

b) Si m< -3, entonces la ecuacion tiene al menos una raiz real menor que 2.

Solucién:
a) Sabemos que, lim f(x)=—0<0y f(2)=8+4+2m-6=6+2m>0sim>-3

Asi, si m>-3, en el intervalo (—,2), la funcién f(x) cambia de signo, y, por el teorema de
Bolzano, tiene al menos una raiz en dicho intervalo.
b) Sabemos que, lim f(x)=+0>0y f(2)=8+4+2m-6=6+2m<0 sim<-3

Asi, si m<-3, en el intervalo (2,+), la funcién f(x) cambia de signo, y, por el teorema de
Bolzano, tiene al menos una raiz en dicho intervalo.





