IES. Ramon Giraldo

Estudio de la continuidad de una funcidn

1. a) Definicién de funcion continua en un punto.
2£ si x<1
—X
b) Dada la funcion f(x)= 2 , estudia razonadamente su continuidad.
(x+1 ET
— st x>1
2

Solucién:
a) Una funcion f (x) es continuaen x=ae Dom( f) cuando 3lim f (x)=f (a).

X—a

b) Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio por ser un cociente (bien
definido) y una funcion potencial-exponencial.
Estudiamos la continuidad en el punto de unién:

Continuidad en x =1:¢3lim f (x) = f (1)?

x—1+ X—1+
: x+1 : 2 x+1-2) . 2(x-1) . ZM
lim — —-1|=lim| —— =lim———==1Iim =
x—l+ X< —1 2 x->l+\ X< =1 2 X—1+ 2(X _l) X—1+ 2(X+1)M
2 2 1
= lim -
ol 2(x+1) 4 2
. Je . .
Por tanto, 3lim f (x):JE y como f(l):ﬂ:\/g, se tiene que f (x) es continuaen x=1.
Conclusion: f(x) es continuaen R.
. \ N 5 23 —x*—-x . .. _
2. Estudia la continuidad en todo R de la funcion f(x)=T indicando los tipos de

discontinuidad que aparecen.

Solucién:
Una funcién racional es continua en su dominio, luego es continua en R—{—l,l}. Estudiamos las

discontinuidades de f en dichos puntos:

Discontinuidad en x=1:

(x)=li M:[O}zmxw(zwrl) im XY 3 iim £ (x) -

0 (X+1)M ol X+1 2 x—>1

por tanto, f tiene una discontinuidad evitable en x =1 (se evita definiendo f (1) :g).

ya

N w



Discontinuidad en x =-1:

32 _ lim f(X):—oo
lim f (x)= Iimwz[_z}: o = f tiene una discontinuidad asintdtica
x—-1 x—-1 X =1 0 |”;r1] f (X) =400
enx=-1.
3. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
x+2| si x<-1 [x—1
2 : — s8I x>1
a) f(x)=4x si —1<x<l1 b) g(x)=1 x-1
2X+1 si x>1 k si x=1
Solucion:

a) Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio por ser funciones polindmicas.
Estudiamos la continuidad en los puntos de unién:
Continuidad en x=-1:¢3lim f (x) = f (-1)?
x—>-1
Para ver si existe el limite, estudiamos los limites laterales:
lim f(x)=lim [x+2/=1

ey o = 3lim f (x) =1
lim f(x)= lim x2 =1 x>-1
X—>—1+ x——1+

Ahora calculamos el valor de la funciénen x =-1:
()= (1) =1
Como 3Jlim f (x)=1= f (1), se tiene que f es continuaen x=-1.

x—>-1

Continuidad en x=1: ¢3Iin} f(x)=1(1)?
Para ver si existe el limite, estudiamos los limites laterales:
lim f (x)=lim x? =1

o o lim f (x
lim f (x)=lim(2x+1)=3 :’erﬁ,l (x)
x—1+ x—1+

Como /Zflimlf(x),se tiene que f no es continuaen x=1.

Conclusion: f es continua en R—{l}.

b) Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio, ya que la primera rama es un
cociente con numerador bien definido y cuyo denominador no se anula.

Estudiamos la continuidad en el punto de unién:
Continuidad en x=1: ¢ 3lim f (x) = f (1)?

x—1

Estudiamos si existe el limite: en este caso solo hay que estudiar el limite por la derecha.

lim £ (x) = lim V"‘1=H=|im 1 im [ = o= Alim £ (x)
X1+ x>+ x—1 0 X—1+ (X—l) x-l+ | X =1 x—1




Como ,Zflimlf(x), se tiene que f no es continuaen x=1.

X—>—

Conclusion: /ka e R para que f sea continuaen x=1.

4, Calcula el valor de k para que la funcion f (x) sea continua:
Vx-1 si x>1
f(x)=1 x-1
k si x=1
Solucién:

Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio, ya que la primera rama es un
cociente con numerador bien definido y cuyo denominador no se anula.

Estudiamos la continuidad en el punto de unién:
Continuidad en x =1: ¢ 3lim f (x) = f (1)?
Estudiamos si existe el limite: en este caso solo hay que estudiar el limite por la derecha.

\&_1_[0}__ (Vx-1)(Vx+1) -1

0

1 .
_X“m (X—l)(\/;-f‘l) :XIL@M(&H):E:HLIEIC(X):Z

Ahora calculamos el valor de la funcién en x=1:
f (1) =k
Imponemos que lim f (x) = f (1) y obtenemos: k =2

lim f (x)=lim

X—1+ - -1

Conclusion: para k =2 la funcién f es continuaen x =1y, como consecuencia, en [l, +oo).
5. Calculaay b paraque f(x) seacontinuaen x=0yenx=1:

e“+a si x<0
f(x)=qax*+2 si 0<x<1
b

— si x>1
2X

Solucion:
Continuidad en x=0: ¢3Iing f(x)=f(0)?

Para ver si existe el limite, estudiamos los limites laterales:
lim f (x)=lim (¢* +a)=1+a

x>0~ X0 = para que 3lim f (x)se tiene que cumplir que 1+a =2
lim f (x) = lim (ax*+2) =2 "

Ahora calculamos el valor de la funciénen x=0:
f(0)=e’+a=1+a

Para que lim f (x)= f(0), se tiene que cumplir que[l+a=2|.



Continuidad en x=1: ¢ 3lim f (x) = f (1)?

x—1

Para ver si existe el limite, estudiamos los limites laterales:
lim f (x)= Iim(ax2+2):a+2

Xx—1— X—1— . . . b
b b = para que 3lim f (x)se tiene que cumplir que a+2=—.

lim f (x)=lim—== o 2

x—l+ X—1+ 2X 2

Ahora calculamos el valor de la funciénen x=1:

f(l)=a+2

. . . b
Para que lim f (x) = f (1), se tiene que cumplir que a+2=E :

l+a=2

Resolvemos el sistema ,b)=(1,6).
v i a+2:9:>(a )=(16)

Conclusion: para (a,b) =(1,6) la funcién f (x) escontinuaen x=0yenx=1.

logx si O0<x<l1

8 . . Determina los valores de a y b para
ax“+b si x>1

6. Se considera la funcion f (x) :{

que f(x) seacontinuay f(2)=3.

Solucién:
Para que f sea continua en x=1 (ya que cada una de las ramas lo es en su dominio, por se una

funcion logaritmica bien definida y una funcion polindmica) se tiene que verificar:
3lim £ (x) = (1)

x—1

Como ademas queremos que f (2) = 3, hay que resolver el sistema correspondiente.

Continuidad en x =1: ﬁlxiﬂ f(x)=1(1)?

lim f (x)=limlogx=0

X—1- X—1- - - -
_ _ = para que 3lim f (x) se tiene que cumplir que a+b =0.
lim f(x):llm(ax2+b)=a+b x->1
X—1+ X—1+
Ahora calculamos el valor de la funcién en x=1:
f (1) =a+b

Para que lim f (x) = f (1), se tiene que cumplir que[a+b=0].
Como, ademas f (2)=3, se tiene que

: . a+b=0
Resolvemos el sistema correspondiente:

4a+b:3:>(a’b):(1’_1)

Conclusion: para (a,b) =(1,—1) se verifican las condiciones del enunciado.



2! si x<1
7. Dada la funcién f (x)=<x-2 si 1<x<2

log(x-1) si x>2
donde log es el logaritmo neperiano, estudia la continuidad de la funcién f (x) en x=1yen x=2,
y clasifica el tipo de discontinuidad si las hubiera.

Solucion:
Continuidad en x=1: ¢ 3lim f (x) = f (1)?

x—1

lim f (x)=Ilim2*=2°=1

o o — Alim f (x)= f noes continuaen x=1
|II’P f(X)=|iI‘P(X—2):—1 ZX—A ( )

f presenta una discontinuidad de salto finito (de salto 1-(-1)=2).
Continuidad en x=2: ¢ 3lim f (x) =  (2)?
fm ()= lim (x-2) =0 .
_ _ :>3IX|rrl1f(x):0
XIlﬁrglf(x):Xllﬁnzllog(x—l):Iogle
Ahora calculamos el valor de la funciénen x=2:
f(2)=1
Como Elin; f(x)=f(2)= f escontinuaen x=2.

8. Dada la funcion
N2\ si x<2
X—2

f(x)=<cos(zx) si 2<x<3

In(x-2)
3—-X

determina razonadamente los puntos en los que la funcion es continua, calcula los puntos en los que

es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

si X>3

Solucién:

Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio por ser: la primera, una funcién
racional cuyo denominador no se anula; la segunda la funcidn coseno que es continua en R; vy la
tercera un cociente en el que el numerador esta bien definido y el denominador no se anula.

Estudiamos la continuidad/discontinuidad en los puntos de unién, esto es, en 2y en 3.
H H — . H — f)
Continuidad en x=2: (,EHXI_rE f(x)="f(2)"

lim f(x)= |imi:—oo
X2 x2- X—2 = Alim f (x)= f no es continua en x =2
lim f (x) = lim cos(7x) = cos(2z) =1 "

X—2+ X—2+

f presenta una discontinuidad de salto infinito en x=2.



Continuidad en x = 3: ¢3lxig; f(x)="f(3)?

lim f (x)=lim cos(zx)=cos(3r)=-1

X—3— X—>3—

_ =3Jlimf(x)=-1
lim f (x) = jim 109~ 1){9}:_1 i ()
X—»3+ X—»3+ 3_ X 0
Ahora calculamos el valor de la funcién en x=3:
f(3)=-1

Como Elin; f(x)=-1=f(3)= f escontinuaen x=3.

2x3 —x? —x

2

0. Estudia la continuidad en todo R de la funcion f (x) = 1
X —

indicando los tipos de
discontinuidad que aparecen.

Solucién:
Una funcién racional es continua en su dominio, luego es continua en R—{—l,l}. Estudiamos las

discontinuidades de f en dichos puntos:

Discontinuidad en x=1:

lim £ (x) = |imM=[9} = lim KOG (X)L (@) 3 (x)=

0 =

(x+1)M ST xeL 2 X1

por tanto, f tiene una discontinuidad evitable en x =1 (se evita definiendo f (1) :g).

ya

N w

x—1 x—1 X2 -1

Discontinuidad en x =-1:

. o2 —xt-x [-2 . . o .
lim f (x)=lim————=| — |=—-0 =y, por tanto, f tiene una discontinuidad asintética en
x—-1 x—-1 X =1 0
X=-1.
X’ —4
10.  Clasifica las discontinuidades de la funcion f (x)=— oy
X* —2X

Solucion:
Los puntos de discontinuidad de una funcién racional son los puntos en los que se anula el
denominador:

x2—2x:x(x—2)=0:>{

Discontinuidad en x=0:

fim 7 (x) = tim %= :[

Xx—0— X—0- )(2 —2X

= f tiene una discontinuidad asintéticaen x=0.

__4

0
2

lim £ (x) = lim 22 =[%4

x—0+ x—0+ X2 —2X



Discontinuidad en x=2:

2 —
|imf(x)=|im Xz —4 =[9}=Iim (X+2)(X 2)_ im X+2:2
X—2— x—2- X — 2X 0 X—2— X(X—Z) x>2- X

?— X+2)(x-2 X—2
jim £ (x) = lim 2= [ Q] jim 0X2(X=2)_ i x+2

X—>2+ X2+ X —2X 0

Por tanto, tiene una discontinuidad evitable en x = 2.

X—2+ X(X_Z) x>2+ X

: . ., X +x-a . - .
11. (Existealgin a R paraque lafuncion f(x):m tenga una discontinuidad evitable
X* +3X—

en x=17

Solucion:
. X'+ x+a . xX*+x+a
lim f (x)=limS5———=lim—————
x>l oL x?4+3x—4 o1 (x-1)(x+4)

Para que el denominador no se anule, el numerador tiene que tener como factor a x-1, luego
aplicando la regla de Ruffini:

1 1 a
1 1 2
1 2 0 =a+2=0=a=-2
Asi:
x> +x+a=(x-1)(x+2)
y

2,y X+2
lim £ (x) = lim <" X=2 _j; (A (x+2) o xv2 3

= =
x—1 x—1 X2+3X—4 xILTllM(X_i_L‘_) xILrllx+4 5

Luego definiendo f (1) =§ evitamos la discontinuidad.





