
ANÁLISIS DE FUNCIONES 

1. Determina los extremos relativos, crecimiento, curvatura y puntos de inflexión de las siguientes
funciones (estudia la continuidad y asíntotas de los ejercicios con el asterisco *): 

a) b)  c)  

d)  e)  f)  

g)* h)* i)* 

j) k) l)* 

2. Obtén la ecuación de la recta tangente  en el punto . 

3. Calcula los extremos absolutos de  en el intervalo  . 

DERIVABILIDAD DE FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS O EN INTERVALOS 

4. Estudia si es posible encontrar valores para ,  y para que función  sea derivable en todo : 

5. Averigua el valor que debe tener  para que la función  sea derivable en : 

6. Averigua el valor de  y  para que la función  sea derivable en : 

		f (x)= -2x
2 +8x 		f (x)= x

3 −6x2 +9x −2 f (x)=3x5 −5x3

		f (x)= x
4 −2x2 −3 f (x)= sen(x) f (x)= sen(x)+ cos(x)

f (x)= 1
x −2 f (x)= x3

x2 −1 f (x)= e− x2

f (x)= x
ex

f (x)= x
Lnx

f (x)= x ⋅Lnx

f (x)= x2 +5x −2 		x = −2

f (x)= x
3

3 −2x2 +3x +1 	 0,2⎡⎣ ⎤⎦

	a 	b 	c 	f (x)  !

f (x) =
x + 4 si x ≤1
ax + b si 1< x ≤ 2
ax2 − c si x > 2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

	k f (x) x =0

f (x) = k ⋅ x − 5 si x ≤ 0
x3 − 3x − 5 si x > 0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

	m 	n 	f (x) x =2

f (x) = m ⋅ x + 5 si x ≤ 2
n ⋅ x2 + x −1 si x > 2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
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7. Sea  la función definida por: 

Estudia para qué valores de  y  la función  es continua y derivable. 

ANÁLISIS Y CONSTRUCCIÓN DE FUNCIONES 

8. Se considera la función . 

a) Obtener los valores de  para los que la función  tiene un máximo en . 

b) Suponiendo que , estudia los intervalos de crecimiento, de decrecimiento, máximos, 
mínimos y puntos de inflexión. 

9. La gráfica de la función  pasa por el punto  y tiene un extremo relativo en 
. 

a) Calcula los coeficientes ,  y .
b) ¿Qué tipo de extremo es, máximo o mínimo?

10. La ganancia producida por una máquina que duró 6 años se estima por la función:
 donde  representa la ganancia (en miles de euros) a los x años de 

funcionamiento;  y  son constantes. 

a) Determine los valores de  y  si se sabe que la función  tiene un punto de inflexión en el 
punto .

b) Si  y , calcula el año en el que la máquina produjo una mayor ganancia. ¿Cuál fue 
el valor de dicha ganancia? Para estos valores, representa la gráfica de la función  en 
. 

f (x)

f (x) =

x2 + 2 si     x ≤ 0

ax + b si     0 < x ≤ 2
−x
2 2

+ 3
2

si     x > 2

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

a b f (x)

f (x) = 1
a

x3 − ax2 + 5x +10  ,  a ≠ 0

a f (x) x = 1

a = 3

f (x) = ax3 + bx + c (0,0)
(1,−1)

a b c

f (x) = ax3 + bx2 ,  0 ≤ x ≤ 6 f (x)
a b

a b f (x)
(2,32)

a = 2 b = 12
f (x) [0,6]
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PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN 

11. Halla dos números reales positivos cuya suma sea 20 y de forma que la suma del cuadrado del mayor y
del doble del menor sea mínima. 

12. Hallar dos números que sumen 18 y que su producto sea máximo.

13. Se lanza verticalmente una pelota. Su ecuación de movimiento es donde s(t) se 
expresa en centímetros y t en segundos. 

a. Identifica, desde el punto de vista físico, qué representan los números 6 y 48.
b. ¿Con qué velocidad inicial se lanza la pelota?
c. ¿En qué instante la pelota empieza a descender?
d. ¿Cuál es la altura máxima a la que llega?
e. ¿Cuánto tiempo está la pelota en movimiento?
f. ¿Qué velocidad lleva la pelota en los instantes t = 3 s y t = 7 s ? ¿Por qué son de distinto

signo?

14. Analiza en un movimiento de tiro parabólico, cuál es el alcance y la altura máxima. ¿Para qué ángulo
de tiro es el alcance máximo? 

15. Dispongo de 400 m de tela metálica para cercar un rectángulo de terreno. ¿Cuánto deben medir los lados
del rectángulo para que el área encerrada en la cerca sea la máxima posible? 

16. Halla los valores de las constantes a, b y c para que la parábola  pase por  
y tenga un mínimo relativo en el punto . 

17. Halla las dimensiones de una caja sin tapa en forma de paralelepípedo de base cuadrada y de 192 cm2

de área total para que el volumen sea máximo. 

18. Con 4 metros de alambre se desean construir un círculo y un cuadrado. ¿Cuánto alambre hay que emplear
en cada figura para lograr que entre ambas encierren el área mínima posible? 

19. Dado un cilindro de volumen 4 m3, determinar sus dimensiones para que su área total sea mínima.

20. Una lata cilíndrica de refresco tiene un volumen de 333 cm3. La chapa utilizada para las bases es el
doble de cara que la utilizada para la cara lateral. Calcula las dimensiones de la lata para que el coste de 
fabricación sea el menor posible. 

21. ¿Qué puntos de la gráfica  están más cerca del punto ? 

s(t)= −6t2 +48t

f (x)= ax2 +bx + c 		P(−1,20)
		Q(3,12)

y = 4− x2 		P(0,2)
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O 10,01la fleje 2 2 8 Puntosdecorte X 8 0 4 0 414,0

f 4 8 Extremos84 1 0 4 8 0 2 f 2 8
8 X 4 s f 2 440 EnX L hayunmáximo
8 O if 1 0 luegonohaypuntosdeinflexión
f 2 O i Extremo
f 2 4C 0 luego lacurvaturaessiemprecóncava

a 2 co Crece 0,2
8 t 0 2

Decrece 2,1 0

fi X máx I Máx A Cóncava en IR
8 µ Máximo z g 804 2 2 8

8 Arn

lb Gtx 6 2 9 2

84 1 3 2 12 19 8141 6 12 8 6 10
Extremos f X O

III 3.9 1 6

1 3 Crece l ao 1 U 3 10
f 11 0 f 1 6 LO Máximo

84 2 1 2 Maly µ
Decrece 1,3
A Cóncava en C ao 2f 31 0 f 3 630 Mínimo 1 2 3 U Convexa en 2 too

pls 2 3 2 1 1
MaI Min Máximo 1 2

Puntosdeinflexión f IO
M U Mínimo 3 2

6 12 0 278 121 O puntode inflexión 40
como f 2 670
Puntode inflexión
j2 8 6.4 18 2 0 Al 2 0

Puntosdecorte a 1 2 s a

si 0 yo 2,10 2 8 1 O O t
Si yo g Máx d Mí Y
3 6 2 9 2 0

g O 1 1
1 6 9 z

s sí sinner y

4 1 0 4 16241.1 0,268 0,268 o
3,732 3,732,0
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1C y flor 3 5 5 3

y 15 4 15 2

Si fkxt.co hayextremosrelativos 15 42 1,1 0
máximos 0mínimos

Soluciones 0 y O O

X 1 0 X It y 1 2 yC1 2

y doff 1154 1521 1 1
1 1

y 60 3 308 Máx Min

Y C 1 601 30 LO

Es un máximo local y la curvaescóncava
Y 11 60 3030

Es un mínimolocal y la curvaesconvexa Crece l ao 1 U 1 ao

y a 0 Podría ser un puntodeinflexión Decrece C 1,1

Y da 60 3 30 1 180 2 30
Cóncava A l o U 0

Convexa U C tra 0 U tra too
y O 30 fO luego

en ohay un puntodeinflexión Máximo C 1,2
Mínimo 1 2

Máspuntosdeinflexión

4 60 3 308 0 Xlook zo o o
Puntos de inflexión _1ra 1,24

0,0y E 0 y Cfalto ytfrl t.sn ja 1,24
En haypuntosdeinflexión Y 1 1,24

1 1hr2
i i i i
Máx Pl Pl p Min
n Ur U

Puntosdecorte

Mrµ y 3 5 5 3

Y YO 0 LO 0 LO 0 yo X 0 y
Si yTY Máx D1 D1 Y D1 Min 3 5 5 3 0
11 0 3 2 5 0

y to to 0 yo 0 LO 01010

y A MIU U 1,291
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1 d Glx 84 2 2 3
Puntosdecorte si y 3 lo 3

Si y o X
f x 4 3 4 y 84 2 2 3 0 Cambio t X2
G X 12 2 4 t2 2T 3 0

J X 24X z 4 1c3 3 x2 VI
1 x2

Extremos i fCH O 4 3 4 O
4 1 2 11 0 X o 1 0

B B ol l B o

Caracterizamos losextremos con la segunda derivada
f x 12 2 4 Los extremosson 0,1 1

f 101CO j cu X 0 hay un máximo flo 3 j Máx 0 3

f 1 SO i en 1 hay un mínimo FUI 1 2 3 4 j Min 1 4

G l 1 SO i en 1 hay unmínimo ft 1 1 2 3 4 MinC 1 41
Puntosdeinflexión Calculamosloscerosde la segundaderivada
f x 12 2 4
8 1 1 0 12 2 4 0 x2

Comprobamos si sonpuntos deinflexión a travésde laterceraderivada

8 X 24X 0 en amboscasos f B ft 3,56

Los puntosdeinflexión son B y f B
9 9

Crece 1,0 U 1 a

Decrece C co 1 U 0,1
cóncava A C
Convexa U l co U a

Máximo 0 3
Mínimo 1 4 1 4

Puntosde inflexión
_e
q

simetría fco 84 2 2 3 fix fl x
few 4 2 12 3 84 2 2 3 Simetríapar
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le Estudiael dominio monotoníaycurvaturade yesenX ti 2

Estafuncióntrigonométrica no tienepuntoscríticos DfA x
Monotonía y O Condicióndeextremo y CosX O 02

THX
Tenemos 2 soluciones 21k 1 KE posibles

extremos
cos O X2 21TK I KE 31T2

Vamos a utilizar la 2 derivadaparacaracterizarlosextremos y sen

y E sen 1 O Como lafunción y ser es periódica de
período21Tvamos aanalizarelintervalo 0,21T

X 21k sonmáximos locales Máx
Min

Coordenada y E sent 1 1 o ti 3T
2 2

y M sen 3 1 O2 2 Monotonía en 0,21T
31TY z LIK sonmínimos locales Crece 0 U 2T

coordenada y F serif
Decrece

Máximos I 21k 1
KE

3 21K 1Mínimos 2

Tl 2
Curvatura y O CondicióndePuntodeinflexión y sen O

THXSepuedeexpresar en unasolución X Tk KE Posibles D
TL 021T

La 5 derivada y Cos siendo y Tik 1 170 luegoson D

Coordenada y K sentir O TK 0 D KE
31T2

Si C 0,1T y E sentí 1 O

Cóncava en 10,1T

Si EH21T y f sen 1 O

Convexa en TI
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If Estudiael dominio monotoníaycurvaturade y sen Xt CosX I 2

Estafuncióntrigonométrica no tienepuntoscríticos El dominioDf x TI
Y 4Monotonía y O Condicióndeextremo 021T

Tt 4
y as X sen O aos ser Jjj tgx1xarct.gl Tenemos 2 soluciones 1er y 3ercuadrante I y TI 31T2

2T k s KE losextremosrelativostienen la formageneral4 Posibles
TI

K KE
extremos

y 1 Tk KE
2 4

Vamos a utilizar la 2a derivadaparacaracterizarlosextremos y sen X Cos

y sen cos O Como lafunción y sentaos es periódica de
4 4

período21Tvamos aanalizarelintervalo 0,21T
21Tk sonmáximos locales4 Máx MíLamonotoníaseestudia

Coordenada yG ser cos I 1,414 enlosintervalosentrelos
extremos ylospuntoscríticos 0 Tl 2T

4 4
y F serif as o

Monotonía en 0,21T

21k sonmínimos locales Crece 0 U 2T4 4 4
TI 5T

Coordenada y St ser aos e 1,414
Decrece 4 44 4 4
Máximos T t 2TK 1,4144 KE

51TMínimos y 2TK 1,414

Curvatura y O CondicióndePuntodeinflexión
TL2

y sen as X O sen aos Y tgx 1

T T
arct.gl 1 Tenemos 2soluciones 2 y40cuadrante I E I t 4 o 2

cuadrante TL obtenemos el ángulo restando t I SÍ 4
4 cuadrante 21T obtenemos el ángulo restando 2T I su

3TSepuedeexpresar en una solución 4 Tk KE Posibles Puntosde inflexión D

Entre 0 y 21T tenemos 2 posibles puntosde inflexión 3 y Ff
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y sen X Cos

La 5 derivada y Cos ser

3TEvaluamos losposibles Puntosde inflexión D y Tik KE

y P cosas ser 3 a 1,414 0 luegoson Puntosde inflexión D confirmados

Coordenada siendo y sentaos y 3 ser 3 cosas o

3 Tik o p Ke
Podemos deducirlosintervalos decurvaturaporqueya
sabemosdóndeestán losmáximos y losmínimos pero
podemostambién probarlocon la 21 derivada

Si E 0,3 y sent cos 1 O4 2 2 2 Máx Min
3T

Coincide comoes
Cóncava en 0 4 lógico con la zona 0 TI SI

del máximo 4 4

Si X E y ñ sent cosa 1 O la curvaturaseestudia

Coincide comoes enlosintervalosentrelos
Convexa en 3 lógico con la zona P1 ylospuntoscríticos

del mínimo

Si x e f 2T y 9 sen9 cosa 1 O4
O 31T 2T4 4

cóncava en ftp.ztf
Para la representación gráfica
sólo necesitaremos a mayores
lospuntosdecorte y y
nohayasíntotas y
Lospuntosdecortecon elejeX

yalostenemos
Sonlos puntosdeinflexión
Con eleje Y si 8 0

y ser cos X
ser O cosO 1

0,1
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18 FIN 1
2

Estudiamos el dominio y la continuidad
2 es un punto crítico

fifa ao fifa ao x a asíntotavertical

El dominioD IR 23 Escontinua en IR 123

2 O s fijo O y 0 asíntotahorizontal

FIN 1 x 21 12

fix x d x 2T po 1
2

8 X 2 x z 2 1 2
X 2 3

2 X z 3

f 4 1 61 253 1 4 61 214

Extremos i f O 2 O solución

luegonohayextremosrelativos

Puntosdeinflexión Calculamoslosceros
de lasegundaderivada

8 x 2
X 2 3

y 1 1 0 2 O solución luegonohaypuntosdeinflexiónX 2 3

Estudiamos elcrecimiento y la curvatura a la izquierda y a la derecha
del punto crítico 1 11

1 2 3
18 1 1 CO j 8 1 3 2 R O M
18 3 1 CO I 8 3 2 30

Decrece en C ao 2 U 2 a

M cóncavo C ao 2

Convexo 2 ao

Nohayextremos ni puntosdeinflexión
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1h FIN Análisiscompleto problemamodelox2 1

Dominio Puntosdediscontinuidad Estudiamos los puntoscríticos

1 o 1 portanto el dominio es D IR 1,1

4 FlN o f presenta discontinuidades desaltoinfinito enestospuntos

El entorno de continuidades IR 1,1
Asíntotas

fin fw a 4,841 a lasrectas 1 y 1 son asíntotasverticalesa

fijo81 1 b fijo 1 nohayasíntotahorizontal 4 foi n

4 FIN xo
Veamos sihayasuntotas oblicuas

4 FlN ao

m.FI fIo 1 fin a

n gl fw mxt.fm x xffEo o

la recta y mx h esdecir y es asíntotaoblicua

Extremoslocales Calculamoslos cerosde la primeraderivada

fk 1 ftp
3x lk N x x4 3x2

x2 1 2 x2 1 2

Debe cumplirse la condición f O 3 2 0 X2 3 O
0 y x Fs

Caracterizamos losextremos con la segunda derivada

f O f Él Hxs.mu rt lx4sx4 zlxr
X2 1 4

l4xs srxllxt N LX4 3x.ly 4xs 6xst6xz 4x 12x3 2x3 6X
x2 113 x2 1 x2 1 3

f O 0 Estepunto x o esdudoso Podríaser unpunto deinflexión
y B y 0 luego en Fs hayun mínimo 8 1 46 Mínimo Fs 2,6
y L B co luego en X B hay un máximo 8ft 2,6 Máximo VI 2,6
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Intervalosde crecimiento y decrecimiento Calculamos elsigno de la primera derivada
Haydosextremoslocales en B máximo y B mínimo

Hay dos discontinuidadesen 1 y x 1
Debemos estudiar losintervalos C o B l B 1 l 1,1 1 B vs a

En l ao B escrecientecomo B es unmáximo
En l ps 1 esdecreciente

En l l B esdecreciente ycomo B es un mínimo
En vs yo escreciente Y

Aún no sabemos qué ocurre en C 1,1 porque o es dudoso Para averiguarloobservamosel signode la primera derivada en cualquierpuntodelintervalo porejemplo
Si f x d 0 f es creciente en
Si f 4 CO f es decreciente en

pico HEY É o En c 1,11 es decreciente I

MaI Min Crece l ao B UCB a

l l l l l
B 1 o 1 5 DecreceC B 1 U 1,1 U 1 B

Puntos deinflexión Calculamoslos cerosde la segundaderivada f x O

f x o 2 3 6 O 2x x2 3 O X 0
X2 1 3

3 o no tiene solución en IR
o es un posiblepunto deinflexión

8 X 0 es condiciónnecesaria perono suficiente Paraconfirmarque se trata de
un punto de inflexión debemos comprobarque f X 70

es co
extritírt Iritrdescía

x2 1 6

6 2 6 x2 1 2 3 6 1 6Xj Wi f o 670 luego O es unx2 1 4
puntode inflexión

la imagen floto Puntodeinflexión Oso
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Curvatura Intervalosdeconcavidad y convexidad

FlN 1
Tenemos un puntode inflexión en 0 y dos discontinuidades

en 1 y x 1 Debemos considerar losintervalos
C ao 1 l 1,0 0,1 1 1 a

Comohay un máximo en B E C ao 1 en esteintervalo la funciónes
Comohay un mínimo en B E ll ta en esteintervalo la funciónes

Para averiguar cómo es la función en C 1,0 observamos elsignode la segundaderivada

Si f l d 0 entonces fix es convexa U curvatura positiva
Si
Ó
l N so entonces fix es cóncava M curvaturanegativa
2 3 68 X 3 probamos con E E l 1,0

y L E 0 luego en El 1,01 801 es V
µComo en ohay un puntodeinflexión en XE 0 1 fl es

MaI M Min
l l l l l Cóncava f ao 1 U 0,1
B 1 0 1 Ts

Convexa 1,0 U 1 Nn Uld U eiia
Y 2

Simetría

si ftxl fl xl.tt xED la función espar
esdecir simétricarespectodelejedeordenadas

Si fix fl x HED la funciónesimpar Sinatraenelorigenesdecir simétricarespectdelorigende coordenadas
y

3
Periodicidad

Una función y esperiódicacuandoexiste
PER talque f l fl Xt p FxCDe
la funciónse repitedepenp
El número p se llamaperíodo

Sen X Sen X 2T elperíodo p 2T
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Representación gráfica

f x 1
no esperiódica como una función trigonométrica

pl N fix FIN fl x pu es impar

fly simétricarespectodelorigende coordenadas

Puntosde corte con losejes
x O y O

y corta a losejes en el punto 10,01y o 0

y x2 1 4
Y

min

AV X 1 X 1 AV

P I

Máx
Solución

É Crece l ao B UCB a

Decrece Fs 1 U 1,1 U 1 B
Y cóncava f ao 1 U 0,1

Convexa 1,0 U 1 a

Máximo VI 2,6
Mínimo Fs 2,6
Puntodeinflexión Oso
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si fix e

Dominio Puntosdediscontinuidad Estudiamos los puntoscríticos
e existe paratodo positivoonegativo I V D IR l IR
Asíntotas

fin fw a nohayasíntota verticala

fijo fl xd b fijo e fino eI f o y o esasíntotahorizontal

Veamossihayasíntotas oblicuas
e x2m fijo fijo y f o Nohayasíntotaoblicua

Extremoslocales Calculamoslos cerosde la primeraderivada

f x 2x e

Debe cumplirse la condición f O 2x e O 0
Caracterizamos losextremos con la segunda derivada

f x zé 2x e C 2x e 4 2 2

8 O co luego en 0hay un máximo
flo e

O 1 luegoel máximo está en el punto 10,11

Intervalosde crecimiento y decrecimiento Calculamos elsigno de la primera derivada
f lN 2 x é Vemosque e SO l ra Xso o No

si CO f CH l 0 f es creciente en El o a Y
si so f CH to f es decreciente en XE 0 a y
Puntos deinflexión Calculamoslos cerosde la segundaderivada f x O

f x e 4 2 2 0 4 2 2 0 Ira
X son posibles puntos deinflexión

8 X 0 escondiciónnecesaria perono suficiente Paraconfirmarque se trata de
un punto de inflexión debemos comprobarque f X 0
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f x e 4 2 2 f x f e 4 2 z

y x 2x e 4K 2 8x e e 8 3 4 8x e 12 8 3

f fi 0 y f tf 0 luego ti y sonpuntosdeinflexión

Curvatura Intervalosdeconcavidad y convexidad

FlN e Tenemos puntos de inflexión en X tra y X

Debemos considerar losintervalos C ao fi _Ira Ira frito
Comohay un máximo en O C _Ira Ira en esteintervalo la funciónes

Para averiguar cómo es la función en losotrosintervalos nos basamos enque ala izquierda y a la derechahaypuntosde inflexión
Como en hay un puntodeinflexión en X E l ao fi full es U
Como en hay un puntodeinflexión en XE tra t a 801 es U
Representación gráfica

f x e no esperiódica como una función trigonométrica

yC x e txt e f x fl x f 1 es par
FlN essimétricarespecto delejedeordenadas
Puntosde corte con losejes
O y e p máx

y o x f E ei sik
full corta el ejeoy
en el punto 0,11

101 1 1 Y e x
2

Ordenadasde los puntosde inflexión
simetríaparf X e X2

f fa ft fr é fe
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si fly
Dominio Puntosdediscontinuidad Estudiamos los puntoscríticos
e existe paratodo positivoonegativo luego nohay puntos críticos que
anulen el denominador f x 7 Y D IR E IR

Asíntotas En estafunción el cálculode límites requiere de la reglade L'Hospital
que estudiaremos el próximo curso Demostraremos en otra ocasiónquetiene una
asíntotahorizontal en y 0

Extremoslocales Calculamoslos cerosde la primeraderivada
8 Ex iY Klein 1

Debe cumplirse la condición f O 1 O 1
Caracterizamos losextremos con la segunda derivada

es lo L joo ef j
f 1 co luego en 1 hay un máximo
1 f x 0,368 luegoel máximo está en el punto 1 E 1 0,368

Intervalosde crecimiento y decrecimiento Calculamos elsigno de la primera derivada
Hay un extremo local en 1 máximo
Nohaydiscontinuidades
Debemos estudiar losintervalos L ao 1 1 too

t l o 1 escrecientecomo 1 es unmáximo ÉI µ a esdecreciente

Puntos deinflexión Calculamoslos cerosde la segundaderivada f x 0

g x o X 2 0 X 2 es un posible punto de inflexiónex

8 X 0 es condiciónnecesaria perono suficiente Paraconfirmarque se trata de
un punto de inflexión debemos comprobarque f X 70
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2 X 28 y f 8 ez

er cxi iefef.fi
Y 2 0 luego 2 es un punto deinflexión

Curvatura Intervalosdeconcavidad y convexidad

f x q Tenemos un punto de inflexión en X 2

Debemos considerar losintervalos L ao 2 2 a

Comohay un máximo en 1 E l o 2 en esteintervalo la funciónes

Para averiguar cómo es la función en los otrosintervalos nos basamos enque ala izquierda y a la derechahaypuntosde inflexión
Como en 2 hay un puntodeinflexión en XE 2 a f X es U
Representación gráfica

fl x no esperiódica como una función trigonométrica

pl N eE x é f lo fl x fl xd No essimétrica

Puntosde corte con losejes x o y eI f 0 corte en lo o

máx P l

corte

P I X 2

f 2 É e 0,271
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1k 80
Dominio Puntosdediscontinuidad Estudiamos los puntoscríticos
en paravalores negativos de

D 0,1 U 1 a O tal El
fin si lux O 1

Noestá definida para Oe l D
Asíntotas

fin fw a fin gol a la recta x 1 es una asíntotaverticala 1

En estafunción el cálculode límites requiere de la reglade L'Hospital
que estudiaremos el próximo curso

fija fl xd b fijo no nohay asíntotahorizontal

Lhospital
Veamos sihayasíntotasoblicuas

m fijo fijo 1 f O nohayasíntotaoblicua
n final farmxd

Extremoslocales Calculamoslos cerosde la primeraderivada
8CH I h

en en xp lux 2

Debe cumplirse la condición f O tu X 1 O en 1 e
Caracterizamos losextremos con la segunda derivada

lux 1 Ellaxp lux 1 2 k
8 O 80

f e te10 luego en X e hay un mínimo
81e f e luegoel mínimo está en el punto e e
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Intervalosde crecimiento y decrecimiento Calculamos elsigno de la primera derivada

Hay un extremo local en e mínimo Hay una discontinuidad en p

Debemos estudiar losintervalos 10 1 1 e le 1 a

Como x e es un mínimo
En l l e es decreciente

En e t a es creciente

Aún no sabemos qué ocurre en 10,1 Para averiguarlo observamos el signo
de la primera derivada en cualquierpuntodelintervalo porejemplo É
Si f x d 0 f es creciente en la 1

si 84 1 Co f es decreciente en
t t

f E lujen 0 luego 80 es decreciente y en los1

Puntos deinflexión Calculamoslos cerosde la segundaderivada f x O

f lo Ü o 2 lux o lux 2 x é

X el es un posible punto de inflexión

8 X 0 escondiciónnecesaria perono suficiente Paraconfirmarque se trata de
un punto de inflexión debemos comprobarque f X 70

8 lo joo Ü xtlnxt lr lnxllduxp.si f
x Quxp

slnx zlnxtllnxf6 3h.MX
x2 lux x2 lux

f 0 luego é es un punto deinflexión

flea E Ei el puntodeinflexiónestá en lee
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Curvatura Intervalosdeconcavidad y convexidad

FlN Tenemos un punto de inflexión en él y discontinuidad en 1

Debemos considerar losintervalos 10,1 1 él le a

Comohay un mínimo en e E ll er en esteintervalo la funciónes U
Para averiguar cómo es la función en losotrosintervalos nos basamos enque ala derechahay un puntode inflexión
Como en é hay un puntodeinflexión en XE etta f es

Para averiguar cómo es la función en lo 1 observamos elsignode la segundaderivada

Si f l d 0 entonces fix es convexa curvatura positiva
Si Élxd s o entonces fix es cóncava f curvaturanegativa

f x probamos con te C 0 1
enxp

8 É so luego fix es en 10,11

Representación gráfica

fl x no esperiódica
Xpl N

No essimétrica si
min

Puntosde corte con losejes
X o Lafunción no

estádefinida
y o o

Nohaypuntos de
corte conlosejes
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fy ftalftlallx Ecnaa.cn de latangente en el punto Pla flat
Gtx x 5 2

a 2 ft 2 212 51 2 2 4 10 2 8

f CH 2 5 f l 2 21 21 5 1

Y 8 1 X 2 X 12 ec punto pendiente

Enesteproblema la ligaduraes of Xf 2

jul X2 4 3 f x O

4 3 0 4ME4 3 0,2
p e 0,2

f 1 Es 21 311 1 12 Es Mayor
y O 1 Menor

812 8 6 1 f 1

Mínimo 0,1
Máximo 1

Compruebo f X 2X 4

jul 1 2 TO Esmáximowww.yo
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Dfw IR

Calculamos la derivada
Hayque1 si xd 1 comprobar

sin.la 2

2 a
Sóloquedaestudiar quéocurre en lospuntoscríticos y defrontera siendo
en este caso 1 y x 2 Enelrestodeldominioesderivable Unacon
diciá necesaria no suficiente1 es que f ra continuaesesos puntos luego
debencoincidir loslímiteslaterales La segunda condiciónquedebecumplir
es quecoincidanlasderivadasporlaizquierday porladerechai f f f Xt

ftp.flxl fig 80 5 a b ftp.sfjma.flxl fjma.flxl fal

f ll l f ll t a flat flat
ftp.flxl fig 80 2a b 4 a c f14 2a b2 2

f 12 1 f I a 4 a

a 1 b 5 a 4
a 4 a a 0 encontradicción

El sistemanotienesolución a bc paraque f sea derivable en 1 y2

1 si x e t E IR 1,2
8W a 2

Df x IR 1,2 derivabilidad2a x

✏
 Actividades de derivabilidad de funciones a trozos
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ftp.lkx sli s flol
him X 3 5 g
X o

jales continua en O

si Xf 0jo f 3 si x so

f 10 1 f Ot K 3.0 3 3
f l l k floescontinua

ft 3 2 z
k 3 y suave derivable

en O

fija flxt fjma.flxlfalftal ftalfjz.flxlfijz.flxl.pk
ftp.lmx 51 himlnx x11xoz

2m 5 4n 2 1
2m 14 4h 1

m si Xf 2
FlN en si xd 2

flik 8kV m 2h X 11

g i f 12 1 m 4N 1 2

Resuelvoel sistema 1 y 2
2m 4 4h
m 4h p 2 4h 1 4 Un m 4h 11 41 11

8h 21 4 4h m 6 1 5
4h 6
n
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C ao 0 fjma.flxl fjma.PH fla
0,2
a f flat

Continuidad Vamos a estudiar lospuntoscríticos frontera o y x L

O bin X2 12 2 flo
o b 2 b 4

fino axtb

bX2limax b 2a b z.at4 f 2 zat 4 2 2a 14 2
2

lim z 2a 2 a 1
21

Si b 4 la función fed es continua en X 0 y si a 1 es continua en 2

Veamos sihayalgúnproblema dedominio con amb X 14

14 O 4 X 4 y no hayproblemaporque el intervalo 10,2 4

Derivabilidad 2X si X 0
a

Vamos a calcular laderivada f a a b si O 2 f lá flat Derivabilidad

1 si X 22 2

O f Ó f Ó 2X a O a a O 1 Nocoincidecon
2 ax b y 2 b elresultadoanterior

o Noderivable

2 ft HI a a b
a sí elevamosal cuadrado

y a 21 4
2 b 4

ahí La 2a 14 a2 2a 4 0 a 2 4 4,2141 2 6
2

4 4 1
válida

si lo 4 y si a 1 f x es continuayderivable en 2

Escontinua pero no derivable en 0
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a f da 3 2 29 5 0 en X 1 condicióndeextremo

3.12 29.1 5 0 La 5 0 3 2a 15A O

2a sa 3 0 a 5 25 4 1 C 3 5 7
3 Comprobación

2 2 4 _1 3 f f la 232

Veamos si esmáximo con la 2aderivada Tiene queverificar f 1 O Máximolocal

f X la 6x 2a Si a 3 f 1 2 1 2 3 O Máximolocal a 3 cumple

si a f 41 6 1 2 f f O Máximolocal a tu cumple
b Si a 3 FlN 1 3 3 45 103 g6 36 4 1 5 6 4f X2 6 5 0 X 2 2 1

f 2 6 f 2 5 6 O Mínimolocal

CondiciónD I f O 2X 6 O X 3 P.t PI

Es un puntodeinflexiónporque la curvatura cambia 3 1 3 5
Máx Min

Crece l ao 1 U s a Decrece 1,5

Veamoslascoordenadas
1 1.13 3.12 5.1 10 37

3 3

f s 1.53 3.52 5.5 10 5
3 3

f 3 33 3.32 5.3 10 7

Máximolocal 1

Mínimolocal S E
Puntodeinflexión 13,71
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a Lafunciónpasaporlospuntos 0,0 1 1 ycumple la condicióndeextremo f 1 0

f x a bit C

f O a031bO 1C O C O

f 1 a13 b1 1C 1 a b 1C 1 a b 1 1
O

fCx 3AX2tb

f 1 3 a12tb O 3A tb O 2

Resolvemos el sistemaformadopor 1 y a
a b La 1 a
a tb 1

b 1 a 1 b

Laformafinaldelafunción es f x

b Tipodeextremo f'Cx x2_

f X 3 X f 1 3 O Mínimolocal en El
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3 

PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN 

11. Halla dos números reales positivos cuya suma sea 20 y de forma que la suma del cuadrado del mayor y
del doble del menor sea mínima. 

12. Hallar dos números que sumen 18 y que su producto sea máximo.

13. Se lanza verticalmente una pelota. Su ecuación de movimiento es donde s(t) se 
expresa en centímetros y t en segundos. 

a. Identifica, desde el punto de vista físico, qué representan los números 6 y 48.
b. ¿Con qué velocidad inicial se lanza la pelota?
c. ¿En qué instante la pelota empieza a descender?
d. ¿Cuál es la altura máxima a la que llega?
e. ¿Cuánto tiempo está la pelota en movimiento?
f. ¿Qué velocidad lleva la pelota en los instantes t = 3 s y t = 7 s ? ¿Por qué son de distinto

signo?

14. Analiza en un movimiento de tiro parabólico, cuál es el alcance y la altura máxima. ¿Para qué
ángulo de tiro es el alcance máximo? 

15. Dispongo de 400 m de tela metálica para cercar un rectángulo de terreno. ¿Cuánto deben medir los
lados del rectángulo para que el área encerrada en la cerca sea la máxima posible? 

16. Halla los valores de las constantes a, b y c para que la parábola pase por 
 y tenga un mínimo relativo en el punto . 

17. Halla las dimensiones de una caja sin tapa en forma de paralelepípedo de base cuadrada y de 192 cm2

de área total para que el volumen sea máximo. 

18. Con 4 metros de alambre se desean construir un círculo y un cuadrado. ¿Cuánto alambre hay que
emplear en cada figura para lograr que entre ambas encierren el área mínima posible? 

19. Dado un cilindro de volumen 4 m3, determinar sus dimensiones para que su área total sea mínima.

20. Una lata cilíndrica de refresco tiene un volumen de 333 cm3. La chapa utilizada para las bases es el
doble de cara que la utilizada para la cara lateral. Calcula las dimensiones de la lata para que el coste de 
fabricación sea el menor posible. 

21. ¿Qué puntos de la gráfica  están más cerca del punto ? 

s(t)= −6t2 +48t

f (x)= ax2 +bx + c
		P(−1,20) 		Q(3,12)

y = 4− x2 		P(0,2)

Solucionario
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Sean e y losnúmeros
X y 20 es la ligadura o restricción

Supongamosque Of Xf y Cx esel menor

Calculadónde y si 2 20 X 10 es elvalormáximo de
El valor mínimo de es x 0 Luego debohallarlosextremos
absolutos en el intervalo 0,101

La funciónobjetivo quequeremos maximizar es 5 y 2 12 42 4 2
Sustituimos la ligadura en la función

Y 20 X S 20 XP 4 2 400 40 1X2 4 2

S 5 2 40 400

Para encontrar los extremos hallamos los ceros de la primeraderivada

SCH SIN 10 40 s G O X 4
comprobamos elvalorde yi y 20 4 16
Efectivamente i y y esmayor
La suma es 5 4 5 42 404 400 320
La derivada segunda me permite comprobar si es un mínimo
s x 10 10 luego la suma es un mínimo relativo
Tenemosquecomprobar la función en los extremos 0,10
S 5 2 40 400

S O 400

S yo 5.100 40.10 400 500

5141 320 eselmínimo absoluto
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Sean e y losnúmeros
y 18 es la ligadura o restricción

La funciónobjetiva quequeremos maximizar es D y
Sustituimos la ligadura en la función

Y 18 X

P x 18 18 x x2

Para encontrarlosextremos hallamos los ceros de la primeraderivada
p x Xx 18 2X O 9 p 81

y 18 18 9 q
la derivadasegunda P x 2C 0 luegoefectivamentees un máxima

a s t es la ecuaciónde la trayectoria s so v t at GET48T
o 48 unIs a 6 a 12 cm152

b la velocidad instantánea v 12T 48 No 48cmIs
c Comienza a descender cuando O

t 12T 48 O t 4s

d s t SÍ 148t i s 4 6 42 48.4 96cm
e Tarda lomismo ensubirque en bajar t 8s

f 3 123 48 12 am s
t 127 48 36curls

Nota La aceleración a d ddtf 12T148 12 abr
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Laecuaciónpararesolverel alcancemáximode untiro parabólico enfunción delángulo de lanzamiento
vienederesolverelsistema

X v cos x t

y v serrat f g te
Alcancemáximo
Calculo t paray o y sustituyoen
Lasoluciónes Funciónobjetivo

máx X
re senza
g Alcancemáximoparadistintosángulossiendo V elmódulodelavelocidadinicial y losángulos complementariostienenelmismoalcance

y laaceleracióndelagravedad

Lafunción Xmáx X dependedelánguloyserámáximacuando secumpla lacondicióndeextremo i

d d re senza vXmáx X g 2 cos 22 cos 22da da q
luego 22 2 n 1 s n C Elvalormínimoquecumple la condición n

2x ó 45 Logramos un alcancemáximo yóptimo con esteángulo2
a a

la 21derivada en es ddag 2 ws 2x g 2 2 senza

2
Evaluamos la 2aderivada en g

Sen2 Esmáximo QED

Alturamáxima y v serrat 1 g te Ecuaciónde la altura Funciónobjetivo

y A D8 v sema g t velocidad La condición de extremo es y Adt
send

v sema g t t
g

sustituimos en la ecuaciónde la altura

y son v su 1 v seux v2sería
g a 8 g 2g

Parasaber si es máximocalculamos la segunda derivada

d v2sería
y A de g 0 aceleración Es unmáximo Ymáx 2q

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
 
 
 

n El perímetro L 2b 2h 2lb h cc ligadura
El área A b h funciónobjetiva quedeseamos maximizarb

Despejouna variablede la ecuacióndeligadura b É y la sustituyo en la
función a maximizar esdecir elárea

A b h É eh Eh tí Derivamos A carrespecto de la variablehi

A ddt 2h A o 2h o 2h h

Calculamos lo É tf E
Portanto h b tq i la solución óptimapara un áreamáxima es un cuadrado
Comprobamos si se trata de un máximo a travésde la derivada segunda

A daA A

adn 2h 240 portanto elvalordeláreaes máximo

En nuestrocaso Le400m b h 100in

El área máxima A 100m 100m 10 m2

841 pasapor Pl 1,20 fl 1 a b c 20 1
Extremo en Q 3,121 En 3 f x 0

pts1 12 9a 3b c 12 2

f l N 2 a b o en 3 6 a b O 3
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Resolvemos elsistema a b c 20 8
X4

nl I
b 6a 6 3

C 20 a b 20 E 3
40 1 33g

La condición de extremo es que fCH 0 y f x O en 3

8 x 2 a 2 O En 3 hay un mínimo

fly É x 3 x
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sintapa
ligadura o restricción

A x y 4 1 X 192 Área limitada

Funciónobjetivo

Altura y V base altura X y Maximizar

Xy 4 X 192 en la ligadura despejamos una

variable en funciónde la otrabase
y
192
4X

f y x2 1924,5 192 192
4

Derivamos paraque seaextrema

x dvd 14 192 3 2 0 Condiciónde extremo

192 82192 3 2 0 X 8cm y 4cm4 8

x d 14 f 6x Veamos si es máximo en la 21 derivada

8 8 O en X 8cm hay unmáximo

El volumenmáximo VK.gl X2Y 82.4 256cm3

Para asegurarnos deque es unmáximo absoluto vamos a analizar los casos extremos

Si y O entonces 1924 O 192 X O X 192 e 13,86comomáximo

XE 0 192 Comprobamos los bordes del intervalo
192X X3

4 V O 0 1921 0

luego el máximo absoluto se alcanza en 8cm y 4cm con unvolumen V 256cm
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Ligadura o restricción

4 l t 21T r 4 m

p
Casos extremos

41 4 O e re 2
T

Os le 1 2T r 4
l

Funciónobjetivo A l Ti r

4L 4 zar l 4 42 r 1

A la x r 1 ftp.r 1 Tir Y Ir Mínima

A r DA O sur x ser Ti rt IT 2r r t 21T Ti Odr

r.LI 2tY T r 2 1 r 2 x 0,28 mI 12 Tl 4
2

A r día 2x O r 0,28M hay unmínimodr

l 1 0,56 m A l t I r2 0,562 TI 0,282 0,56m2

Para asegurarnos dequees un mínimoabsoluto vamos a analizar los casos extremos

Si le 0 entonces 1 r O 1 r comomáximo
2

RE 0 fi Comprobamos los bordes del intervalo

A l Ti r 1 x r Al01 1m2 A f O TI a 1,27in

luego el mínimoabsoluto se alcanza en l 0,56 m r 0,28 m con un A 0,56m2
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El área del cilindro consiste en dos caras Tir
circulares y el lateral rectangular
A r h 2 r t 2Trh Funciónobjetivoque h h

queremos minimizar r

r h 70 positivos r

I r 2Loscasos extremos rio ó h O son absurdos

El volumen V Mr h 4ns Ligadura o restricción

Despejo la altura h ra i
sustituimos en la funcióndeÁrea

A r 2T r t 2M 2Tr t

Derivamos paraencontrarlosextremos

AYN ddt 4 r f o 4 ir fa r r e 0,86ns

Compruebo eltipo de extremo con la segundaderivada

A r DÍ 4T Er Tir A 0,86170 es mínimo

Sustituyendovalores h ra e 1,72in coincide coneldiámetro dobledelradio
A r h 2T r t 2 rh m2

Área lateral 2x rh Áreabase r2 Volumen ir2h
Costa C 2x rh 4 r Funciónobjetivaque queremos minimizar

doblecostade la suma de las 2 caras h

Tir2h 333 Ligadura o restricción r

h 7 2 C 2 3 4Tir 6 4Tr
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Derivamosparaencontrarlosextremos C r d 6 1 8 ir O

8T r 6 r3 68 r 3 6 a 2,98 cm h

h 2 a 11,94 cm el artede fabricaciónde la lataes
elmínimoconestasproporciones

C r tiff 8T O Mínimo Puedeverificarse queuna 2 r
lataestándar loverificadeformaaproximada lafuncióndecostarealesparecida r

coordenadasdelospuntos la distanciaeselmódulodLAB XbKatt YbYatAkaYa y BOBYb del vector AB

En nuestro problema vamos a calcular la funcióndistancia entre P y cualquierpunto x y
de la gráfica H y 0,2 H y 2 siendo ladistancia elmódulo

d X g y 212 Funciónobjetivo que deseamos minimizar

y 4 X2 ligadura a restricción Yatenemosdespejada una variable enfuncióndela otra
Sustituimos y en la Funciónobjetivodemodoquedependade una solavariable

D X X2 4 x2 2T X2 2 x2 f X2 14 4 2 1 4 3 2 4

d X
2
4 3 6 0 Condicióndeextremo 4 3 6 O X 4 2 6 0
4 3 2 4

Tenemosposibles extremos en X 0 4 2 6 0 X

Evaluamospuntosal azar encadaintervalo y estudiamos la monotoníacon elsignode lata derivada
Máx

d f 2 O MÍ MÍ Tenemos dosmínimos

d f 1 O 2 3 1 O 1 3 2 en
2 2

d 1 O y 4 x2 y 2
2d 2 O 4 2 4

Lospuntosmáscercanos a PCO 2 son

1 i Irt it
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