EBAU Extraordinaria 2023 Matemadticas Il en Asturias

Prueba de evaluacion de Bachillerato para el
acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2022-2023

MATEMATICAS

> Responde en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificaran con un méximo de 2.5 puntos.

> Indigue en el pliego del examen la agrupacion de preguntas que respondera:
agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos conllevaran la anulacion de
la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s).

1 -1 a
Problemal.SeaacRyP=l1 1 O
0 2 -2

(a) (0.75 puntos) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Paraa = 1 ;existe P~1? En caso afirmativo calculala.
(c) (0.75 puntos) Para a = 1, calcula det(M) sabiendo que PM = M2,

Problema 2. Dado a IR, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:
X—y+az=-1
2X+Yy =1
y+ 2z=1
() (1 punto) Discute el sistema segun los valores de a.
(b) (0.75 puntos) Resuelve el sistema para el caso a = —3 si es posible.

(c) (0.75 puntos) Encuentra, en caso de que exista, un valor de a que verifique x = 1. Calcula la
solucion en ese caso.

XX+ A :
Problema 3. Sean ABeR y f(x)= B 1’ Se pide:
X_

(a) (0.75 puntos) Calcular A'y B para que la grafica de la funcion pase por el punto (0,—3) y tenga un
extremo relativo en x = —1.

(b) (1.25 puntos) Para los valores de A = 3y B = 1, estudia si la funcion tiene asintotas y extremos
relativos.

(c) (0.5 puntos) Para los valores A=3y B =1, y basandose en los resultados obtenidos en el apartado
anterior, realice un esbozo de la funcion.

Problema 4. (2.5 puntos) Se considera la funcion f (x)= xe?* . Se pide:

(a) (1.5 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (0,—1). (Sugerencia: Puedes
utilizar el cambio de variable t = 2x?)
(b) (1 punto) Calcula el area encerrada por la grafica de f, las rectasx =0y x = 1.
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Problema 5. Sea s la recta de ecuacion x—2 = y_—12 =z Yy larecta que pasa por los puntos
A=(1,0,1) y B=(2,1,2).

(@) (1 punto) Indica la posicion relativa de r y s.

(b) (0.75 puntos) Calcula el plano paralelo a r y que contiene a s.

(c) (0.75 puntos) Calcula la distancia entre las rectas r y s.

Problema 6. Dados los planos 7=x+y+z=3, 7’=x+y =3 y el punto A=(2,1,6)

(@) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los planos Ty ",
(b) (1 punto) Calcula el punto P de m tal que el segmento AP es perpendicular al plano .
(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano .

Problema 7. Una imprenta compra la tinta a dos empresas distintas. En la empresa A compra el 60%

de sus pedidos, y el resto a la empresa B. Se observa que el 1.6% de las cajas de tinta de la empresa A

llegan con defecto, mientras que de la empresa B s6lo el 0.9% son defectuosas. Se toma una caja al

azar:

(a) (1.25 punto) Calcula la probabilidad de que la caja sea defectuosa.

(b) (1.25 puntos) Si la caja seleccionada no es defectuosa, calcule la probabilidad de que se haya
comprado a la empresa A.

Problema 8. Las calificaciones de la asignatura Analisis Matematico | de la Facultad de Matematicas

siguen una distribucién N(5, 2).

(a) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota mayor o igual
que 7.5.

(b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota entre 3y 5.

(c) (1 punto) Se modifica sistema de ensefianza de forma que la desviacion tipica ahora es 1.5y la
probabilidad de obtener una nota menor o igual que 6, sea 0.52. ;Cual seria la nueva media? ¢Ha
funcionado el sistema aplicado?

« Algunos valores de la funcion de distribucién N(0, 1) son: F(x) = P(Z < x), F(0) = 0.5,
F(1.25) = 0.8944, F(0.05) = 0.52, F(0.52) = 0.6985, F(0.8944) = 0.8133, F(1) = 0.8413.
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SOLUCIONES:
1 -1 a
Problemal.SeaacRyP=[{1 1 O
0 2 -2

(a) (0.75 puntos) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Paraa = 1 ¢existe P12 En caso afirmativo calctlala.
(c) (0.75 puntos) Para a = 1, calcula det(M) sabiendo que PM = M?2,

@
1 -1 a
|P|:1 1 0|=-2+0+2a-0-2-0=2a-4
0o 2 =2

El rango de P es 3 si su determinante es no nulo.
IP|=0=2a-4=0=2a=4=[a=2|

Si a = 2 el determinante de P es no nulo y su rango es 3.

Sia = 2 el determinante de P es nulo y su rango no es 3. Averiguamos su rango.

1 -1 2
P={1 1 O
0 2 -2

¢Elrango de A es 2?
Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 y calculamos su
determinante.

1=1+1=2%0
11

Sia=2elrango de P es 2.

Resumiendo: Si a=2 elrango de Pes3ysia=2elrango de P es 2.

1 -1 1

(b)Paraa=1lamatrizPqueda P=|{1 1 0 |ysudeterminantevale?2-1-4=-2 =0, por

0 2 -2
lo que existe la inversa de P. La calculamos.

1 1 0 1 2 -1 2| |-1 1

Adi[-1 1 2 ‘0 —2‘ _‘1 —2‘ ‘1 0‘
F,_1=AdJ'(PT)= 1 0 2) -1 _‘1 o‘ ‘1 0‘ _‘1 1‘
|P| -2 2| 10 -2 p -2 10

10 1 0 |1 1

AR v
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2 0 -1y (1 0 1/2
Pty o 1|-|-1 1 -2
2 2 2) .11

(c) Aplicando las propiedades de los determinantes tenemos que:

M| %0 [P|=|M| > [M|=-2
[PM|=[M?|=>|P|{M|=[M[" = [P|{M|=|M|M|= {0
IM|=0

El determinante de la matriz M vale 0 0 —2.
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Problema 2. Dado a R, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:
X—y+az=-1
2X+Yy =1
y+ 2z=1
(@) (1 punto) Discute el sistema segun los valores de a.
(b) (0.75 puntos) Resuelve el sistema para el caso a = —3 si es posible.

(c) (0.75 puntos) Encuentra, en caso de que exista, un valor de a que verifique x = 1. Calcula la
solucion en ese caso.

1 -1 a
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A={2 1 0|y lamatrizampliada es
0o 1 2
1 -1 a-1
A/B=|2 1 01
0 1 21

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 -1 a
|A=]2 1 0|=2+0+2a-0+4+0=2a+6
0O 1 2

|A=0=2a+6=0=2a=-6=[a=—3

Analizamos dos casos por separado.

CASO 1. Sia #-3.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién).

CASO 2. Sia=-3.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el sistema
utilizando el método de Gauss.

Fila22 — 2 - Fila 128
1 -1 -3-1

2 101
AIB=|2 1 0 1|2y, , ¢, =N
01 21 0 3 6 33— NuevaFila2?
Fila2® — 3 - Fila 3 — N
1 -1 -3-1 o 3 6 3 1 -1 -3-1
=0 3 6 3|20 5 o 4 —=|/0 3 6 3
01 21) 1570 0 0-Nuevafilaze| |29 00

A
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El rango de A es 2, al igual que el de A/B, pero es menor que el namero de incognitas (3).
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para a = -3 el sistema es compatible indeterminado. Hallamos sus soluciones a partir del
sistema triangular equivalente obtenido en el apartado anterior.

1 -1 -3-1
X-y-3z=-1 X-y—-3z=-1
0 3 6 3 |= = =
3y+6z=3 y+2z=1->y=1-2z2
0 0 0O
X=A
=>Xx-1+2z2-3z=-1=x=2=>|Ky=1-24, 1€R
=1

c) Sia=-3en laexpresion de las soluciones obtenida en el apartado anterior tomamos A =1y
x=1
la solucidn del sistema queda < y=1-2=-1
z=1
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X2+ A

Problema 3. Sean ABeR y f(x)= 3
(a) (0.75 puntos) Calcular A'y B para que la grafica de la funcion pase por el punto (0,-3) y tenga un

extremo relativo en x = —1.
(b) (1.25 puntos) Para los valores de A =3y B = 1, estudia si la funcion tiene asintotas y extremos

relativos.
(c) (0.5 puntos) Para los valores A =3y B =1, y basdndose en los resultados obtenidos en el apartado

anterior, realice un eshozo de la funcion.

Se pide:

(a) Si la grafica de la funcion pasa por el punto (0,—3) entonces f(0) = -3.

1;(X)_x2+A 024 A
"~ Bx-1!=>-3= hl :>—3=—A:>
f(O):—S B-0-1

Si la funcidn tiene un extremo relativo en x = —1 entonces f * (-1) = 0.

2x(Bx—1)—(x*+3)B _ 2Bx’-2x-Bx’-3B _Bx*-2x-3B
(Bx—1)’ (Bx—1)’ (Bx—1)’

F(x) =232 £(x) =

B(-1)"—2(-1)-3B B+2-38 _,_ 2-2B

f(-1)=0= 5 =0——F=0—5=0=
(B(-)-1) (-B-1f  (-B-Y)
—2-2B=0=-2B=-2=[B=1
Los valores buscados sonA=3yB = 1.
i x*+3
(b) Para los valores de A= 3y B =1 la funcién queda f (x)= 1
X_
Ya tiene un punto critico en x = —1, visto en el apartado anterior.
Averiguamos si tiene alguno mas.
, X* —2x-3
FX)=——| |,
(x-1)° t=>x*-2x-3=0=
f’(x)=0
2+4
2+ (-2 —4(1)(- — T8=X
22 -4)(-9) 214 |7
2 2 2-4
—=|-1=X
2

Comprobamos si son maximos 0 minimos sustituyendo en la segunda derivada.
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, x?—2x-3 .
f (X):W:> F(

X) =

(2x—2)(x—l)2 —2(x—1)(x2 —2x—3)
(x-1)

(2x—2)(x-1)-2(x* —2x-3)

£ (x) =

(-1
(-2-2)(-1-1)-2((-1 -2(-1)-3)

—=-1<0— Maximo

(=)

(-1-1)°

(6-2)(3-1)-2(3*-6-3)

=1>0— Minimo

£ (3) =

e}

La funcién presenta un maximo en x =

Hallamos sus asintotas.

x?+3
x-1

El dominio de la funciéon f (x) =

Asintota vertical. x = a
¢ x=1 es asintota vertical?

o | o

—1 yun minimo en x = 3.

es R—{1}.

2
lim £ (x)=lim >3 =2 o,
x—1 x> x—=1 0
x =1 es asintota vertical
Asintota horizontal. y = b
2
X 3 3
. Cx2+3 . et g g0
lim f (x) = lim =limX X —|im—X - © _ -—=
X—>0 () X—>0 X—l xawl_i anol_i l_i 0_0 0 ®
x> x° X X2 oo o
No tiene asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx-+n
x?+3 x2+3 1+3
- f(x o1 X2 2t 2
m— im0 _ ji X1 I|mX2+3:I| —X =lim—2 0y
¢ X—»00 X x>0 X% — X X_mxi_l X—»00 1_& ]__0
x? X X
2 2 2
n=fim (  (x)=mx) = lim| X33 | 2 fjm X E3TX X i X3
X—>0 X—>00 X _1 X—>0 X — x—o X _1
X 3 3
3 M 140
=lim =lim—>=—-=
X—”Oi_l x—ml_l 1_0
X X X

y = x+1 es asintota oblicua.
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(c) Obtenemos una tabla de valores y dibujamos la gréafica de la funcion.

x| y= x> +3
x—1
-2 -71/3
-1 | -2 Maximo
0 -3
2 7
3 | 6 Minimo
4 19/3
Al}, ./.
19 N XT3
n Sx)= o p
S
8 ,/
i Mininio

~Asintota oblicua

- H

.~ Maxio

. Asintota vertical
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Problema 4. (2.5 puntos) Se considera la funcién f (x)=xe*" . Se pide:

(a) (1.5 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (0,—1). (Sugerencia: Puedes
utilizar el cambio de variable t = 2x?)

(b) (1 punto) Calcula el &rea encerrada por la grafica de f, las rectasx =0y x = 1.

(a)

Cambio de variable

F(x):jf(x)dx:jxezxzdx: 2x% =t — 4xdx = dt :Jxe‘%dt:%je‘dt:%et: %eZXZ+K
dx:idt
4x

Como la primitiva pasa por (0, —1) se debe cumplir F(0) = —1.

Sl o gt iko gk 0
4 4 4 4

La primitiva buscada es F (x)= %ezxz —%.

(b)Averiguamos los puntos de corte de la grafica con el eje de abscisas (y = 0).

1“(x):xe2Xz
y=0

}:> xe?* :O:>{ezX2 ¢0}:>

Como el punto de corte esta en una de las rectas el area se calcula como la integral definida
entre 0 y 1 de la funcién.

1
Area = Jj xe2 dx = E e } =

0

_| Lo || Lee |_(Lea 115972
4 4 4 4
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Problema 5. Sea s la recta de ecuacion x—2 = y_—12 =z Yy larecta que pasa por los puntos

A=(1,0,1) y B=(2,1,2).

(@) (1 punto) Indica la posicion relativade r y s.

(b) (0.75 puntos) Calcula el plano paralelo a r y que contiene a s.
(c) (0.75 puntos) Calcula la distancia entre las rectasr y s.

(a) Hallamos la ecuacidn, el vector director y un punto de la recta r.

A(LO1)er| A(LOL)er x=l+4

= _. __. =>r=qy=4 ,1eR
B(212)er| v,=AB=(212)-(101)=(111) S =142
El vector director de la recta s = X%Z = y_—12 =§ es U, =(L-11).

Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales, por lo que las
rectas no son ni paralelas ni coincidentes.

u=(L-11)] 1 -1 1
17171

Las rectas se cortan o cruzan. Determinamos su posicion relativa calculando el valor del
producto mixto [us,\z,ch , siendo C un punto de la recta s.

_ SoFE—#=
v, =(112)

s=X"2_Y"2_2_ (2,20
1 1

AC =(2,2,0)-(1,0,2)=(1,2,-1)

u,=(1-11) 1 -1 1
v =(111)  t=[u.v AC]=fl 1 1|=-1-142-1-1-2=-40
AC=(12,-1) 1 2 -

Al ser este producto mixto no nulo las rectas se cruzan (rectas no paralelas sin punto en
comun).

(b) El plano paralelo a r y que contiene a s tiene como vectores directores los vectores directores
de las rectas y contiene el punto C(2,2,0) de la recta s.

G:Jsz(l,—l,l) X-2 y-2 z
v=v,=(111) t=z=l1 -1 1=0=
C(2,20)erx 111

:—x+2+y—2+z+z—y+2—x+2:0:>—2x+22+4:0:>|7zsx—z—2:0|
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(c) Ladistancia entre las rectas r y s que se cruzan es la distancia de un punto de la recta r al plano
mt hallado en el apartado anterior.

7=X-2-2=0

=d(r,s)=d(r,7)= )= f1-2 2
A e e A

_[V2 u
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Problema 6. Dados los planos 7 =x+y+2z=3, 7’=x+y =3 yel punto A=(2,1,6)

(@) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los planos Ty .
(b) (1 punto) Calcula el punto P de m tal que el segmento AP es perpendicular al plano .
(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano Tt.

(a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r interseccion de los planos my .

X=A1
T=X+y+2=3 X+y+2=3
r=, = =>X+3-X+2=3=7=0=>r=y=3-41
T=X+y=3 y=3-X 220

r

{a:a,-l,o)

P (0,3,0)
Un vector director de larecta r es u, =(1,—1,0) y un punto es P, (0,3,0).

(b) Siel segmento AP es perpendicular al plano = el vector AP debe tener coordenadas
proporcionales al vector normal del plano.

r=x+y+z=3=n=(111)
a-2 b-1 c-6
= = f—

. 1 1 1
AP|In
a-2 b-1
T 1 a-2=b-1 f[a=b+1
-1 1 = =|P(b+1b,b+5)
b-1_c-6 b-1=c-6 c=b+5
1 1

El punto P pertenece al plano m por lo que cumple su ecuacion.

P(b+1,b,b+5)e7r

}:>b+1+b+b+5=3:>3b=—3:>b:—1:> P(0,-1,4)
T=X+Yy+2=3

(c) Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto A. Después, determinamos el
punto M de corte de recta y plano. Dicho punto sera el punto medio del segmento AA". El

punto A" buscado lo obtendremos sumando al punto M el vector AM .
La recta perpendicular al plano que pasa por el punto A tiene como vector director el vector
normal del plano.

— - X=2+1
v, =n=(111)

=>r=qy=1+41
A(2,1,6 er 7 =641

13de 16


http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2023 Matemadticas Il en Asturias

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

X=2+4
r=sy=1+41 -6
=2+ A+1+A+6+1=3=231="6=2>1=—=-2=
z=6+41

T=X+Yy+2=3

x=2-2=0
=1iy=1-2=-1=>M(0,-14)
1=6-2=4

Hallamos el punto A”.
AM =(0,-1,4)—(2,1,6)=(-2,-2,-2)

A'=M +AM =(0,-1,4)+(-2,-2,-2) =(~2,-3,2)

El punto simétrico de A respecto del plano es A"(-2,-3,2).
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Problema 7. Una imprenta compra la tinta a dos empresas distintas. En la empresa A compra el 60%

de sus pedidos, y el resto a la empresa B. Se observa que el 1.6% de las cajas de tinta de la empresa A

llegan con defecto, mientras que de la empresa B sélo el 0.9% son defectuosas. Se toma una caja al

azar:

(a) (1.25 punto) Calcula la probabilidad de que la caja sea defectuosa.

(b) (1.25 puntos) Si la caja seleccionada no es defectuosa, calcule la probabilidad de que se haya
comprado a la empresa A.

Llamamos A = “la tinta procede de la empresa A”, B = “la tinta procede de la empresa B”, D = “Las
cajas de tinta llegan con defecto”,

Realizamos un diagrama de arbol.

Defecto
Emprea A P(D/A) = 0.016
PIA)=06 Sin defecto
P(D¢/A) = 0.984
Dos empresas
Defecto
Empresa B \ P(D/B) = 0.009 A
P(B)=0.4 Sin defecto
P(D¢/B) = 0.991

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)=0.6-0.016+0.4-0.009 =[0.0132]

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(AnD®) P(A)P(D°/A) 06.0.984 [1476

- S = =0.5983
P(D°) 1-P(D) 1-0.0132 |2467

P(A/D®)=
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Problema 8. Las calificaciones de la asignatura Analisis Matematico | de la Facultad de Matematicas

siguen una distribucion N(5, 2).

(a) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota mayor o igual
que 7.5.

(b) (0.75 puntos) Calcula la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota entre 3y 5.

(¢) (1 punto) Se modifica sistema de ensefianza de forma que la desviacion tipica ahora es 1.5y la
probabilidad de obtener una nota menor o igual que 6, sea 0.52. ;Cuél seria la nueva media? ;Ha
funcionado el sistema aplicado?

+ Algunos valores de la funcién de distribucion N(0O, 1) son: F(x) = P(Z < x), F(0) = 0.5,
F(1.25) = 0.8944, F(0.05) = 0.52, F(0.52) = 0.6985, F(0.8944) = 0.8133, F(1) = 0.8413.

Sea X = Las calificaciones de la asignatura Analisis Matematico |
X =N(5, 2).
(a) Nos piden P(X >7.5).
X—u S 7.5-5
o 2

P(X>75)= {Tipificamos} = P( j: P(Z>1.25)=1-P(Z2<1.25)=

=1-0.8944 =|0.1056

Miramos en los datos
| F(1.25)=0.8944

(b)

Miramos en los datos
= F(O)=O.5 =0.5-1+0.8413=|0.3413
F (1) =0.8413

c) Tenemos X = N(y, 1.5). Sabemos que P(X <6)=0.52.

_ Miramos en los datos
P(X <6)={Tipificamos} = P(Z 361—5”):0.52:{ }

F (0.05)=0.52

6-—u
= £ -005=6-4=0.075=6-0.075= = |u=5.925
- “ “

La nueva media es de 5.925.
El nuevo sistema ha funcionado pues ha subido la nota media (de 5 a 5.925) y la dispersion de
los datos ha disminuido (2 a 1.5).
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