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Libros
{ — Aprende tanto la historia como muchas de las

curiosidades de los nimeros imaginarios con
An Imaginary Tale: The Story of <=1 , de Paul
J. Nahin. Se trata de una narracién muy entre-
tenida donde podras ver algunas de las apli-
caciones de los numeros complejos: desde las
leyes de Kepler hasta los circuitos eléctricos.
— En la publicacién Una Introduccion a los Nu-
meros Complejos (Universidad de los Andes,
2001) encontraras un primer capitulo dedica-
do a la historia de los nimeros complejos:
http://links.edebe.com/g48p

Web

Aprende sobre los numeros complejos con la
pagina web de la Universidad de Valladolid en:
http:/links.edebe.com/kdj

Peliculas

Proof, de John Madden (el director de Shakespea-
re in Love), gira en torno a la figura de un genial
matematico. En ella, uno de los personajes princi-
pales, Hal, tiene una banda de musica. Escucha
como suena su cancion titulada / (de imaginaria),
relacionada con los numeros imaginarios, y que
dura... jtres minutos de silencio!

EN CONTEXTO

Reflexiona durante unos momentos.
— ;Qué sabes sobre los numeros complejos?

— ;/Qué preguntas o inquietudes te surgen sobre
ellos?

— ;Qué te gustaria investigar sobre este tema?

La figura que aparece en esta pagina correspon-
de al conjunto de Mandelbrot, el mas conocido
de los conjuntos fractales.

— ;Qué es un fractal?

— ¢Qué relacion tiene el conjunto de Mandelbrot
con los nimeros complejos?

— Busca informacién en Internet sobre los con-
juntos de Julia. ;Qué relacion tienen con el
conjunto de Mandelbrot?

Maravillate con algunas de las fotografias que
puedes ver en el siguiente enlace y piensa qué
otros fractales puedes encontrar en la naturale-
za: http://links.edebe.com/jv7p.

N\
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BLOQUE 2
GEOMETRIA

1. Namero complejo

1.1. Conjugado y opuesto de un nimero

complejo

@ LENGUAJE MATEMATICO <

Los numeros complejos suelen re-
presentarse con la letra z.

A la parte real de un numero com-
plejo a la llamaremos Re(z), mien-
tras que a la parte imaginaria b la
llamaremos Im(z).

El conjunto de los nimeros comple-
jos se simboliza mediante la letra C.

@ FiJATE N

Los enteros (Z) son una extension
de los naturales (N) que admiten
soluciones negativas de restas.

Los racionales (Q) son una exten-
sion de los enteros que incluyen co-
cientes no exactos.

Los reales (R) son una extension de
los racionales e incluyen los irracio-
nales, numeros que no pueden ex-
presarse como un cociente de
enteros, como mt, /2 0 el numero e.

Complejos C

Imaginarios | Reales R

Irracionales | Racionales @

Fraccionarios Enteros /7
Enteros 0 Naturales

negativos Cero N

Relaciones entre los conjuntos numé-
ricos

— ¢Coémo definirias los complejos?

@ Ejercicios y problemas
3ab

1. Namero complejo

Sabemos que la ecuacion x2 = -4 no tiene solucion, pues no existe ningiin nime-
ro real cuyo cuadrado sea un nimero negativo. Sin embargo, podriamos expresar

la solucion como x = /-4 = Ja -1 =224-1.

Si ahora definimos el nimero i = v -1, podemos expresar la solucién de la ecua-
cidn como x = £21.

El nimero / = V-1 se denomina unidad imaginaria, y las expresiones numéricas
- . . 1. )
en las que aparece explicitamente, como, por ejemplo, 2 + 3/, 1 - " i, N7 +2i se

denominan nimeros complejos.

Las expresiones de la forma a + bi, donde ay b son niimeros reales,
se denominan nimeros complejos, siendo a la parte realy b la par-
te imaginaria.

La expresion de un complejo como la suma de una parte real y una parte imagi-
naria se denomina forma binémica de un nimero complejo:

Z=a+ bi

Observa que un namero real es un caso particular de nimero complejo a + b,
cuya parte imaginaria es 0 (b =0).

Andlogamente, los nimeros complejos cuya parte real es 0 (a = 0), se llaman
nuimeros imaginarios.

1.1. Conjugado y opuesto de un nimero complejo

Dado un numero complejo, podemos obtener su conjugado y su opuesto del
modo que se detalla a continuacion.

El conjugado de un nimero complejo se obtiene cambiando el signo de la parte
imaginaria. Asi, el conjugado (z) del nimero complejo z= a + bies:

Z=a-bi

El opuesto de un nimero complejo se obtiene cambiando el signo de la parte real
y de la parte imaginaria. Asi, el opuesto (-z) del nimero complejo z = a + bi es:

—Z=-a-bi

" EJEMPLO v

Identifica las partes imaginaria y real de los siguientes niimeros complejos y halla su conjuga-
doy su opuesto:

a) z=6+2I b)z=5

RESOLUCION:

a) La parte real es a = Re(z) = 6y la parte imaginaria es b = Im(z) = 2.
El conjugado es z =6 - 2/ y el opuesto de zes -z = -6 - 2j.

b) La parte real es a = Re(z) = 5y la parte imaginaria es b = Im(z) = 0.

El conjugado de zes Z = 5y el opuesto de zes -z = -5.




UNIDAD 6
NUMEROS COMPLEJOS

2. Operaciones en forma binémica

Los numeros complejos se utilizan en la ingenieria electrdnica y otros campos de
la fisica. Por eso, es importante ver como se efectlan operaciones con ellos. Las
mismas operaciones definidas para los nimeros reales pueden realizarse con los
numeros complejos, teniendo en cuenta que /2 = 1.

2.1. Sumayresta

Para sumar dos numeros complejos z; = a + bi'y z, = ¢ + di, sSe suman por sepa-
rado las partes reales y las partes imaginarias:

Z1+Zy=(a@+bi)+(c+d)=(a+0c)+(b+d)i

La suma de dos 0 mas numeros complejos cumple las mismas propiedades que
las sumas de los nimeros reales.

Para restar dos numeros complejos z; = a+ biy zo= ¢ + di, se le suma al minuen-
do el opuesto del sustraendo:

Z1—Zo=2Z1+(-zo)=(a+ b))+ (-c-di)=(a-0) + (b-d)i

1 EEMPLO -

Dados los nlimeros complejos z, = 56 + 4i'y z, = 4 + 8i, calcula:
a) z,+2, b) z,-2,

COMPRENSION: Para realizar la suma y la diferencia de nimeros complejos, hay que se-
parar la parte real y la parte imaginaria.

RESOLUCION:
a) z21+2,=56+4i+4+8i=(56+4)+(4+8)i =60 + 12/
b) z21-2,=(56+4i) - (4 +8()= (56 - 4) + (4 -8)i =52 - 4/

> EJEMPLO v

Dados los nimeros complejos z;, = 6 — 4i, z, = 8iy z; = 3 + i, demuestra que:
a) La suma de dos de ellos cumple la propiedad conmutativa.

b) Lasuma de los tres cumple la propiedad asociativa.

COMPRENSION: Para demostrar las dos propiedades, basta con realizar las operaciones a
ambos lados de la igualdad y comprobar que los resultados coinciden.

RESOLUCION:

a) 21+ 2,=(6-4i)+8i=6+4| Zy+21=8+(6-4))=6+4|
Zo+23=8+(3+1)=3+9i Z3+2,=3+)+8 =3+9i
Z1+23=(06-4)+(3+1)=9-3i Z3+21=CB+)+(06-4i)=9-3i

b) Zy+(2+23) =(6-4N+ (BN + B+ =(06-4))+(3+9/)=9+5i
(z1+2) +23=((6-4)+8)+3+)=6+4i+(3+i)=9+5/

2. Operaciones en forma bindomica

2.1. Sumay resta

2.2. Multiplicacién y divisién

7 RECUERDA 3

Propiedades de la suma de los nu-
meros complejos:

— Conmutativa:
21+ Zo=2,+17;

— Asociativa:

Z1+ (2o + 23) = (21 + 25) + Z3

— 0 es elemento neutro:
z+0=0+2z=2

— Elemento opuesto de zes -z:

z+(-2)=0

Comprueba estas propiedades
escribiendo los nimeros en su
forma binémica.

v’ INTERNET @

En el siguiente enlace se explica
coémo trabajar la representacion gra-
fica de la sumay la resta de los nu-
meros complejos:

http://links.edebe.com/mfv
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GEOMETRIA

@ AMPLIA <

Utiliza el producto de nimeros com-
plejos en forma binomial para
comprobar que se cumplen las si-
guientes propiedades:

— Asociativa:
71 (227 23) = (21 * Z) * 73
— Conmutativa:
Z1 2oy =25 21
— Elemento neutro:
z-1=1-z=2z

— Distributiva de la multiplicacion
respecto de la suma:
V4 (ZQ+Z3)=21 *Zr+ 27 23

@ FIJATE N

Potencias de i
Las potencias sucesivas del nimero
imaginario / siguen el ciclo

l>i>-l1--i—>1

— En grupo, hallad una férmula
para determinar el valor de cual-
quier potencia de .

Ejercicios y problemas
8all

2.2. Multiplicacion y division

Para multiplicar dos niumeros complejos z; = a + biy z, = ¢ + di, procederemos
como si multiplicaramos dos binomios, teniendo en cuenta que /2 = -1. El resulta-
do de la multiplicacién es un nimero complejo:

Z1-Zp=(a+ bi)-(c+di)=ac+ adi+ bci+ bdi? = (ac — bd) + (ad + bc)i

Para dividir dos numeros complejos, escribimos la operacion en forma de frac-
cion y multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado del deno-
minador eliminando la parte imaginaria del denominador. El resultado de la
division es otro numero complejo:

_(@a+b) (c-d) ac-adi+bci+bd

7z, (c+d) (c—di) c2-¢di+dgi+d?®
ac +bd +(bc - ad)i  ac + bd bc—adl.

c? +d? c?+d?> c?+d?

> EJEMPLO v

Dados los niimeros z, = 3 + 6i'y z, = 2 + 3i, calcula:

21

b) 21
Z

a) 2,2 9z

COMPRENSION:

Calcularemos los resultados desarrollando las expresiones correspondientes. En el caso de
la potencia, multiplicaremos el nimero complejo tantas veces como indique el numerador.

RESOLUCION:

a)z;-2,=B+6)-(2+3)=3-2+3-3/+6/-2+6-32=6+9/+ 12/ + 18?2 =
=6+21/-18=-12+ 21/

2, (3+6) (2-3) 6-9i+12i+18 24+3i
(2 - 3i) 42+ 92 97

7 (2+3)

= 0,25+ 0,03/

C) 25=2,-2,=(2+30) - (2+31)=4+6i+6/-9=-54+16/
2} =228 = (2+3i)- (-5 +18/) == 10+ 36/ — 15/ - 54 = — 64 + 21]
COMPROBACION:

Puedes comprobar el resultado utilizando la calculadora en linea que encontraras en el
siguiente enlace: http:/www.wolframalpha.com.

Inverso de un niimero complejo
Del mismo modo que los nimeros reales, todo niumero complejo z = O tiene un
numero inverso z- que cumple:

z-z1t=1
Para calcular el inverso de un nimero complejo, basta con escribir z-1 en forma
de fraccion y efectuar la division correspondiente:

L1 1 a-bi
77l = — = . =

Z a+bi a-bi

a-bi
a’ +b?




UNIDAD 6
NUMEROS COMPLEJOS

3. Representacion grafica

Los nUmeros reales se representan por un punto situado en la recta real. Los nu-
meros complejos, en cambio, al tener una parte real y una parte imaginaria, 1os
representaremos en un plano denominado plano complejo. Para ello, utilizamos
un sistema de coordenadas cartesianas en que:

— En el eje de abscisas, se representa la parte real de los nimeros complejos.
Este eje se denomina eje real.

— En el eje de ordenadas, se representan los nimeros imaginarios y recibe el
nombre de eje imaginario.

Observa que cada punto (a, b) de este plano se corresponde con un numero com-
plejo. Cada uno de estos puntos recibe el nombre de afijo de un nimero complejo.

El punto (a, b) del plano complejo que representa el nimero z=a + bi
se denomina afijo de z.

Cada afijo del plano complejo determina un vector con el origen de coordenadas,
de modo que la suma y la resta de niumeros complejos puede interpretarse como
suma y resta de vectores.

yL
17+
16+
15+ z+2z, =16+ 14i
144 =

13+ %=

12+
2, -z, =-4+10f T

Sumayrestade z; =10 + 2iy 2z, = 6 + 12i.

Al representar graficamente

un numero complejo, su 12
conjugado y su opuesto, po-
demos ver las relaciones [ ot E
geomeétricas que se estable-
cen entre ellos. Lt

Los afijos de los nlmeros

complejos zy —z son simé- -4 -3
tricos respecto del origen de
coordenadas.

Los afijos de un numero B e Z=x-yi
complejo y su conjugado zy =l
Z son simétricos respecto al

eje real.
Representacion grafica (general) del afijo de un niamero
complejo, de su conjugado y su opuesto.

3. Representacion grafica

Ele imaginario
sb

22(-1,4) 4 4]

Plano complejo.

La representacion de z; = -4 se
corresponde con el punto (-4, 0).

La representacién de z, = -3/ se
corresponde con el punto (0, -3).

La representaciéon de z3 = -1 + 4/ se
corresponde con el punto (-1, 4).

i CURIOSIDADES @

El plano complejo también se conoce
con el nombre de plano de Argand,
en honor al matematico francés auto-
didacta Jean Robert Argand (Gine-
bra, 1768 - Paris, 1822), que lo ided
mientras trabajaba en una libreria en
Paris.

~ INTERNET @

Puedes investigar la representacion
grafica de los nimeros complejos en
los siguientes enlaces:

http://www.vitutor.com/di/c/a_4.html

http:/links.edebe.com/njj

— FIJATE @

El eje de abscisas del plano comple-
jo contiene los afijos de los nimeros
reales, z= a + 0/, mientras que el de
ordenadas contiene los afijos de los
numeros imaginarios, z= 0 + bi.

Ejercicios y problemas E
12y13 :
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@ FIJATE <

El médulo de un numero complejo z
coincide con el médulo de su conju-
gado:

|z| = a2 + b2
1ZI = Ja? + (b2 =+a? + b2

— Comprueba que el médulo de un
numero complejo coincide con
el de su opuesto.

@ AMPLIA ~

El médulo de los numeros comple-
jos tiene las siguientes propiedades:

1z1 + 2ol < |29 + 125l
|Zl . 22| = |le . |22|
1z, = 1zol < |21 = 2ol

— Compruébalo para dos niimeros
complejos cualesquiera.

@ RECUERDA -

— Si a < 90° es un angulo de un
triangulo rectangulo:

cateto opuesto
cateto contiguo

g o=

— La arcotangente de un angulo a
es la funcion inversa de la tan-
gente de este angulo, de modo
que si x = tg a, entonces

o = arc tg (x).

— Los angulos pueden escribirse
en radianes o en grados:

2w rad = 360°

@ FIJATE X

Encontraras libros y paginas web en
los que el modulo de z se define
como:

ZP=7-Z =zl Jz - Z

Una justificacion de esta igualdad es
la siguiente:

z-Z =(a+bi)- (a-bi)=
=a’?—{a—bh +b—a) - bi - bi =
a2 (b?- () =a?-b2-(-1) =

=a%+ b?=1z?

" EEMPLO -

Dados los nimeros complejos z, = 3 — 4i'y z, = 1 - 6i, representa en un plano complejo:
a) Lasumay la resta de ambos niimeros.

b) El conjugadoy el opuesto de z,.

z —-z,=2+42] b) S §
2 =-3+4i : Z1=3+4i
123456780910 X I
|
|
7,=3-4j S | ‘ - ‘
—t—t—t——t —t ——t—t
-7 6 -5 -4 -3 -2 -1, 1 2 |34 5 6X
-2
=3
: ! z,=3-4i
2,+2,=4-10/ . = = \

Maodulo y argumento

El afijo de todo nimero complejo determina un vector con el origen de coordena-
das; por lo tanto, cualquier nimero complejo podra expresarse geométricamente
como un vector de médulo y argumento definidos.

El médulo de un nimero complejo es la longitud del vector que
determina su afijo con el origen de coordenadas y el argumento es
el angulo que forma dicho vector con el eje real positivo.

Expresaremos el modulo de un complejo zcomo |zI, mientras que a = arg (z) sera
su argumento.

Observa en la imagen que del teorema de Pitdgoras se sigue que:
Izl =~ a2 + b2

Mientras que, por otra parte:

Y que, por lo tanto:

)
a = arctg| —
a

> EJEMPLO v

Dado el nimero complejo z =3 + 3i, halla su médulo de dos formas distintas y también su argu-

mento.

COMPRENSION: Aplicaremos las definiciones teniendo en cuenta que a=3y b= 3.
RESOLUCION: Método 1: Iz = /32 + 32 =18 = 3V2

Método 2: Aplicando la relacion entre el médulo y el complejo conjugado:
1Z2 =7 -7 =(3+3)3-3)=9+9=18 - Iz1=3J2
Argumento: arg (z) = arctg (3/3) = arctg 1 = 45°

COMPROBACION: Hemos obtenido el mismo resultado del médulo con ambos métodos.
Para comprobar que el argumento es correcto, podemos representar el afijo del nimero
complejo y comprobar que coincide con la bisectriz del primer cuadrante.

L
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| EEMPLO

Dado el ndmero complejo z = 7 + 5i, responde y resuelve las si-
guientes cuestiones:

a) Identifica la parte real y la parte imaginaria de z.

b) Busca el conjugado de z.

¢) Calcula el modulo de zy su argumento.
d) Calcula el mddulo y el argumento de su conjugado Z.

e) Representa, en una misma grafica, los vectores que determinan

los afijos de z, su opuesto y su conjugado.

COMPRENSION: Aplicaremos las definiciones de ndimero com-
plejo, su conjugado, moédulo y argumento, y recordaremos
coémo se representa el afijo de un complejo expresado en forma
binémica.

RESOLUCION: a) La parte real del nimero complejo z=7 + 5i
es 7y la escribimos como a = Re(z) = 7. La parte imaginaria es
5iy la representamos como b = Im(z) = 5i.

b) El conjugado de un nimero z (que se representa como Z) es
este mismo numero, pero cambiando el signo de la parte
imaginaria. Asf pues, el conjugado de zserd Z =7 - 5i.

c) El médulo de z = a + bi es |zl =+ a2 + b2 ; por lo tanto,
Izl =72 +52 =74 =86.

El argumento es arctg (b/a) = arctg (5/7) = 35,54°.

d) EI moédulo de un nimero complejo coincide con el de su
conjugado; por lo tanto, 1zI = 8,6.

En este caso, el argumento es arc tg (b/a) = arc tg (-5/7) =
324,46°.

e) Recuerda que la parte real se representa en el eje Xy la par-
te imaginaria, en el eje Y. Ten en cuenta también que |1ZI es
el simétrico de z respecto del eje X, mientras que -z lo es
respecto del origen de coordenadas.

z=7 +5i

-8 47 -6 -5 -4 -3-2 2 345 67 8X
I

Representacion graficade z=7 + 5iyz =7 - 5iy-z=-7 - 5i.

" EEMPLO

Representa en los mismos ejes de coordenadas los vectores que se corresponden con:

a) z=3+2i. b) Su conjugado. ©) Suopuesto.

d) Suinverso.

— FIJATE @
v

Al calcular una arcotangente, la ma-
yoria de las calculadoras y progra-
mas dan como resultado angulos
comprendidos entre —/2 y mt/2.

COMPRENSION: Deberemos calcular el médulo y el argumento de cada uno de los vecto-

res, antes de representarlos.

RESOLUCION: a) El médulo de zes |zl = V32 + 22 = /13 = 3,61, mientras que su argu-

mento es arc tg (2/3) = 33,69°.

b) El conjugado de zes Z = 3 - 2. Su afijo es el simétrico del afijo de zrespecto del eje real

(eje X).

c) Elopuesto de zes —z= -3 - 2i. Su afijo es el simétrico del afijo de z respecto del origen 0.

d) Elinverso de zes:

1.2 _ 3227 _4023-015
z  1zR 32422
Representamos los resultados obtenidos:
Y
3+
z=3+2j
2+ .

-4 =3 -2 -1 o|® 1 2 5 4 5

Cuando el afijo de un nimero com-
plejo esta en el primer cuadrante,
obtendras un valor positivo del angu-
lo y sera el argumento que buscas;
en caso contrario, debes tener en
cuenta en qué cuadrante esté el afijo.

Reflexiona sobre la posicion de los
afijos y el resultado que obtienes en
la calculadora y veras que:

Afijo en el segundo cuadrante —
a<0—arg(z)=180-a

Afijo en el tercer cuadrante —
a>0—arg(z)=180 + a

Afijo en el cuarto cuadrante —

a<0—arg(z) =360 -a

Problemas resueltos
A

Ejercicios y problemas
12a11

v
5
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4. Forma polar de un niimero complejo

4.1. Operaciones en forma polar

@ INTERNET <~

Utiliza este enlace para comprobar
la transformacién de la forma bino-
mica de un nuimero complejo a su
forma polar:

http:/links.edebe.com/5ys3n

@ AMPLIA ~

Un complejo en forma polar tam-
bién puede escribirse en forma ex-
ponencial: z = re'«.

La relacion entre esta expresion y la
forma trigonomeétrica es la denomina-
da férmula de Euler. Busca en Inter-
net informacion de esta férmula para
saber mas sobre esta expresion.

@ FIJATE A

Hemos calculado la forma trigono-
métrica de un numero complejo,
cuyo afijo esta representado en el
primer cuadrante. Comprueba que la
igualdad se cumple si zesta en cual-
quier otro cuadrante. Para ello, ten
presente la relacion entre las razo-
nes trigonométricas de a, 180° - q,
180° + o y 360° - a, que podras
encontrar en esta web:

http:/links.edebe.com/h4m

@ Ejercicios y problemas
23,24, 25, 26, 29

4. Forma polar de un nimero complejo

Hasta ahora hemos expresado los nimeros complejos en su forma binémica, de-
terminando asi sus coordenadas en el plano complejo.

No obstante, un namero complejo puede expresarse a partir del moédulo y argu-
mento que representa su afijo. Es la forma polar de un nimero complejo.

La forma polar de un nimero complejo de argumento oy médulo r
esz=r,.

Asi, 1g0: 0 V2 150 SON NUMeros complejos expresados en forma polar.

De forma bin émica a forma polar y viceversa
Para pasar de forma binémica a forma polar el nimero z= a + bi:

— Calculamos el médulo del nimero complejo: r = |zl = Va2 + b?
b b

— Calculamos el argumento: g o = — — a = arctg —
a a

Para pasar de forma polar a binémica el nimero z = r,,, podemos hacerlo a partir
de su representacion gréafica y de las relaciones trigonométricas:

— Calculamos la parte real: Re(z) =a=r-cos a

14 Z=1
— Calculamos la parte imaginaria: A |
L |
Im(z)=b=r-sena 3 I
r |
Estas igualdades permiten expresar el nimero : b,
complejo z= a + bi como: LT o !
a
Z=r-Ccosa+/r-senao=r(cosa+isena) u B S S
-1 0 1 2 3 4 5 X
=i 45

Esta expresion es conocida como forma trigo-
nomeétrica de un nimero complejo.

" EJEMPLO v

Transforma los siguientes nimeros complejos:
a) Elndmero z =5 - 8i a forma polar.

b) El ndmero z=7,,, a forma bindmica.

COMPRENSION: Utilizaremos las relaciones entre la forma binémica y polar de los ntime-
ros complejos que acabamos de ver.

RESOLUCION:

a) Z="r,=n a’ +b? arctg(bla) = N 52 + & arctg(-8/5) = 9,4 50

Observa que el afijo del nimero esté en el cuarto cuadrante. Por lo tanto, el resultado
obtenido es z = 9,4350° _ 580 = 9,4300°.

b) z=7,p=7cos (n/2) +i7sen (n/2) =7/

COMPROBACION: Recorre el camino inverso y comprueba que obtienes, en cada caso, el
numero complejo de cada apartado.
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4.1. Operaciones en forma polar

Una vez conocidas las dos formas de expresar los nimeros complejos, para ope-
rar con ellos podemos utilizar una u otra forma, seglin nos convenga.

Asi, la forma bindmica es una buena opcidn para sumar y restar nimeros comple-
jos; sin embargo, la forma polar facilita el calculo de multiplicaciones, divisiones,
potencias y, como veremos, radicales.

Multiplicacion

El producto de dos nimeros complejos en forma polar es otro nimero complejo
que tiene por médulo el producto de los médulos de los factores, y por argumen-
to, la suma de sus argumentos:

Z=21 2y = (ﬁ)a . (r2)ﬁ = (rl . r2)(oz+[3)
Division

El cociente de dos numeros complejos en forma polar es otro nimero complejo
que tiene por mddulo el cociente entre el médulo del dividendo y el divisor, y por
argumento, la diferencia de sus argumentos:

et
Zs (fg)ﬁ n a-p

1L} EJEMPLO v

Dados z, = 1 + 1iy z, = 1-1j, calcula y expresa en forma bindmica:

Z
a) z,-2, b) .
2

COMPRENSION: Expresaremos en forma polar los ntimeros expresados en forma bindmi-
ca para efectuar el célculo y, a continuacion, escribiremos el resultado en forma binémica.

RESOLUCION:

2 =1+li=r,; r=+a2+b? =y12+12 =J2;
o = arctg (b/a) = arctg (1) = t/4 — 21 = /2 44

Z=1-li=r; r=va?+b? =12+(-12 =2;
o = arcg (b/a) = arctg (<1) = /4 — 2, =2 s

El afijo de z, esta en el cuarto cuadrante. Por lo tanto, su argumento es 2x — w/4 = 7n/4, es
decir, el nUmero es 2o = «/?715/4-

Ahora ya podemos hallar el producto y el cociente de ambos nimeros y expresarlos en
forma bindmica.

a) Expresamos el resultado en forma binémica: z; - z, = W2 - «/?)n/zwm =2on

a=2cos2n=2; b=2sen2x=0-—>2-2,=2

2 ﬁnm

by — = T 1302 = Lon a2 = Lo, Expresamos el resultado en forma bindmica:
Z 2 7n4

a=1cos(n/2)=0. b=lsen(n/2)=1— 2L |

Zy
COMPROBACION:

Para comprobar el resultado, podemos realizar la multiplicaciéon y la division en la forma
binémica o realizar los célculos en el siguiente applet: http:/links.edebe.com/rshd4m.

— FJATE @

Si quieres multiplicar o dividir dos
nameros que estan en forma biné-
mica, puede resultar practico pasar-
los primero a forma polar y, una vez
realizada la operacion, convertirlos
de nuevo a forma binémica.

Del mismo modo, para sumar o res-
tar dos numeros en forma polar,
puedes convertirlos primero a forma
binémica y, después, expresar el re-
sultado de nuevo en forma polar.

7 INTERNET @

En el siguiente enlace tienes un
applet para realizar operaciones de
numeros complejos en forma polar:

http:/links.edebe.com/63qwn2

7 FIJATE @

o

Al hacer una division - si el argu-
22

mento de z, es mayor que el de 7y,

el argumento del resultado sera ne-

gativo.

y
360+ﬁ\
X

a<0

Si quieres expresarlo con un valor
comprendido entre 0 y 360°, solo

tienes que sumarle 360.
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@ AMPLIA w

Para calcular potencias de niumeros
complejos, te puede interesar utili-
zar la siguiente férmula:

(cosa +/sena)! =
= cos(na) + i sen(no.)

Se conoce como férmula de De
Moivre.

Asi si z = r(coso +/ sen a) enton-
ces z™" = r"(cos na) + i sen na).

@ INTERNET ~

La raiz enésima de un nimero com-
plejo en forma polar tiene n solucio-
nes distintas. Asi, por ejemplo, la
raiz quinta de un nimero complejo
tendra cinco soluciones (o cinco rai-
ces quintas). En el siguiente enlace
puedes ver la representacion, en
forma polar, de las raices quintas de
7 = cos(n/3) + i sen(st/3):

http://links.edebe.com/hgei

@ FIJATE v

Si expresas los angulos en radianes,
la expresion de los argumentos de
las raices es:

o= 227K 01 no1
n

@ Ejercicios y problemas
31, 32, 33, 35, 39

Potenciacion

Segun lo que hemos visto, si calculamos el producto de un complejo z = r,, por sf
mismo, obtenemos el resultado z2 = z - z=r,. A continuacion, si multiplicamos el
resultado anterior por z,, obtenemos z3 =22 - z=rZ, -1, =(r? - oy, o = I5,- No €S
dificil comprobar que, andlogamente, z* = r;} , y asi sucesivamente.

Por lo tanto, concluimos que al elevar un nimero en forma polar a la potencia
enésima, su moédulo queda elevado a n, y su argumento, multiplicado por n:

2" = ()" = (rpg

1L} EIEMPLO v
Dado el niimero complejo z=2,,, calcula 2°. m

RESOLUCION: 2> = (211/2)5 = (25)5n/2 = 325:!/2 = 3257(/2 -2n = 321‘[/2

Observa que el argumento del resultado era mayor que 2x (57/2) y lo hemos expresado
como un nuimero comprendido entre O y 2.

Radicacion
La raiz enésima del numero complejo R, es otro nimero complejo ry cuya poten-

cia enésima es R,,.
»\n,Ra = fB =1 (fﬁ)” = Ra

Sin embargo, ()" = 7. Por lo tanto:

m=R=4R

iy = Re =

B = +360° ki k€7 = p o 300K

Si damos valores enteros a k desde O hasta n - 1, obtenemos n argumentos distintos:

a + 360° a+360° - (n-1)
n

;...;sik=n—1[5n =

Sik=1f; = >.sik=2p, =
n

Asi, un numero complejo z = R, tiene n raices enésimas distintas:

nV RO( = (W)a+360k 7 k = Ov ]-’ Zv ey n _]-

n

1) EJEMPLO v

Calcula las raices cuadradas de z = 2_. y las raices ciibicas de z = 275..

COMPRENSION: Para calcular raices, hallaremos la raiz del médulo y calcularemos los
argumentos dando valores a k desde O hasta n - 1.

RESOLUCION: Las raices cuadradas de z = 2, tendran médulo NE) y argumentos:

n+0 7 n+2m-1 2n
o) = = —; o = —

2 2 2 3
Por lo tanto, las raices son (\/?)n y (\/?)37“
2

2

Las raices cubicas de z = 274 tendran modulo 327 = 3 y argumentos:
O‘1=¥=100; O‘2=w=1300; a3=%=2500

Las raices son, por lo tanto, 31ge, 3130° Y 3250°-
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5. Ecuaciones con soluciones complejas

Introducimos el conjunto de los nimeros complejos como el resultado de afiadir a
los numeros reales las soluciones de las ecuaciones polinbmicas que se obtienen
a partir de la definicion de la unidad imaginaria /.

Veamos como calcular todas las soluciones de las ecuaciones de segundo grado
y de las ecuaciones bicuadradas.

5.1. Ecuaciones de segundo grado

Recuerda que las ecuaciones de segundo grado o cuadraticas con una incognita
son de la forma:

ax2+bx+c=0

Y que sus dos raices se hallan a partir de la siguiente férmula cuadratica:

-b=~b? -4ac

2a

X =

Considera la ecuacion x2 - 2x+5=0.
Al hallar sus soluciones, aparece la raiz cuadrada de un nimero negativo:

2++-16
2

X =

Esta ecuacion no tiene soluciones en los nimeros reales, pero si consideramos la
posibilidad de que las soluciones sean numeros complejos obtenemos:

L _ 22416 2:\16- (D _ 2516 V-1 _ 24
2 2 2 2

=12

En este caso, las dos soluciones son complejas: X1 = 1+ 2/; x, =1-2i.

Veamos, pues, que toda ecuacion de segundo grado tiene solucion si admitimos
que esta puede ser un nimero complejo.

Las soluciones de la ecuacion seran dos numeros reales si el discriminante es
positivo 0 nulo, y dos numeros complejos conjugados si el discriminante es ne-
gativo:

|

5. Ecuaciones con soluciones complejas

5.1. Ecuaciones de segundo grado

5.2. Ecuaciones bicuadradas

— AMPLIA @

Si z es una raiz de un polinomio P,
su conjugado también lo es. ;Qué
puedes afirmar de las soluciones de
un polinomio de grado par? ;Y cuan-
do es impar?

— FiJATE @

Al calcular las raices de polinomios,
hallamos también los puntos de cor-
te de sus graficas con el eje X.

Fijate en la representacion de la
funcién asociada a la ecuacion del
ejemplo.

f(x) = x2— 2x+5

A=0 A<0
Dos soluciones Dos soluciones
reales complejas conjugadas
A>0 A=0

Dos soluciones
reales iguales

Dos soluciones
reales distintas

fix)=x2-2x+5=0

Cuando las raices obtenidas son
complejas, la gréfica no corta el eje
X; por lo tanto, no debes confundir
el afijo de los complejos con ningun
punto de la gréfica.

Problemas resueltos
B

Ejercicios y problemas
42,43, 44

¥ O &
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Un numero z en forma polar se ex-
presa en funcién de dos parametros,
el moédulo ry el argumento o, que se
consideran también como coordena-
das: las coordenadas polares.

Asi pues, por ejemplo, una circunfe-
rencia de radio 1 con centro en (0O, 0)
que en coordenadas cartesianas se
expresaria como X, + y, = 1, en coor-
denadas polares se escribiria r=1.

Por otra parte, una expresién como
y= xrepresenta una recta en coorde-
nadas cartesianas, mientras que
r = o representa una espiral de
Arquimedes en coordenadas polares.

Espiral de Arquimedes.

@ Ejercicios y problemas
46,41, 48

5.2. Ecuaciones bicuadradas

Las ecuaciones bicuadradas son las ecuaciones cuyo término general es de la
forma:
ax*+bx2+c=0

Estas ecuaciones pueden reducirse a una ecuacion de segundo grado, efectuan-
do el siguiente cambio de variable:
x4 =t? X2 =t
at?+bt+c=0

Si consideramos la posibilidad de la existencia de soluciones complejas, podemos
encontrar las soluciones f; y t, de esta ecuacion de segundo grado y, deshaciendo
el cambio de variables, hallaremos las raices del polinomio original.

Observa que las raices f; y t, de at? + bt + ¢ = O pueden ser de tres tipos:

— Un namero real positivo t (solucion doble). Al calcular x, obtendremos dos
numeros reales X = =1 .

— Un numero real negativo f (solucién doble). Al calcular x, obtendremos dos
nameros imaginarios x = =it

— Un numero complejo z. Al calcular x, deberemos aplicar el método de radica-

cion de complejos visto anteriormente y obtendremos dos complejos conjuga-
dos.

() EJEMPLO

Resuelve la siguiente ecuacion bicuadrada: x* +2x2 +2=0.

COMPRENSION: Efectuaremos los cambios de variable x4 = 12 — x2 = t, resolveremos la ecuacion resultante vy, finalmente, des-

haremos el cambio.

RESOLUCION: Los cambios de variable nos permiten escribir la ecuacion de la siguiente forma: t2 +2t +2 = 0.

A continuacion, la resolvemos:t =

-bx~Nb?-4ac  2x~N22-4.1.2 2+£44-8 2xv-4  2x2i

=-1=/

2a 2-1 2 2 2

Las soluciones son dos complejos conjugados y, para deshacer el cambio, deberemos aplicar el método de radicacion de complejos.
Para ello, expresaremos las soluciones en forma polar:

fh=-lair=~(17+12 =J§;tga=_1_,{0!=135

te, su argumento es o = 135°.

b=-1-ir=+(12+12 =\/2_;tgoc=_1_){a=45

su argumento es a = 225°.

Por lo tanto, t; = «/?1350 yt, = «/?229.

0

o = 315° Puesto que el afijo del nimero complejo pertenece al segundo cuadran-

o

o = 2050 Puesto que el afijo del nimero complejo pertenece al cuarto cuadrante,

Ahora debemos deshacer el cambio de variable para calcular las x.

1
Las raices de t; tienen modulo \/\/5 =2 y argumentos

Las raices de t, tienen moédulo \/x/? =42 y argumentos 2

350 1 o (}
=675y w =2475° — x; = Y2 g5, X0 = Y2 o475

2 o o o
> 112,5°%y 22974 300" 292,5° — x5 = 42 11050, X4 = Y2 p005.

COMPROBACION: Expresa las soluciones en forma bindmica y sustitlyelas por x en la ecuacién bicuadrada para comprobar que

verifican la igualdad.

L



TEDO Problemas RESUELTOS

n OPERACIONES Y FORMA POLAR DE NUMEROS COMPLEJOS

Los nGimeros complejos se utilizan en los circuitos eléctricos que
llevan una impedancia asociada. La impedancia es una magnitud
compleja que sirve para expresar la oposicién que presentan al-
gunos dispositivos eléctricos al paso de la corriente alterna.

Habitualmente, se representa con la letra Zy consta de tres ele-
mentos distintos: la resistencia (R), la inductancia (X,) y la capa-
citancia (Xc). La primera es una magnitud real, mientras que la
inductancia y la capacitancia son magnitudes complejas, la pri-
mera positiva y la segunda negativa, y se relacionan mediante la
siguiente expresion:

Z=R+i(X,-X)

Disponemos de un circuito eléctrico que tiene una resistencia de
4 kR, una inductancia de 6 kQ y una capacitancia de 3 kQ.

a) Representa graficamente la resistencia, la inductancia y la im-
pedancia.

b) ¢Cuél es el mddulo de la impedancia?
¢) Representa el afijo de Z en el grafico obtenido en a).

d) Expresa la impedancia en forma polar y represéntala grafica-
mente.

e) Si la intensidad total que circula por el circuito esta alineada
con R, y la tension esta alineada con el médulo de Z, équé an-
gulo forma la intensidad respecto de la tension?

f) éCual seria el médulo de la impedancia si la inductancia fuera

nula?

COMPRENSION: La impedancia en corriente alterna es una magnitud compleja y esta formada por la suma de una magnitud real

(resistencia) y dos magnitudes complejas.

RESOLUCION: a) La resistencia R es la parte real de la impedancia; por lo tanto, la representaremos en el eje X. Por otro lado, la
inductancia X; y la capacitancia X; las representaremos en el eje imaginario Y. Los nimeros que deberemos representar son: R = 4,

X, =6iy X;=-3i.

=N WA g o N

X =6kQ

R=4kQ

-4-3-2-110 12 3456 7Re

,2 .1

3§ X,=-3kQ |

b) El médulo de la impedancia vendra dado por:

1Z1= JRZ + (X, = Xo2 —

—1Zl=42+(6-32 =16+9 =5kQ

c) La componente imaginaria del vector resultante sera 6 kQ -
-3 kQ =3 kQ, que junto con los 4 kQ del eje real nos servi-
réan para representar graficamente el afijo de Z

X =6 kQ

d) La impedancia del circuito en forma binémica es, pues,
Z =4 + 3i. Para convertirla a forma polar con médulo ry
argumento a, utilizamos:

Z = a+bi =Zlycigpray — Z = Sarcigaiay = Sass = Baee

Si representamos el afijo de la impedancia a partir de su
forma polar, observamos que coincide con el representado
en el apartado anterior:

=N w3

72713 12 34 56 Re
=2

e) Sila intensidad total que circula por el circuito esté alineada
con R,, significa que esta se encuentra en el eje real y, por
lo tanto, el dngulo que forma con la tensién es de nuevo:
7/5 = 36°.

f) Si solamente la resistencia y la capacitancia contribuyen a
la impedancia, tendriamos que Z=4 - 3/ kQ, y que, por lo
tanto:

171 = JR? + (=X;)2 =442 +(=32 =J16+9 =5kQ

En este caso, observamos que el médulo de la impedancia
total no variaria.

1. *»x1a impedancia de un circuito de corriente alterna en forma polar viene dada por z=32_.

a) Calcula sus raices quintas.

b) Represéntalas graficamente.

Sol.:@) 2y = 2,55 2y = 23,53 Z3= 2,3 24 = 27555 Z5 = 2955

L
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1) ECUACIONES CON SOLUCIONES COMPLEJAS

Un grupo de amigos se reunid para jugar al Monopoly. Al abrir la caja vieron que Gnicamente habia 25 billetes «reales» del propio juego, asi
que decidieron crear algunos otros «imaginarios» para poder jugar.

Al empezar el juego se repartieron los billetes «reales» e «imaginarios» de modo que si a ocho veces el total de billetes que tenia cada ju-
gador, le restabas este mismo total al cuadrado, el resultado era el niimero de billetes iniciales que habia en la caja. ¢Cuantos billetes

«reales» e «imaginarios» tenia cada jugador al empezar la partida?

COMPRENSION: Al empezar la partida cada jugador tenia una cantidad de billetes resultado de sumar los billetes «reales», que re-
presentan los billetes propios del juego, con los «imaginarios», que son los billetes que crearon. Dadas estas condiciones, deberemos
expresar el total de billetes como un nimero complejo y expresar con una ecuacion la relacion que cumple la cantidad total de bille-
tes que tenian inicialmente.

DATOS: Cantidad de billetes «reales»: a

Numero de billetes «imaginarios»: b
Total de billetes «reales»: 25

RESOLUCION: Intenta resolver el problema individualmente. Para ello, tapa la columna de las respuestas y sigue estos pasos.

Pasos Respuestas

1. Expresamos la suma total de billetes como un nimero com-
plejo.

2. Expresamos la relacién del enunciado en forma de ecua-
cion.

3. Resolvemos la ecuacién, asumiendo que las soluciones
pueden ser complejas.

4. Interpretamos las posibles soluciones que se obtienen.

COMPROBACION:

1. La suma total de billetes es: a + bi = z

2. La ecuacién que expresa la relacion expresada en el enun-
ciado es:

87-722=256—-5272-82+25=0

3. Al ser una ecuacién de segundo grado con una incégnita
(z), utilizaremos la férmula cuadrética para resolverla.

S -b=b2-4ac  8x\64-4 25

2a 2
_ 8x464-100 8=+./-36 _ 8x6 4.3
2 2 2 B

4. Hay dos posibles soluciones que cumplen las condi-ciones
del enunciado: a=4y b=3,ya=4y b=-3. La segunda
solucién no es coherente pues no se pueden tener -3 bille-
tes. Asi, la respuesta a la pregunta es que al iniciar la parti-
da, cada jugador tiene un total de 4 + 3/ billetes; es decir, 4
billetes «reales» (del juego original) y 3 billetes «imagina-
rios» (fabricados).

Para comprobar que las soluciones obtenidas son correctas, sustituimos ambos nimeros complejos en la ecuacion que expresa la
relacién del enunciado y verificamos que el resultado es el nimero de billetes que habia inicialmente en la caja.

z=4+3—>8 - (4+3)-(4+31)2=24+24i-(9-16+24/)=25

Del mismo modo, puedes comprobar que la solucién a =4y b = -3 también es correcta.

2. **% Halla el ndmero complejo que al multiplicarlo por (1 + 3/) y restarle (13 + 59/) da como resultado el nimero imaginario 6i.

Sol.: 19 +2i

L
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EJERCICIOS vy PROBLEMAS

D NUMERO COMPLEJO 11. #¢+ Sidividimos un ndmero complejo z = a + bi entre su
complejo conjugado, obtenemos su opuesto mas 1 + 2i.

:D é nd ?
3. *uw Calcula las siguientes raices: ¥16 ,+-9 3-8, ¢De que ndmero z se trata Sol:ze14i

V=121, 2/:
sol:2i+3;-2#11i-1 [EJ) REPRESENTACION GRAFICA

4, vt Indica cuél es la parte real y la parte imaginaria de

los siguientes ndmeros complejos: 12, = Observa la siguiente representacion grafica:

a) z=3-2i d) z=6i a) ¢Qué nlimero complejo esta representado?

b) z=4+5i e) z=30 b) Representa graficamente su complejo conjugado.

0 z=10 f) z=1/i ¢) Calcula el cuadrado del nimero que has hallado en el

J Afi '
Sol.: ) Re(2) = 3, Im(2) = —2: b) Re(@) = 4, Im(2) = 5: apartado a) y represéntalo graficamente

¢) Re(z) =10, Im(z) = 0; d) Re(z) = 0, Im(2) = 6;

e)Re(z)=0,Im(z) =-1 7
5. * Calcula los conjugados y opuestos de los siguientes a 0 1 2 x

nimeros complejos, y comprueba tus resultados utilizan- :

do el applet que encontraras en la pagina: @ 5 :
http:/links.edebe.com/njj |

A
a) z=4 C) z=75i
b) z=5+15i d) z=45+3i

13. *#Dadoelnimero complejo z=15 + 22i, representa su
Solta)Z =4,-z=-4;b) Z =5-15i,~z=-5-15]; afijo en el plano complejo, junto con:
Q) Z =-75i,-z=-75i;d) Z =45 -3i, -z =45 -3 ) . .
a) Elvector que define el afijo con el origen de coordena-
6. *% Un nimero complejo z en forma binémica se repre- das.
senta como z=a + bi. (Cudl debe serelvalordeay b para

que z sea igual a su complejo conjugado y a su opuesto? b) Su conjugado Z.

Sol.:a=0;b=0 ¢ Suopuesto -z
7. ***Halla el valor del parametro real k para que el nime- — Debate con tus compafieros qué relacion mantienen los
1-2ki afijos de z, z y -z y los vectores que determinan con el
o %t origen de coordenadas.
a) Unnimero real. b) Un nimero imaginario. 14, >+ Realiza las siguientes operaciones de forma gréfica:
sobsa) ks Y2 by ko a) (5+50)+Q2+20) d) (-4-5)-(-2-1)
b) (4-20)+6-2i) e) 5-(3+2i)

E» OPERACIONES EN FORMA BINOMICA ) G20 s7h D Gran+ 20

. \ . L 15. »** Calcula el médulo de los siguientes ndmeros com-
8. *v Efectia las siguientes operaciones en forma binémica:

plejos:
a) 3-2i)+(4+5i0) o 5+9)-(5-90) a) 7=3+4i O z=4-3i
b) 8+ (13 +5/) d) (16-2i)-(15-2/) b) z=5 d) z=10i
Sol:a)7+3ib) 21+ 55 ) 184 d) 1 Sol.:a) 12| =55 b) 12| =55 0 Izl = 5; d) Izl = 10
9. #iriiQué ndmero hay que sumara 5 - 6/ para obtener &7 16. **+ Seaelnimero complejo z=7 - 6i, icudl es su conjuga-
Sol.: =5+ 14/ do? Calcula su médulo utilizando dos métodos distintos.
10. = Calcula: Sol.:Z =7 +6i,1z1 =9,2
a) 3-2i)-(4+50) d) 3/G+1) 17. ** Representa en el plano los siguientes nimeros com-
b) (6+2i)- (3 +30) &) @—1)/(1+3) plejos y calcula sus médulos:
a) z=6 Q) z=4i
o Q+i)/i f) 2+30)2
. . . b) z=15+5/ d) z=3-4i
Sol.:@) 22 +7i; b) 12 + 24i; ¢) 1 - 2i;
d)12/17 -3i/17;€) -1/10-7i/ 10; f) =5 + 12i Sol.: a) IzI =6; b) I1zI =15,8;¢) |zl =4;d) |zl =5

L
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18, »»= Representa en un mismo eje de coordenadas los si-
guientes nmeros complejos y sus conjugados, y compa-

ralos. ¢Qué relacion se observa entre 7 y z en cada caso?
a) z=6+6i 0 z=12

b) z=-3i d) z=12-3i

19. *x Realiza las siguientes operaciones y representa gra-
ficamente su resultado:
a) (4+8)+4-8i)

b) (124 -78i) - (124 + 78i)

d) Q+7i)/i
e) 2+1i)3

f) A-N/A+0)

Sol.: a) 8; b) —=156i; ¢) 66 + 70i;
d)7-2i;e)2+11i;f) =i

o (5+8i)-(10-20)

20. **+ Halla el inverso de los siguientes nimeros comple-
jos y aproxima el resultado a las centésimas:

a) i o 7-i
b) 5+6i d) -4 -5i
Sol.: a) -i; b) 0,08 - 0,1/; ¢) 0,14 + 0,2/; d) 0,1 + 0,12

21. **t Halla el inverso del complejo conjugado de los si-

guientes nlimeros:

a) i C) 4+2i

b) 6-i d) 0,1+0,1/
Sol.:a) i;b) 6/37 —i/37i;¢) 0,2 +0,1i; d) 5 + 5i
22, *** Debate con tus compaferos cudl es la mejor forma

de calcular las siguientes potencias y efectdalas:

a) j1231 b) j10320

C) j7037 d) /883002

) FORMA POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO

23. *ut |dentifica el médulo (1) y el argumento (o) de los si-
guientes nimeros complejos:

a) z2=3,,, Q) z=1,, e) z=4,,

b) z=10, d) z=3, f) z=1,

24, xvx Representa los siguientes ndmeros complejos en el

plano:
a) 2=10, 0 z=265, €) z=4y5
b) z=5_, d) z=1800 f) z=84s

25. *ut iCual es el argumento de los siguientes nlimeros
reales?

a) 8 b) -13

26. *** Un ndmero complejo que expresa la media del ni-
mero de cartas comerciales (parte real) y el nimero de
correos electronicos (parte imaginaria) que recibe una
persona cada dia viene dado porz=6 + 9i.

a) Expresa esta cantidad en forma polar.
b) Represéntala en el plano complejo.

Sol.: @) z=10,85¢310

27. *=t Observa la siguiente figura e indica a qué nlmero
complejo en forma polar equivale esta representacion:

) _

Sol.:z=23,,

28, *x Expresa en forma polar los siguientes nimeros com-

plejos:

a) z=7i d) z=4-4i
b) z=-5+5i e) z=2i?
0 z=-6

Sol.:a) z=7,,2;b) 7,071355 Q) 2= 65
d) z=15,6655; €) =2,

29, *x: Expresa en forma polar el conjugado del opuesto de
z=-5+10i:
Sol.: z=11,1843 43

30. *xx Expresa en forma binémica los siguientes nimeros

complejos:
a) Z="7sz/2 9] Z2=93:/2
b) zZ= 1—1[/2 d) Z=3K/4

Sol.: a) 7i; b) —i; ¢) -9i; d) 2,12 + 2,12/
31. ** Calcula los productos de los siguientes nimeros
complejos en forma polar z;, y z5:
a) z;=83,22,=0,5,2 d) z; =640 2, =5¢
b) 2y =25./2 2= 242 € 21=2532,=7p
Q) Z1=€y32="7xs
Sol.: @) 4,5 b) 50,; €) 7€g, /155
d) 304105 €) 14, =145,
32. »*Dados los niimeros complejos en forma polar z; y z,,
calcula z; / z,:
a) Z;=85:/22,=0,5:), d) z; =150 2, = 10¢0
b) Z21=10,/2; 2= 25/ €) 21=2y32y =4 5,
0 z;= 50133 Z2="145

Sol.: @) 16,5 b) 5¢; €) 555/155

d) 0,1550; €) 0,5, = 0,55,

33. ** Calcula la potencia n de cada uno de los ndmeros
complejos que tienes a continuacion:

a) z=10,,5n=3 d) z=23n=4

b) z=23,,;n=6 €) Z="5gp; N=2

0 z=13n=9 f) z=3503n=3

Sol.: @) 1000s,,2; b) 649, = 64,3 €) 19, =1
d) 16,405 €) 251003 f) 27900
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34.

36.

37.

38.

39.

**3ir Dados los ndmeros complejos en forma polar
Z1 = 2,/2Y 2, =10_,,, efectlia estas operaciones:

a) 712 0 (z1/2)°
b) z3- 2 d) 21'\/2

Sol.: @) 20; b) 80,; €) 5y; d) 6,3,/4» 63514

**ir Calcula las siguientes raices:

a) /16550 d) {430
b) /1100 e) V1+i
0 327, £ g2,

** e Utiliza el applet que encontraras en el siguiente en-
lace para representar y comprobar los resultados de los
apartados b) y d) del ejercicio anterior: @

http:/links.edebe.com/2ddj

** ¥ Tenemos que representar un nimero complejo en
forma polar. Tan solo sabemos que, en forma bindémica, la
parte imaginaria es el doble de la parte real y que su mé-
dulo mas la parte real es igual a 80,9. (Aproxima los re-
sultados con un decimal).

a) ¢De qué nimero se trata?
b) Represéntalo en el plano complejo.
Sol.: @) z=55,93 40

* %3t La siguiente figura muestra las raices clbicas de un
ndmero complejo. Averigua de qué nlimero se trata.

Sol.:z=8,

* %3 Dos nlimeros complejos que representan los puntos
extremos de una recta son z;, =8 - 5/ y z, = 4 — 12j, res-
pectivamente.

a) Samalos y calcula el inverso del resultado.

b) Conviértelos en forma polar y, de nuevo, efectda la
sumay calcula su inverso.

¢) Comprueba que las operaciones que has hecho en los
apartados a) y b) dan el mismo resultado.

V433 ]
54,78°

Sol.:a) 12/433 +17/433i; b
)12/ / )[ 33

40.

41.

*** Realiza las siguientes operaciones y representa gra-
ficamente las raices obtenidas en cada caso:

a) ¥3: 3.

b) X (12:1) ) (13n)

d) 3 (25n/2) : (12575/2)
e) { (ln/3) . (1n/2)
f) §/(=3) - 243

*** Qbserva esta figura y responde a las cuestiones, re-
dondeando los resultados a las centésimas cuando sea
necesario: “er

C) g (162n) * (137-[)

a) Expresa el nimero complejo que esta representado
graficamente en forma binémica y en forma polar.

b) Multiplicalo por su conjugado y expresa el resultado
en forma binémica y en forma polar.

©) Halla las raices clbicas del complejo del apartado a).

Sol:a) =3 +i, 2= 2,6 b) 4, s ©) 1,26, 16, 1,2613/18 1,26550715

) ECUACIONES CON SOLUCIONES COMPLEJAS

42,

43.

44,

45.

*7rit Resuelve las siguientes ecuaciones e indica si las
soluciones son nimeros reales o complejos:

a) x2+x=0 d) -10x2=1000
b) x2+16=0 e) x2+25=0
0 6x2=-6 f) 1000x2=-10

Sol.: @) -1, 0; b) +4i; ¢) +i; d) £10i; e) +5/; f) 0,1/

* %3t Resuelve las siguientes ecuaciones expresando el
resultado con un decimal y representa las soluciones en
el plano complejo:

a) x2+6x+10=0 d) 6x2-36x+72=0

b) x2-6x+10=0 e) 9x2-2x=-121

0 x2+2x+3=0 f) x2-x=2

Sol.:a)-3zxi;b)3%i;¢)-1+1,4i;d)3+1,7i;e) 0,1 +3,6i;f) -1, 2
**ir Resuelve la siguiente ecuacion de segundo grado:
X2 +7x + 10 = 0. Represéntala graficamente y averigua si
tiene puntos de corte con el eje X. Razona tu respuesta.

Sol.: -5, -2
* %3t Efectia lo mismo que en el problema anterior, pero

ahora con la ecuacion: 10x? + x + 7 = 0, expresando los
resultados con dos decimales.

Represéntala graficamente y descubre si tiene puntos de
corte con el eje X. Razona tu respuesta.

Sol.: -0,05 = 0,83/

155
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46. **t Resuelve las siguientes ecuaciones y representa sus

soluciones:

a) x4-16=0 d 1=x8

b) x4+16=0 e) 3x4=243
0 —x4=1 f) xXt+2x2+1

47, »x+ Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas,
expresando los resultados dentro de radicales:

a) x4+6x2+10=0 0 Xt+2x2+3=0

b) x4-6x2+10=0 d) 9x4-2x2=-121

48. sun Representa graficamente los siguientes polinomios e
indica, a partir de ellos, si las raices de los polinomios co-
rrespondientes son reales, complejas o de ambos tipos.
Razona en cada caso tus respuestas.

a) PX)=1+x4 d) P(x) =x*+6x2+10
b) Px) =x4-16
0 Px)=9x4-2x2-121

e) Px)=x4+16
f) Px)=-1+x8

49, »** Tenemos dos nimeros complejos en forma polar
2y =3e™y z,=15e"/3, <1

a) Calcula el producto.

b) Halla el valor de todas las x que satisfacen la igualdad
Zy -2y =45.

¢) Halla el valor de todas las x que satisfacen nz, - z, =
=22,5-38,97i.

NOTA: Puedes continuar el procedimiento en forma binémi-
ca si en alglin momento lo crees conveniente.

Sol.: @) z=45eBx-D-in/3; b) x=1/3 + 6k / 3, k entero;
¢) x=0 + 2k, k entero

SINTESIS

50. »+ Realiza las siguientes operaciones en forma binémi-
ca. Representa graficamente los resultados obtenidos y
halla, en cada caso, el complejo conjugado y el opuesto a
partir de dicha representacion.

a) (8+5i)+(5-4i)
b) (6+7i)—-(-5+2i)

o @20)-B+4i)
d) @+2i)/4i

Sol.:a)z=13+/i;Z =13 -i;-z=-13-i;
b)z=11+5i;Z =11-5i; -z=-11-5};

) z=-8+6i;Z =-8-6i; —z=8 - 6i;
d)z=0,5-0,5/; Z =0,5 + 0,5/; -z =-0,5 + 0,5/

51. #* Escribe los siguientes nidmeros complejos en su
forma binémica y calcula su inverso a partir de ella:

a) 5y e) 2300
b) 8s5./2 f) 5.3
0 3ese 8 Loy
d) 11,4 h) 4y,

52, #xu Representa graficamente las siguientes ecuaciones
y razona, a partir del gréfico, si las raices son reales o
complejas, o de ambos tipos:

a) x2+6x+10

b) 6x2-36x+72
©) 10+ 1000x?
d) 9x2-2x-121
e) x2-6x+10=0
f) x2+16

53. ##** Resuelve las siguientes ecuaciones cuadradas y bi-
cuadradas y convierte las soluciones del primer apartado

a forma polar:
a) 100 =100000x? 0 2x2+3x-1=0

b) x4+625=0 d) 11x2-2x=-12

54, *x: Dos ndmeros complejos son, respectivamente,
7z, =6-8iyz,=4+12i. Calcula, aproximando los resul-
tados con dos decimales:

a) Transférmalos a forma polar y calcula el producto
21 'Zz.

b) Realiza la misma operacion en forma bindmica y com-
prueba que el resultado final es el mismo en ambos
casos.

©) Utiliza la forma polar para calcular z, / z,.

Comprueba todos los resultados utilizando la calculadora
que encontraras en:

http://www.wolframalpha.com/

Sol.: @) z= 126,515 440; b) 2 =120 + 40i; ¢) z = 0,79335 310

55. *** Existen cuatro nimeros complejos que cumplen las
mismas condiciones: “&sT

— Los elevamos a la cuarta potencia y los multiplicamos
por 3.

— Alresultado le sumamos su cuadrado multiplicado por 6.
— Elresultado es -6.
¢Cuadles son estos cuatro nimeros?

Sol:x=V-1+i, =v-1-j

56. *** Los cuaterniones son una extensién de los nimeros
complejos en la que se afiaden tres unidades imaginarias
i, j y k, de manera que se cumple:

P=p=k=-1

La forma binémica de los complejos se extiende a los cua-
terniones de forma natural, es decir, un cuaternion se puede
expresar como g =a+ bi + ¢j + dk.

a) ¢Cuanto valdran los productos ijk, ij, ik, jk?

b) La suma vy el producto de cuaterniones también se
extienden de forma natural, es decir, las operaciones
se hacen componente a componente. ¢Cual sera el
resultado de la suma de dos cuaterniones g; y g,?




Expresion numérica en la que aparece explicitamente
la unidad imaginaria i = V-1 .

z=a+bi

Expresion de un nimero complejo como suma de

una parte real (@) y una parte imaginaria (b).

De binémica a polar

De polar a bindmica

forma binémica

1. Ndmero complejo

2. Operaciones en forma binémica

3. Representacion grafica

4. Forma polar de un nimero
complejo

5. Ecuaciones con soluciones
complejas

Conjugado 4[ Z=a-bi ]
Opuesto —[ -z=-a-bi ]
21+ 2,=(a+bi)+(Cc+d)=(a+0)+b+d)i
21-2,=(a+bi)-(c+di)=(@+0c) - (b+ad)i
2,-2,=(a+bi) - (c+di) = (ac - bd) + (ad + bo)i
Operaciones en

— %4 a+bi (a+bi) ) (c—di) _ac+bd . (bc—ad),.

. c+di (c+di)

(c—-di) C2+d?

c? +d?

a-bi z

z
1 1 1 a-bi
z a+bi a+bi a-bi

az+b?  |zI2

r=Ilzl=va?+b2 oc=arctg£
a

a=r-cosao b=r-sena

Z2=r,
Expresion de un nimero complejo a partir del

modulo ry el argumento o que representa su afijo.

g

Operaciones en
forma polar

-

24 _ ()
z, (rz)B

2" = ()" = (Mnq

= (f’1 . rZ)a—B

A

2, 2,= (M) (D)o = 'rZ)((x+ﬁ)

('/;=(4/;)M360,k; k=0,1,...n-1
n

A

(@, b)

Un ndmero complejo z = a + bi puede representarse en el plano complejo

mediante el punto (a, b) denominado afijo.

-

]

A

Admitiendo que la solucién de una ecuacion puede ser un nimero complejo,
podremos hallar las soluciones de las ecuaciones en las que aparezcan raices

de nlimeros negativos.




®

0 Indica si son verdaderas o falsas las siguientes afir-

maciones:

a) La parte imaginaria del nimero complejo z =
=6-8eslm(z)=8.

b) El opuesto del conjugado de z =4 + 5/ es
Z=4-5i.

¢) Cualgquier numero complejo en forma bindémica
puede representarse también en forma polar.

d) Un numero complejo con parte imaginaria nula
no puede ser representado en forma polar.

e) Elinverso de 2/ es -0,5/.

f) El conjugado del inverso de 3 + 2/ es 0,23 +
+ 0,15/,

g) Sielmoédulode zes r, el de —zes —r.

h) /'150 =/

Dados los numeros complejos z; =3 + 2/ y 7, = =71,
calcula los resultados de las siguientes operaciones:

a) 21+ 2, e) -z1-2,
b) 1z:l - 2, f) z1-2
o) A g z{+ 273
22
1 1
d) — -1zl h) ———
71 21+ 2o

Sol.:a) 3-5i;b) V13 -7i;c)-2/7 + 3il7;
d) -88/13 - 2i/13; e) -3 + 5i; ) 14 - 21};
) 5+ 355/; h) 3/34 + 5i/34

Expresa en forma polar los nimeros complejos y
las operaciones escritas en forma binémica, vice-
versa.

a) z=2-4i e) z=2+3j
b) z=6,, f) z=5;+5,
c) z=(1+2i7? g) z=i

d) z=(5+5/)3 h) z=0,53

Sol.: a) 4v47296,56°; b) 6; c) 5126,86";
d) 353,56 5555 €) 36563 ) =5 + 5i:
8) 1 h) =025 + 0,43

Un complejo z méas su conjugado al cuadrado es
igual a b - 3/. Halla el valor de z, sabiendo, ade-
mas, que la parte real es el doble de la parte imagi-
naria.

Sol.: 2+

NUMEROS COMPLEJOS

e Dados los numeros complejos 7y = 3,2 Y Zp = 3,

escribe los resultados de las siguientes operacio-
nes en forma polar:

a) z1- 2, e) AL
22
b) z{ - z, f) 2—12
Z2
7 4
e e
Z2

d) 23 h) 22 + 23
S0l.: @) 9a: D) 81 5i ©) Log: ) N27 3 N27 7
@) 13 ) (1/3)2; ) /3 o VI3 3w 1) 36,

Sin efectuar ningun célculo, indica cuales son las
dos raices del polinomio de segundo grado x2 +
+ 6x+ 10 = 0. Justifica el por qué de tu eleccion.

a) x=3+3/ d) x=-3+3j
b) x=3-1i e) x=-3-1
C) x=-3+1 f) x=1-3j

Finalmente, comprueba tu respuesta efectuando
los célculos correspondientes.
Sol.:d)ye)
(k+3)2(1-10)?

Halla k para que ————  sea:
bara d 2-20)

a) Un numero real. b) Un imaginario puro.

Sol.:a)3+3v2/2;b) -3+ 342

Halla las raices clbicas de z = 32 ++321:

Sol: 2,0 = 1,41 + 1,417 2),10 = ~1,93 + 0,51/;
210m12 = 0,51 — 1,93/

Resuelve x2 + x + 2 = 0 y representa graficamente
la funcién. Halla los puntos de corte con el gje X, si
los hay. En caso contrario, explica por qué.

Sol.: x; =-0,5+1,32j; x,=-0,5-1,32/

Un vértice de un cuadrado centrado en el origen
es el punto P= (1, 2). Halla las coordenadas de los
restantes vértices.

— Si Pes el afijo de un nimero complejo, indica
qué operaciones es necesario efectuar para
conseguir los afijos correspondientes a los res-
tantes vértices del cuadrado.

Sol.: (=2, 1); (-1, -2); (2, -1)
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E4 sociETy OPINION
El secreto de Los numeros complejos y los negativos
Gerolamo Cardano « Los nimeros complejos no son mas absurdos que los

Los numeros complejos fueron utilizados
por primera vez en los trabajos de
Gerolamo Cardano (1501-1576). Los usé
en la resolucion de ecuaciones de tercer y
cuarto grado. No obstante, la resolucion de
las ecuaciones del tipo x3 + ax= bse le
resistieron durante afos.

Tuvo que ser un colega suyo, Niccolo
Fontana, mas conocido como Tartaglia,
quien le proporciond la solucion general
para este tipo de ecuaciones, si bien le
hizo jurar que nunca la desvelaria.

Al cabo de un tiempo, llegaron a las
manos de Cardano, unos documentos
escritos por Scipione del Ferro, y
anteriores a Tartaglia, que permitian
llegar a la misma solucion que este habia
explicado a Cardano. Con estos escritos,
Cardano se consider6 desligado de su
juramento y publico la solucion general
para las ecuaciones del tipo x® + ax = b.

Tartaglia

N. Cardano

B2 sociery

La filatelia y los
numeros complejos

La representacion de los numeros
complejos en el plano tal y como la
conocemos hoy en
. dia se debe al famo-
so matematico ale-
man Carl F. Gauss
(1777-1855). Con
motivo del segundo
centenario de su
nacimiento, se edi-
to este sello conme-
morativo.

negativos, y si estos se pueden representar en una recta
entonces es posible representar los complejos en un plano».
(John Wallis, 1616-1703).

Este matematico inglés estableci6 de forma rigurosa la nocion de limite en su
obra Aritmética Infinitorum (1656), en la que por primera vez aparece el simbo-
lo para designar la idea de infinito. También fue el primero en representar gra-
ficamente nimeros complejos aunque utilizando una metodologia distinta a la
actual.

— Accede al enlace http:/links.edebe.com/g48p y explica con tus propias palabras
en qué consistia esta metodologia.

EZ criTicAL SENSE

¢SON UTILES LOS NUMEROS COMPLEJ0S?

En la actualidad no se cuestiona la aplicacion de los niimeros complejos en
diversos admbitos, tanto cientificos como industriales o cotidianos. No obstante,
este tipo de niimeros también ha tenido sus detractores. Umaba que «Dios hizo
los niimeros naturales; el resto es obra del hombre». Con esta frase defendia
que la aritmética y el andlisis matemdtico se deben basar en los niimeros enteros,
prescindiendo asi de los irracionales y los complejos.

— Accede al enlace http://links.edebe.com/yhcdgs y observa qué relacion existe
entre los nimeros complejos y el disefio de las alas de los aviones.

— Busca en la Red informacién sobre aplicaciones concretas en las que los niime-
ros complejos tengan un papel fundamental.

ENTREPRENEURS

LA ISLA DEL TESORO

Accede al enlace http://links.edebe.com/4a6 en el que encontraras un
reto que debe resolverse relacionado con la famosa novela de Robert
L. Stevenson.

— Formad grupos de 3-4 miembros y averiguad la solucion a partir de la utiliza-
cion de los niumeros complejos.

— Preparad una presentacién en PowerPoint o Prezzi con los pasos que habéis
seguido para resolver el reto.





