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Ejercicio 1

a) Determina el valor del pardmetro a4 € R para que la funcién f(x) = (x — a)e* tenga un
minimo relativo en x = 0. Razona que, de hecho, es un minimo absoluto. [1,25 puntos]

b) Para el valor de a obtenido, calcula los puntos de inflexién de la funcién f(x). [1,25 puntos]
Solucién

a) Al presentar la funcién en el punto x = 0 un minimo relativo, necesariamente f'(0) = 0.
Ademads se ha de cumplir también que la segunda derivada en tal punto sea mayor que cero.

Como f'(x) = ¥+ (x —a)e* = (1+x —a)e", se tieneque f/(0) =1—a=0=a =1
Para este valor de a la funcion y su primera derivada son f(x) = (x —1)e* y f'(x) = xe*. La
segunda derivada es f”(x) = e¢* + xe* = (x + 1)e*. Como f”(0) =1 > 0, entonces en x = 0

hay un minimo relativo.

Observemos también que, al ser ¢* > 0,Vx € R se tiene que f'(x) = x¢* < 0 < x <0
y que f'(x) = xe* > 0 < x > 0. Por tanto, f es estrictamente decreciente en (—o0,0) y
estrictamente creciente en (0, +0).

Ademas, la funcién f(x) = (x — 1)e* estad definida y es continua en todo R, f(0) = —1y los

limites en —co y en +o0 son los siguientes:

—1 —
o lim (x—1)¢* =[-c0-0 INDET]= lim >~ - = { = INDET} =
x——00 x——oc0 e~ X 0
1 1
= lim — = —— = 0. En el dltimo paso se ha usado la regla de L’'Hopital.
x——o0 —g~ X —00
e lim (x—1)¢* = +o0.
X—r—+00
De lo anterior se deduce que Imf = [—1, +0c0), con lo que x = 0 es un minimo absoluto.

b) Si una funcién presenta un punto de inflexién, necesariamente la segunda derivada en este
punto ha de ser igual a cero. Una condicién para asegurarnos de que tal punto es de inflexiéon
es que la tercera derivada en dicho punto sea distinta de cero. Teniendo en cuenta lo anterior,
tenemos:

fl(x)=e"+xe* =(1+x)e* =0 x= -1
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De lo anterior deducimos que el tnico “candidato” a punto de inflexién es el punto x = —1.
Hagamos la derivada tercera y evaluemos.

"(x) ="+ (1+x)e* =2 +x)e" = f"(-1)=e 1 £0

Como la tercera derivada es distinta de cero, deducimos que x = —1 es el tnico punto de
inflexion de la funcién. Puesto que f(—1) = —2¢~1 ~ —0,74, las coordenadas del punto de
inflexién son (—1, —0,74).

La representacion grafica de la funcion es la siguiente:

Ejercicio 2
x> —3x+1
— 5x2 4 8x —

Calcula la integral / 3 4dx [2,5 puntos]

Solucion

Se trata de una integral racional. Factorizaremos el denominador y descompondremos la fraccién
en fracciones simples.
Como x3 —5x% 4 8x — 4 = (x — 1)(x — 2)? tenemos:

x> —3x+1 A B C A(x—2)2+B(x —1)(x —2) + C(x — 1)

x3—5x2—|—8x—4:x—1+x—2+(x—2)2: (x —=1)(x —2)?

2
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Demos ahora valores para x en el numerador:
e Six =2, entonces —1 = C.
e Six =1, entonces —1 = A.
e Six=0,entoncesl =4A+2B—-C=1=-4+2B+1= B=2.

Por tanto:
x> —3x+1 -1 2 -1
3 2 - T + 2
x> —-5x24+8x—4 x—-1 x—-2 (x—2)

De este modo:

2
xc—3x+1 -1 2 —1
d :/ d / d /—d _
/x3—5x2+8x—4 =t 5T o™

:—ln(x—1)+21n(x—2)+ﬁ+c
Ejercicio 3
Dadas las matrices
1 -1 0
2 3 &k * 0
A= ;o X = O=10
1 4 &k y )
0 5k 1 z

se pide:
a) Calcula, en funcién del pardmetro k € R, el rango de la matriz A. [1 punto]

b) ¢Existe algtin valor de k € R para el cual el sistema A - X = O sea incompatible? [0,75
puntos]

c) (Paraquévaloresdek € R el sistema A - X = O es compatible indeterminado? [0,75 puntos]
Solucién

a) Puesto que la matriz es de orden 3 x 4 el rango no puede es a los sumo 3. Ademads se tiene
1 -1

que 2 3

=3—(-2) =5 # 0, con lo que la matriz A tiene un menor de orden 2
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distinto de cero. Esto quiere decir que el rango es al menos 2. Estudiemos ahora los dos
determinantes que contienen al menor anterior.

1 -1 0
2 3 k|=Bk—k) —(—2k+4k) =2k—2k=0
1 4 &k
1 -1 0
2 3 k|3—(—2+5k*) =55k
0 5k 1
Es facil darse cuenta de que ambos son simultdneamente cero cuando k = —1 o k = 1. Por

tanto, deducimos lo siguiente:

e Sik=—-1ok=1elrangode Aes2.
o Sik# —1yk # 1elrango de A es 3.
b) El sistema A - X = O es homogéneo. Por tanto, x = 0, y = 0, z = 0 es una solucién del

sistema. Asi pues no existe ningtn valor de k € R para el cual el sistema A - X = O sea
incompatible.

c) El namero de incégnitas de este sistema es n = 3. La matriz ampliada del sistema es la
matriz A afiadiendo una columna de ceros, con lo que el rango de la matriz ampliada y el

de la matriz A es el mismo. Para k = —1 0 k = 1 tenemos rangoA = 2 < 3 = n. Segtn el
teorema de Rouché, esto quiere decir que el sistema es compatible indeterminado si k = —1
ok=1.

Ejercicio 4
Dadas las rectas

X—y=
y+z=1

<
Il
<
[¥))
11l
N <
il
-~
|
~—

se pide
a) Determina su posicion relativa. [1,25 puntos]
b) Halla el &ngulo que forman sus vectores de direccion. [1,25 puntos]

Solucion
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a) En la ecuacién de la recta r haciendo por ejemplo, y = 0, obtenemos x = 1, y = 1. Por tanto,
un punto de r es A(1,0,1). Hallemos un vector director de r:

j ok
1 -1 0|=—i+k—j
1 1

Por tanto un vector director de res i = (—1,—1,1).
Un punto y un vector director de s son, respectivamente, B(0,1,0) y 7 = (1, —1,1).

La matriz formada por los vectores directores de r y s es

-1 -1 1
1 -11
El rango de esta matriz es 2, pues contiene un menor de orden dos distinto de cero:

-1 -1

L=l =2#£0

De aqui se deduce que los vectores if y ¢ tienen distinta direccién, con lo que las rectas o bien
se cortan (secantes), o bien se cruzan. Para saber cual de las dos alternativas es la correcta
estudiaremos el rango de la matriz formada por los vectores if, 7y z@ =(—1,1,-1), quees
la siguiente:

-1 -1 1
1 -1 1
-1 1 -1
El determinante de la matriz anterior es:
-1 -1 1
1 -1 1 |=(-1414+1)—-(14+1-1)=0
-1 1 -1

Por tanto, el rango de la matriz anterior no puede ser 3. Entonces el rango serd igual a 2, lo
que indica que los vectores i, Uy AB se encuentran en un mismo plano, con lo que las rectas
7'y s son secantes (se cortan en un punto).

Aunque no se pide explicitamente en el enunciado, vamos a hallar el punto de corte de las
rectasry s.
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x+y=1
Se puede deducir con facilidad que la ecuacién general de la recta s es s = Y
x—z=0

El punto de corte de r y s serd la solucién del sistema formado por las ecuaciones de 7 y s:

/

x—y=1
y+z=1
x+y=1
(x—z=0

Segtin se ha deducido anteriormente, este sistema debe ser compatible y determinado (so-
lucién tinica). Si llamamos A a la matriz de los coeficientes, A1b a la matriz ampliada y n al
numero de incégnitas, por el teorema de Rouché se debe de cumplir que

rango A =rango Alb =n =3
Comprobémoslo. La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada son, respectivamente:

-1 0 -1
1

0
1
; Alb =
0

[ e )
Y S G GO

-1

i e

0 -1

El rango de A es 3 pues contiene un menor de orden 3 distinto de cero:

1 -1 0
001 1|=-1-1=-2#0
1

El rango de la matriz ampliada también es tres porque el tinico menor de orden cuatro es

igual a cero:

1 -1 1 1 -1 0
01 1 1 0 1 1 Pt 1 1
= =2 0 0 |=2 =2.0=0
11 0 1 02 0 0 -1 -1
1 -1 -1
10 -10 0 1 -1 -1

Para calcular el determinante hemos hecho ceros en la primera columna restando a la ter-
cera y cuarta filas la primera. Luego se ha desarrollado el determinante de orden 4 por los
elementos de la primera columna, y el determinante de orden 3 por los elementos de la
segunda fila.
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Ahora podemos hallar la solucién eliminando la tltima fila del sistema y aplicando la regla

de Cramer:
-1 0
1 1
1 0| —-1-1
= = :1
x 2 )
1 0
0 1
1 0 1—1
y=— = =0
1 -1 1
0
11 1] (1-1)-(1+1)
= = =1
z 2 )

Por tanto, el punto de corte de las dos rectas es el punto (1,0,1).

b) Llamemos & al &ngulo formado por las rectas r y s. Puesto que

X
i) -|

donde ii y 7 son los vectores directores de r y s, tenemos:

=l

cosa =

=

g

cosux =

(=L -LD[-|(L,-L1)]  3-v3

Por tanto: .
X = arc cos 3= 70,53°
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