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EJercicio 1
a) Enuncia el Teorema de Bolzano y el Teorema de Rolle.

b) Demuestra, usando el Teorema de Bolzano, que existen al menos tres raices reales distintas de la ecuacién

X° —5x+3=0
c¢) Demuestra, usando el Teorema de Rolle, que la ecuacién anterior no puede tener mas de tres raices reales
distintas.
Solucion

a) Teorema de Bolzano.
Si f es una funcién continua en un intervalo [a, b] y signo f (a) #signo f (b), entonces existe al menos un
nuamero real C perteneciente al intervalo (a, b) tal que f (C) =0.
Teorema de Rolle.

Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], derivable en el abierto (a, b) y, ademas,

f (a) =f (b), entonces existe al menos un nimero real C € (a, b) tal que f '(C) =0.

b) Sea la funcion f (X) = x> —5x+3. Esta funcion, por ser polindmica, esta definida y es continua en todo IR.

Ademas, se tiene que:

f(-2)=(-2)"~5(-2)+3=-32+10+3=-19

f(-1)=(-1) -5-(-1)+3=-1+5+3=7

f (1):15 -5.1+3=1-5+3=-1

f (2):25—5-2+3:32—10+3:25

Por tanto, en los intervalos [—2, —1] ; [—1, 1], [1, 2] , la funcién cambia de signo en los extremos de cada uno de
ellos. Aplicando el Teorema de Bolzano, existen al menos C; e(—Z, —1), C, e(—l, 1), C, e(l, 2) tales que
f(c,)=0, f(c,)=0y f(c,)=0, es decir tales que ¢, —5¢, +3=0, ¢, ~5¢,+3=0y ¢,”—5¢c; +3=0.

Hemos demostrado pues, tal y como queriamos, que existen al menos tres raices reales distintas de la ecuacién

x° —5x+3=0.

c) Supongamos que existe C, € R distinto de C;, C, y C, tal que f(c,)=0=f(c,)=f(c,)="f(c;).
Supongamos, para fijar ideas, que C, <C, <C; <C,. Silos numeros C,, C,, C; y C, estuvieran ordenados de otra
manera la demostracion se haria exactamente lo mismo.

Entonces, por el Teorema de Rolle, existe al menos un ndmero real X, € (Cl, Cz) tal que f '(Xl) =0; al menos
un nimero real X, €(C,, C;) tal que f'(x,)=0;y al menos un ndmero real X, €(Cc;, ¢,) tal que f'(X;)=0
Pero esto es imposible pues f '(X) =0<5x*-5=0, sélo admite dos raices reales: 1y —1.

Hemos demostrado pues, por reduccién al absurdo, que la ecuacidn x> —5x+3=0 no puede tener mas de tres

, 4 / . .
raices reales ya que, en ese caso, f '(X) =0 5x" =5=0 tendria mas de dos raices reales y eso es, tal y como

se ha visto, una contradiccion.
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EJERCICIO 2

Calcula las siguientes integrales:

Jx
) e
jsen X €0S x dx J‘

—dx
Jx

Solucion

. Isenzxcosxdx = %IBsenzxcosxdx = %sen3x+C .

Jx
o Ie—dx=2 e&idx=2e&+c.

Jx 24/x

EJErcicio 3
a b c
Sabiendoque |d € f|=5, calcula el valor de los determinantes
g h i
b b+a 2c a+d+g b+e+h c+f+i
e e+d 2f d+g e+h f+i
h h+g 2i g h i

indicando las propiedades que se usan en cada caso para justificar tu respuesta.
Solucion

b b+a 2c o b b 2c| b a 2c %) b a 2c (3) a b 2c “ a b c
e |e e+d 2f|=le e 2f|+le d 2f|=le d 2f|=—|d e 2f|=—2/d e f|=-2.5=-10
h h+g 2| h h 2if h g 2i h g 2i g h 2i g h i

Propiedades utilizadas:

(1) Si dos determinantes tienen todos sus elementos iguales salvo, a lo sumo, los de una fila o columna,
entonces se pueden sumar, dando como resultado otro determinante con la misma parte comun y
con el resultado de sumar las dos lineas respectivas.

(2) Un determinante con dos filas o dos columnas iguales vale cero.

(3) Si en un determinante se intercambian entre si dos filas o dos columnas el determinante conserva el
mismo valor absoluto, pero cambia de signo.

(4) Si en un determinante multiplicamos todos los términos de una fila o de una columna por un
numero, el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero.

a+d+g b+e+h c+f+i ) a b c d+g e+h f+i . a b c “
. d+g e+h f+i |=|d+g e+h f+ij+[d+g e+h f+ij=|d+g e+h f+i|=
g h i g h i g h [ g h [
a b c/ja b d a b c
®) @
=/d e f|+|g h i|=|d e f|=5
g h il g h i g h i
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Propiedades utilizadas:

(1) Si dos determinantes tienen todos sus elementos iguales salvo, a lo sumo, los de una fila o columna,
entonces se pueden sumar, dando como resultado otro determinante con la misma parte comudn y
con el resultado de sumar las dos lineas respectivas.

(2) Un determinante con dos filas o dos columnas iguales vale cero.

(3) Si dos determinantes tienen todos sus elementos iguales salvo, a lo sumo, los de una fila o columna,
entonces se pueden sumar, dando como resultado otro determinante con la misma parte comun vy
con el resultado de sumar las dos lineas respectivas.

(4) Un determinante con dos filas o dos columnas iguales vale cero.
EJERCICIO 4
Dado el plano m=X+Yy+2Z=7 y el punto P(l, 0, O):

a) Calcula el punto Q de 7 que hace minima la distanciaa P .
b) Calcula el punto simétrico P' de P respecto al plano .

Solucion

a) Elpunto Q serd la interseccion de la recta I perpendicular al plano © que pasa por P, con el propio plano 7.

Un vector perpendicular a © es U z(l, 1 2). Por tanto, la recta perpendicular a m que pasa por P es, en

X=1+A
paramétricas: ' =<y =A . Sustituyendo en la ecuacién del plano: 1+ A +A+2-2L.=7T=06A=6=>A=1.
z2=2\

De este modo el punto que se pide es Q(Z, 1 2) |

b) Elpunto P', simétrico de P respecto del plano 7, debe pertenecer a la recta r y estar a la misma distancia de

Q que P:

d(P,Q)=d(P"Q) = (2-1) +(1-0)’ +(2-0) =(1+2—2) +(A-1) +(2.—2) <

6 =,6(L-1) =6=v6-y(A-1) ©1=h-1c)=2

Asi el punto P', simétrico de P respecto del plano 7, es P'(3, 2, 4).

También se puede, y quizd mas facilmente, sabiendo que el punto P' debe cumplir =Q. Llamando

P'(a, b, C), se tiene:

(1, 0,0)+(a, b, c)

> =(2,1,2)<=(1,0,0)+(a, b,c)=(4,2 4)=(a b c)=(3 2 4)
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EJercicio 1
Dada la funcion
2
X+
f(x)= ax“+b
2X+6

calcula los pardmetros a, b € R sabiendo que:

o f (X) tiene una asintota oblicua de pendiente 2.

o f (X) tiene un minimo relativo en el punto de abscisa X=0.

Solucion

Como la pendiente de la asintota oblicua es M =2 . Entonces:

ax’+b
f(x 2
IimL:ZQIimM:IimaXZ—er:ZQE:ZQa:A
x>0 X X—>0 X x—® 2X° + 06X 2
g 4x* +b - . .
De este modo, la funcidn queda de la forma f(X): TS Al ser X=0 un minimo relativo se tiene que
+
8x(2x+6)—(4x*+b)2 2 _8x2_ 2 _
f'(O):O.La derivadade f es: f'(X): ( ) ( > ) :16X +48x 8;( 2b=8X +48x 22b.
(2x+6) (2x+6) (2x+6)
Entonces f'(O)=0<:>8'0+48'0_22b=0<:>_—2b:0<:>—2b=0<:>b:0.
(2-0+6) 36
2
Resumiendo: si a=4, b=0, la funcién f (X) = %16 tiene una asintota oblicua de pendiente 2 y un minimo
X+

relativo en el punto de abscisa X=0.

EJERcCICIO 2

Calcula el drea encerrada entre las gréficas de las funciones f (X) =x*-3x*+2x+1yg (X) =1.

Solucion

Calculemos los puntos donde se cortan ambas gréficas:
x=0

f(x)= P38 +2x+1=1 X -3x* +2x =0 ?-3x+2)=0 :
(x)=9g(x) = x* =3x* + 2x+1=1< x> —3x* + 2x <:>x(x x+) Q{x2—3x+2=0

Las soluciones de la ecuacién de segundo grado x> —3x+2=0 son x=1, x=2. Por tanto, los puntos en los que
ambas funciones se cortan tienen abscisas X=0, x=1, x=2.

Estudiemos ahora el signo de f(x)—g(x) para saber en qué momentos estd una gréfica “por encima” o “por

debajo” de laotra: f (X)—g(X)=x*—3x* +2x+1-1=x*—3x* + 2x = X(x—1)(X—2).. Entonces:

Intervalo (—o0, 0) (0, 1) (1, 2) (2, +)

signode f(x)—g(x) - + - +
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Los intervalos que nos interesan son (0, l) y (1, 2) pues ambos extremos contienen a los puntos de corte de las
funciones. Es decir:

e Sixe(0,1)= f(x)—g(x)>0= f(x)>g(x)

e Sixe(l2)= f(x)-g(x)<0= f(x)<g(x)

Observa que es asi en la siguiente figura, donde se representan tanto la funcién f como la funcién g :

0.5

05 / 0 05 1 15 2

De este modo, el drea A encerrada entre las graficas de ambas funciones, es la suma de otras dos A, y A,, donde:

! X! C 1 1
A= j (x))dx j(x3—3x2+2x)dx: S xt | =2-141==.
0 4 0 4 4
20 2 X' s i 1 1
dx X7 43X -2X)dX=| ——+ X" =X | =(—4+8-4)—-| ——+1-1|==.
= (00t open=[ ¢ ){4 l( ey
1 1 2 1
Por tanto, finalmente, A=A + 4+ ="=2=0,5uds’.
or tanto, finalmente, A+A = 271°273
EJErcicio 3
X+y+2z=0
a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro acR: <ax —-3z=a
2X+ay—z=a
b) Resolverlo paraelvalorde a=1.
Solucion
11 2
a) La matriz de los coeficienteses A={a 0 -3/|.
2 a -1
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Es facil darse cuenta de que su rango es al menos dos pues contiene un menor de orden dos distinto de cero:

1 2
=-3%0.
0 —3‘
11 2
Ademss |A|=la 0 -3=(0-6+2a’)-(0-a-3a)=2a"+4a-6.
2 a -1

a=-3

Entonces|A|:O<:>2a2+4a—6:0<:>{ 1
3.2=

2si a=-30a=1

De este modo concluimos que rango(A) = {3 . 3 1
siaz-3ya=#

11 2 0
La matriz ampliadaes B=|a 0 -3 a |, cuyo rango no puede ser mayor que 3. Ademas, ya hemos visto
2 a -1 a

quesia#—-3y a=#l, rango(A) =3, con lo que podemos concluir que:

o Siax-3y a=l, rango(A):rango(B):3:numero de incognitas, con lo que el sistema es
compatible determinado (solucién Unica).

Estudiemos ahora lo que ocurresia=—-3 0 a=-1.

1 1 2 0
e Sia=-3,B={-3 0 -3 -3]|, quetiene al menos un menor de orden tres distinto de cero:
2 -3 -1 -3
1 2 0
0 -3 -3=(9+18+0)-(0+0+3)=21.
-3 -1 -3

Asi pues, en este caso, rango(A) =2+ rango(B) =3, y el sistema es incompatible (no tiene solucidn).

11 2 0
e Sia=1, B=|1 0 -3 1], cuyorango es 2, pues la ultima fila es suma de las dos primeras (se
2 1 -1 1

puede demostrar también comprobando que todos los menores de orden tres son cero).

Por tanto, en este caso rango(A) = rango(B) =2 <3 =numero de incégnitas, con lo que el sistema es

compatible indeterminado (infinitas soluciones) y su grado de libertades g =3—-2=1.

b) Para a=1, podemos eliminar la Gltima ecuacidn (ya que depende linealmente de la primera y la segunda tal y

. ' ' ) X+y+2z=0
como se ha visto en el apartado anterior), con lo que el sistema quedara de la forma: .

X -3z=1

) X+Yy=-2A y=-1-3A-2A y=-1-5\
Llamando Z =\, se tiene que = = .
X=1+3A X=1+3A X=1+3A
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X=1+3A
Entonces, para a =1, las infinitas soluciones dependen del pardmetro A yson 4y =—-1-5A.
=\

Obsérvese que estas soluciones estan sobre una recta. De hecho, son las ecuaciones paramétricas de una recta
que pasa por el punto P(l, -1, 0) y tiene vector director U = (3, -5, 1).

EJERCICIO 4

X =2\

Dado el punto P(l, 0, O)yla rectar={y=3+A,AeR

a)

z=-1

Da unas ecuaciones paramétricas de la recta S que pasa por P y corta perpendicularmentea .

b) Calculala distanciade P ar.

Solucion:

a)

Calculemos el plano m que contiene a P vy es perpendicular a r (véase la figura de la pagina siguiente).

Un vector directorde I es U = (2, 1, 0). Este vector ha de ser perpendicular (normal) al plano 7, con lo que su

ecuacion debe ser de la forma w=2x+Yy+ D =0. Como este plano contiene a P tenemos, sustituyendo, que
2-1+0+ D=0= D =-2. Asi, la ecuacién del plano © que contiene a P y es perpendiculara r es

n=2X+y—-2=0
La interseccion de este plano con larecta I serd un punto: Tr =M . Hallémoslo:

M debe ser de la forma M (27», 3+A, —1) ya que pertenecea I'.

Ademds, como M e, se deduce que2-2k+3+7»—2=0:>57»:—1:>7»:—%.

Por tanto, el punto es M (—g, E, —1}.
5 5

Como mw_Lr,larecta S que pasa por M y P (puntos contenidos en 7) también serd perpendiculara r. Un

vector director de S es MP = 1—(—3)0—5,0—(—1) :W(Z,—E,lj.
5 5 5 5

Podemos tomar también como vector director uno proporcional, por ejemplo, V = (7, -14, 5) .

Asi, las ecuaciones paramétricas de la recta S son:

X=1+7\
S=qy=-141 , L eR
Z=5\

b) Como ry Sse cortan perpendicularmente en M, la distanciade P a r, d (P, I‘) coincide con la distancia de

PaM, d(F’,IVI).Esdecir:
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2 2
d(P,r)=d (P, M)=|VF| - TV (1) pp2 o (49,196 0 (270 _ [543 og6uds
5 5 25" 25 25 \'5
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