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Pruebas de Acceso a Ensenanzas Universitarias Oficiales de Grado.

Bachillerato L. O. E.

®UCLMI Materia: MATEMATICAS II

UNIVERSIDAD DE CASTILLA~-LA MANCHA

Instrucciones: El alumno deberd contestar a una de las dos opciones propuestas A o B.
Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Puedes utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntia 2,5 puntos.

PROPUESTA A

4z + 3z + 4
1A. Dada la funcién f(x) = +2+7 se pide:
x
a) Calcula las asintotas verticales y oblicuas de f(x). (1,25 puntos)

b) Coordenadas de los méximos y minimos relativos de f(x). (1,25 puntos)

2A. Calcula las siguientes integrales:

a) / (cos(2x) + sen x cos x) dx. (1,25 puntos)

b) /mS_ld (1,25 puntos)
x. (1, untos
x+ 2 P

. 4 5 01 .
3A. Dadas las matrices A = ( £NY > y B = < 1 0 >, se pide:
2X 4+ 3Y = A

X 4+ Y= B . (1,25 puntos)

a) Resuelve el sistema matricial {

b) Encuentra una férmula general para B™, donde n € N. (Indicacién: Calcula las primeras poten-
cias de la matriz B) (1,25 puntos)

r = 1 4+ at
4A. Consideremos el planom = —z=0ylarectar=< y = 1 — t 6 teR
z = 2t

a) Determina el pardmetro a € R para que la recta 7 y el plano 7 sean paralelos. (1,25 puntos)

b) Para el valor de a determinado, obtén las ecuaciones paramétricas de una recta r’ paralela al
plano 7 y que corte perpendicularmente a 7 en el punto P(1,1,0). (1,25 puntos)

(sigue a la vuelta)
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Examen Junio de 2011 (General) Solucion

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE) UNIVERSIDAD DE CASTILLA LA MANCHA
JUNIO — 2011 (GENERAL)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro preguntas que componen la opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dos op-
ciones, el tribunal podré anular su examen.
En el desarrollo de cada respuesta, detalle y explique los procedimientos empleados en la misma. Se califica todo.

PROPUESTA A

2
Ejercicio 1°) Dada la funcion f(x)=$, se pide:

a ) Calcula las asintotas verticales y oblicuas de f(x).

b ) Coordenadas de los méximos y minimos relativos de f(x).
Solucion

a)

Las asintotas son las siguientes:

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.
2x=0 ;; x=0 (El eje de ordenadas es asintota vertical)

lim lim 4x*+3x+4 4
f(x)= R L=
Xx—0 Xx—>0 2X o ——

lim lim 4x*+3x+4 4
f(x)= AT M A SIS S S M
Xx—>0" Xx—0" 2X —_—

+_

Oblicuas: son de la forma y = mx +n, siendo:

A% +3x+4
[im [im lim 2
T I I i LY r VN
X—ow X X —> 00 X X —> 00 2X
lim lim (4x*+3x+4 lim  4x% +3x+4—4x?
n= [f(x)-mx]= =TT ox = -
X —> 0 X —> 00 2X X —> 00 2X
lim 3x+4 3 _

X o 2X 2

Asintota oblicua: y= 2x+g

b)
Una funcion tiene un extremo relativo cuando se anula su primera derivada.
1



Examen Junio de 2011 (General) Solucion

(o (8x+3)-2x—(4x2 +3x+4).2 16x° +6x—8x*—6x—8 8x°—8 8(x*—1)
f (X): (2 2 = 2 = 2 = 7 = f(X)
X) 4x 4x 4x

2
f'(x)=0 = 82)(2_1 =0 8(x2—1):0 5 x2-1=0 = x, =-1;; x, =1.

Para diferenciar los maximos de los minimos relativos se recurre a la segunda
derivada; si es negativa para los valores que anulan la primera derivada, se trata de un
maximo relativo y si es positiva, de un minimo relativo.

2 2 3 3
()= 16X 4% ~8(x? ~1)-8x _ 64x* 64X’ +64x _ 64x _16 _ ()

(4x2)2 4x* axt x° '

f(-1)= (1;3)3 :1—61:—16<0 — Maximo relativo para x = -1.

2
f(—1)=4.(_1) +3.(_1)+4=4_3+4=i=—ﬁ = Maximo: A(—l, —Ej

2-(-1) -2 -2 2 2
f"(1)=i—36=%=16>0 = Minimo relativo para x = 1.

2
p) -2t 3-1%4 _4+3+d 11 piinimo: B(l, Ej.
2-1 2 2 2

*kkkkkkkkk



Examen Junio de 2011 (General) Solucion

Ejercicio 2°)Calcula las siguientes integrales:

3
-1
a) I = [[cos (2 cos x] - dx. b) 1={X=2 4
) I[cos(x)+senx cos x] - dx ) Ix+2 X
Solucion
a)
I:I[cos(2x)+senx-cosx]-dx:jcos(2x)-dx+jsenx-cosx-dx=|l+|2=| (*)

2x =t 1 1 1 1
l, _J'cos (2x) - dx = {dx:%dt} = Icost -Edt_EJ'cost -dt_Esent_Esen(Zx)_ l,.

sen x=t } t2

Izzjsenx-cosx-dx: :jt-dt:—+C:13en2x:I2.
cos X - dx =dt 2 2

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de I e I,:

I=1,+1, :%sen (2x)+isen2 x+C :%[sen (2x)+sen’x]+C = |

b)
x3 -1 - . M
I:j .dx = Efectuando la division:
X+2
+ X3 +1 X+2
_ 3 > 2
X 2X X2 —2X+4
0 —2x2 +1
+2x%  +4X
0 +4x 41
—-4x -8
0 -7
3 3 2
I:_[X 1-dx:_[ X2 —2x+d——)oax =222 a7 (L k=
X+2 X+2 3 2 X+2
x® 2 *
=3 +ax-Tl, =1. (*)

L= [-1 . ax = {”Zzt} - |l=j1-dt=|_|t|+C=|_|x+2|+C=|l.
X+2 dx =dt t

3
Sustituyendo en (*) el valor obtenido de I;: 1 =%—x2 +4x—-T7L|x+2[+C.

*kkkkkkikkkikk
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Ejercicio 3°)Dadas las matrices A=(_43 _54j y BZG ;J se pide:

. - 2X +3Y = A
a ) Resuelve la ecuacion matricial: :
X+Y =8B

b ) Encuentra una formula general para B", donde ne N . (Indicacién: calcula las pri-
meras potencias de la matriz B).

Solucion
a)
2X+3Y =A 2X+3Y = A
= =>Y=A-2B:;: X=B-Y=B-A+2B=-A+3B=X
{X+Y:B —2X—2Y:—ZB} y
5 0 1 0 3 -4 -5 -4 -2
X=-A+3B=- +3 = + = =X
-3 -4 10 3 0 3 4 6 4
5 0 1 4 5 0o -2 4 3
Y=A-2B= -2. = + — _y
-3 -4 10 -3 -4 -2 0 -5 -4
b)

5 0 1) (0 1 0+1 0+0 10 ,
B2=B-B= . = = =1=B".
1 0)\1 0 0+0 1+0 0 1

B°=B*-B=1-B=B=8B°.

B"=1 si nes par ;; B"=B si nes impar

*kkkkkkkkk
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x=1+at
Ejercicio 4°) Consideramos el plano z=x-z=0ylarecta r={y=1t , teR.
z=2t
a ) Determina el parametro aeR para que la recta r y el plano 7 sean paralelos.
b ) Para el valor de a determinado, otén las ecuaciones paramétricas de la recta r’
paralela al plano © y que corte perpendicularmente a r en el punto P(1, 1, 0).

Solucion

a
: Para que la recta r y el plano 7 sean paralelos es condinisuficiente que el
vector normal del plano sea perpendicular al vector director de la recta.
El vector normal de mes n =(1, 0, —1) y el vector director de res v =(a, -1, 2).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

n-v=0=(0-1)(a-12)=0;a-0-2=0;; a-2=0 = a=2.
La recta r y el plano  son paralelos cuando o = 2.

b)
Un vector director de r es v =(2, -1, 2) y el haz de planos perpendiculares a la
X=1+2t
recta r={y=1-t tiene por expresion general o =2x-y+2z+D=0.
z2=2t

De los infinitos planos del haz anterior, el plano B que contiene al punto
P(1 1, 0) es el que satisface su ecuacion:

a=2x-y+2z+D=0
P(L 1, 0)
= [f=2x-y+22-1=0.
El haz de planos paralelos a 7 =x-z=0 tiene por expresion y=x-z+D =0.
De los infinitos planos del haz anterior, el plano x que contiene al punto
P(1 1, 0) es el que satisface su ecuacion:
y=X—-2+D=0
P(1 1, 0)

}:32-L4A2-0+D=0;;2—L+D=O;;L+D=0;;D=—1:>

}:> 1-0+D=0;,1+D=0;; D=-1= u=x-2-1=0.
2X—-y+22-1=0
Xx—2-1=0 '

Para expresar r’ por unas ecuaciones paramétricas hacemos lo siguiente:
' {2x—y+22—1:0

La recta r’ es la interseccion de los planos B y r'z{

=
Xx—2z-1=0

Xx=1+A4
=1+4l=y = r'=<y=1+44.
=4

= 2=A;; X=1+z2=14+A=X;;, Yy=2X+22-1=2+2A+21-1=

*kkkkkkkkk
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Pruebas de Acceso a Ensenanzas Universitarias Oficiales de Grado.
Bachillerato L. O. E.

Materia: MATEMATICAS II

PROPUESTA B

1B. En cierto experimento la cantidad de agua en estado liquido C'(t), medida en litros, estd determinada
en funcién del tiempo ¢, medido en horas, por la expresion:

2 10 240

Halla cudl es la cantidad minima de agua en estado liquido y en qué instante de tiempo se obtiene,

en el intervalo comprendido entre ¢ = 1 hora y ¢ = 10 horas. (2,5 puntos)

2B. a) Representa gréaficamente la regién del primer cuadrante limitada por las graficas de las funciones

1
f(x) =~ yg(x) = -, ylarectaw = 2. (0,5 puntos)
x x

b) Calcula el area de dicha regién. (2 puntos)

3B. a) Clasifica, en funcién del parametro A € R, el sistema de ecuaciones

Ax + 2y — z = A
3z — y — =z =1
5 + y — 2z = 3

(1,5 puntos)

b) Resuélvelo, si es posible, para A = 2. (1 punto)

4B. Dados los puntos de coordenadas A(0,1,0), B(1,2,3), C(0,2,1) y D(k,1,1), donde k € R:
a) Determina el drea del tridngulo de vértices A, By C. (1 punto)

b) {Para qué valores del pardmetro k el tetraedro cuyos vértices son A, B, C' y D tiene un volumen
de 5u3? (1,5 puntos)
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PROPUESTAB

Ejercicio 1°) En cierto experimento la cantidad de agua en estado liquido C(t),

medida en litros, esta determinada en funcién del tiempo t, medido en horas, por la

2 10 240

siguiente expresion: C(t)=§+10t+T+t_3’ te[l, 10]. Halla cudl es la cantidad mini-

ma de agua en estado liquido y en qué instante de tiempo se obtiene, en el intervalo
comprendido entre t =1 horay t = 10 horas.

Solucion

L . . . - y; 2 10 240,
a cantidad minima sera el minimo de la funcién C(t):§+10t+T+t—3.

_ _ L 2t2 4 2 4 12
C'(t)=10+° 210+0 24? 3t° _ 0_¥_7240:10t 104t 720 0t t4 2

t t ot t t

4 12
C'(t)=0:>10-¥=0 ;14 —t?-72=0.
t

Resolviendo la ecuacién bicuadrada;

_1:41+288 _1:4/289 117
2

t*—t?-72=0=t’=y = y?*—y-72=0;; y= > >

=Vy,=9;Y,=-8.

t?=9=1=3;t=-3

Deshaciendo el cambio de variable:
t?’=-8 =t¢gR

La solucién del problema es t = 3; la solucidn t = -3 carece de sentido logico.
La cantidad de agua en estado liquido a las 3 horas es la siguiente:

C(3)23+10 .3+E+2;430:g+30+9+@:6+270+30+80:386;42'89 litros .
3 3 3 3 3 9 9 9 —

La minima cantidad en estado liquido son 42’89 litros a las tres horas.
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Ejercicio 2°) a) Representa graficamente la regién del primer cuadrante limitada
por las gréaficas de las funciones f(x)=% y g(x)= 12 ,y larectax =2.

X
b ) Calcula el &rea de dicha region.
Solucion

a)

El punto de corte de las funciones se obtiene de la igualacion de sus expresio-

Detalle A

f(x):g(x):> —=—i X*=x;; x*-x=0;; X(X—1)=0 = x,=0;; x, =1.

Notese que la solucion x = 0 tiene como valor de las funciones infinito, por lo
cual el unico punto real de corte es P(1, 1).

b)
Todas las ordenadas de la funcién f(x) son iguales o mayores que las corres-
pondientes ordenadas de la funcion g(x) por lo que la superficie pedida es:

S =J2'[f(x)—g(x)]-dx=j(%—x—lzj -dx:{Lx—i—iI :[Lx+ﬂ2 :(L2+%j—[L1+%j:

1 1

= L2+E—L1—1:[L2—1j u*=s.
2 2

*kkkkkkkkk
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Ax+2y-z=A
Ejercicio 3°) a)Clasifica, en funcién del parametro 4 <R, el sistema 3x—y—}z/:1
5x+y-2z=3
b ) Resuélvelo, si es posible, para A = 2.
Solucion
a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A2 -1 A2 -1 2
M=|3 -1 -1|yM'=[3 -1 -1 1/.
5 1 -2 5 1 -2 3
El rango de M en funcién del parametro A es el siguiente:
A2 -1
IM[=|3 -1 -1|=24-3-10-5+12+2=31-6=0;; 1-2=0;; 1=2.
5 1 -2
Para 1 #2—= Rango M =Rango M'=3=n° incdg. = Compatible Deter minado
2 2 -12
ParaA=2es M'=|3 -1 -1 1|= {F+F,=F,} = Rango M'=2.
5 1 -2 3 -
Para 1=2= Rango M =Rango M'=2<n° inc6g. = Compatible Indeter minado
b)
2x+2y-z=2
Para A =2 el sistema es {3x-y-z:1 , que es compatible indeterminado.
5x+y-2z=3

Para resolver el sistema despreciamos una de las ecuaciones (tercera) y para-
metrizamos una de las incognitas (z=1):

2X+2y—-2=2 2X+2y=2+A| 2X+2y=2+41
= 1=4A= = 8x=4+31;;
X-y-z=1 - X-y=1+41 ] 6Xx-2y=2+21
x:1+§}t ;; y:3x—z—1:§+g/1—/1—1:l+1/1:y.
2 8 2 8 2 8
x=l+§ﬂ
2 8
Solucion: y:£+1/1,v/1€R
2 8
z=41
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Ejercicio 4°) Dados los puntos de coordenadas A(0, 1, 0), B(1, 2, 3), C(0, 2, 1) y
D(k, 1, 1), donde AeR:

a ) Determina el area del tridngulo de vértices A, By C.

b ) ¢Para qué valores del pardmetro k el tetraedro cuyos vértices son A, B, C y D tie-
nen volumen de 5 u®?

Solucion
a)
Los puntos A0, 1, 0), B(1, 2, 3) y C(0, 2, 1) determinan los vectores u = AB y

v =AC, que son los siguientes:
u=AB=B-A=(1 2 3)-(0, 1 0)=(1, 1, 3).

v=AC=C-A=(0, 2,1)-(0, 1, 0)=(0, 1, 1).

Sabiendo que el area del triangulo es la mitad del modulo del producto vecto-
rial de los dos vectores que lo determinan:

K
—[uav 3| =ik =i= j[ =] -2i- j+k|=2yC2 + (-1 417 -
1

o - -
R P o

W_lf_‘/— s

b)
Los puntos A(0, 1, 0) y D(k, 1, 1) determinan el vector :

w=AD=D-A=(k, 1, 1)-(0, 1, 0)=(k, 0, 1).

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los
vectores que lo determinan, en valor absoluto, seré:

113
=2 H ]‘ 5u° = 1.0 1 =2 [1+k-3K|=1|1-2K|=5 ;; [1-2k|=30 ;
6 6 6
k 01
1-2k =30 29 31
=k =—; k,=—.
~1+2k =30 2 2
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