
Pruebas de Acceso a Enseñanzas Universitarias Oficiales de Grado.

Bachillerato L. O. E.

Materia: MATEMÁTICAS II
Instrucciones: El alumno deberá contestar a una de las dos opciones propuestas A o B.

Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.

Puedes utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntúa 2,5 puntos.

PROPUESTA A

1A. Dada la función f(x) =
4x2 + 3x+ 4

2x
, se pide:

a) Calcula las aśıntotas verticales y obĺıcuas de f(x). (1,25 puntos)

b) Coordenadas de los máximos y mı́nimos relativos de f(x). (1,25 puntos)

2A. Calcula las siguientes integrales:

a)
∫

(cos(2x) + senx cos x) dx. (1,25 puntos)

b)
∫
x3 − 1

x+ 2
dx. (1,25 puntos)

3A. Dadas las matrices A =
(

4 5
−3 −4

)
y B =

(
0 1
1 0

)
, se pide:

a) Resuelve el sistema matricial
{

2X + 3Y = A
X + Y = B

. (1,25 puntos)

b) Encuentra una fórmula general para Bn, donde n ∈ N. (Indicación: Calcula las primeras poten-
cias de la matriz B) (1,25 puntos)

4A. Consideremos el plano π ≡ x− z = 0 y la recta r ≡


x = 1 + at
y = 1 − t
z = 2t

, t ∈ R.

a) Determina el parámetro a ∈ R para que la recta r y el plano π sean paralelos. (1,25 puntos)

b) Para el valor de a determinado, obtén las ecuaciones paramétricas de una recta r′ paralela al
plano π y que corte perpendicularmente a r en el punto P (1, 1, 0). (1,25 puntos)

(sigue a la vuelta)
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PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)    UNIVERSIDAD DE CASTILLA LA MANCHA 
JUNIO – 2011 (GENERAL) 

MATEMÁTICAS II      Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro preguntas que componen la opción elegida. Si mezcla preguntas de las dos op-
ciones, el tribunal podrá anular su examen. 

En el desarrollo de cada respuesta, detalle y explique los procedimientos empleados en la misma. Se califica todo. 

( )
x
xxxf

2
434 2 ++

=

PROPUESTA A 

Ejercicio 1º) Dada la función , se pide: 

a ) Calcula las asíntotas verticales y oblicuas de f(x). 

b ) Coordenadas de los máximos y mínimos relativos de f(x). 
Solución 

a ) 
Las asíntotas son las siguientes: 

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 

0;;02 == xx  (El eje de ordenadas es asíntota vertical) 

( ) ↓⇒∞−==
++

→
=

→ −−− 0
4

2
434

00

2

x
xx

x
lím

xf
x

lím . 

( ) ↑⇒∞+==
++

→
=

→ +++ 0
4

2
434

00

2

x
xx

x
lím

xf
x

lím . 

Oblicuas: son de la forma nmxy += , siendo: 

( ) m
x

xx
x

lím
x
x
xx

x
lím

x
xf

x
lím

m ==
++

∞→
=

++

∞→
=

∞→
= 2

2
4342

434

2

2

2

. 

( )[ ] =
−++

∞→
=








−

++
∞→

=−
∞→

=
x

xxx
x

lím
x

x
xx

x
lím

mxxf
x

lím
n

2
44342

2
434 222

n
x

x
x

lím
==

+
∞→

=
2
3

2
43 . 

2
32: += xyoblicuaAsíntota

b ) 
Una función tiene un extremo relativo cuando se anula su primera derivada. 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )xf
x

x
x

x
x

xxxx
x

xxxxxf =
−

=
−

=
−−−+

=
++−+

= 2

2

2

2

2

22

2

2

4
18

4
88

4
868616

2
2·4342·38'

. 

( ) ( ) ( ) 1;;101;;018;;0
4

180' 21
22

2

2

=−=⇒=−=−=
−

⇒= xxxx
x

xxf . 

Para diferenciar los máximos de los mínimos relativos se recurre a la segunda 
derivada; si es negativa para los valores que anulan la primera derivada, se trata de un 
máximo relativo y si es positiva, de un mínimo relativo. 

( ) ( )
( )

( )xf
xx

x
x

xxx
x

xxxxxf ''16
4
64

4
646464

4
8·184·16'' 344

33

22

22

===
+−

=
−−

= . 

( )
( )

⇒<−=
−

=
−

=− 016
1

16
1

161'' 3f

( ) ( ) ( )
( ) 






 −−⇒−=

−
=

−
+−

=
−

+−+−
=−

2
5,1:

2
5

2
5

2
434

1·2
41·31·41

2

AMáximof

Máximo relativo para x = -1. 

. 

( ) ⇒>=== 016
1

16
1
161'' 3f

( ) 





⇒=

++
=

++
=

2
11,1:

2
11

2
434

1·2
41·31·41

2

BMínimof

Mínimo relativo para x = 1. 

. 

********** 
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Ejercicio 2º)Calcula las siguientes integrales: 

a ) ( )[ ]∫ += dxxxsenxI ·cos·2cos . b ) ∫ +
−

= dx
x
xI ·

2
13

Solución 
a ) 

( )[ ] ( ) IIIdxxxsendxxdxxxsenxI =+=+=+= ∫∫∫ 21·cos··2cos·cos·2cos      (*) 

( ) ( ) 1
2
11 2

2
1

2
1·cos

2
1

2
1·cos

2
·2cos Ixsentsendttdtt

dtdx
tx

dxxI ====⇒








=
=

⇒= ∫∫∫ . 

2
2

2

2 2
1

2
·

·cos
·cos· IxsenCtdtt

dtdxx
txsen

dxxxsenI ==+=⇒








=
=

⇒= ∫∫ . 

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de I1 e I2

( ) ( )[ ] ICxsenxsenCxsenxsenIII =++=++=+= 22
21 2

2
1

2
12

2
1

: 

b ) 

⇒
+
−

= ∫ dx
x
xI ·

2
13

 Efectuando la división: 

3x+  1+   2+x

3x−  22x− 422 +− xx  
0 22x−   1+  
 22x+  x4+  

0 x4+  1+  
x4−  8−  

0 7−  

=
+

−+−=







+
−+−=

+
−

= ∫∫∫ dx
x

xxxdx
x

xxdx
x
xI ·

2
174

2
2

3
·

2
742·

2
1 23

2
3

IIxxx
=−+−= 1

2
3

74
3

.       (*) 

111 2·12
·

2
1 ICxLCtLdt

t
I

dtdx
tx

dx
x

I =++=+==⇒








=
=+

⇒
+

= ∫∫ . 

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de I1 CxLxxxI ++−+−= 274
3

2
3

: . 

********** 
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Ejercicio 3º)Dadas las matrices 







−−

=
43

54
A  y 








=

01
10

B , se pide: 

a ) Resuelve la ecuación matricial: 




=+
=+
BYX

AYX 32 . 

b ) Encuentra una fórmula general para Bn Nn∈, donde . (Indicación: calcula las pri-
meras potencias de la matriz B). 

Solución 
a ) 

XBABABYBXBAY
BYX

AYX
BYX

AYX
=+−=+−=−=−=⇒





−=−−
=+

⇒




=+
=+

32;;2
222

3232

. 

XBAX =






 −−
=







 −−
+







=








+







−−

−=+−=
46
24

43
54

03
30

01
10

·3
43

54
3 . 

YBAY =







−−

=







−

−
+







−−

=







−







−−

=−=
45

34
02
20

43
54

01
10

·2
43

54
2 . 

b ) 
22

10
01

0100
0010

01
10

·
01
10

· BIBBB ==







=








++
++

=















== . 

323 ·· BBBIBBB ==== . 

434 ·· BIBBBBB ==== . 

········  

imparesnsiBBparesnsiIB nn == ;;

********** 
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Ejercicio 4º) Consideramos el plano 0=−≡ zxπ  y la recta 
x=1+at

r y=1-t
z=2t


≡ 



, Rt∈ . 

a ) Determina el parámetro Ra∈  para que la recta r y el plano π sean paralelos. 
b ) Para el valor de α determinado, obtén las ecuaciones paramétricas de la recta r’ 
paralela al plano π y que corte perpendicularmente a r en el punto P(1, 1, 0). 

Solución 
a ) 

Para que la recta r y el plano π sean paralelos es condición suficiente que el 
vector normal del plano sea perpendicular al vector director de la recta. 

El vector normal de π es ( )1,0,1 −=n  y el vector director de r es ( )2,1, −= av . 
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 

( ) ( ) 202;;020;;02,1,·1,0,10· =⇒=−=−−=−−⇒= aaaavn . 
La recta r y el plano π son paralelos cuando α = 2. 

b ) 
Un vector director de r es ( )2,1,2 −=v  y el haz de planos perpendiculares a la 

recta 








=
−=
+=

≡
tz

ty
tx

r
2
1

21
tiene por expresión general 022 =++−≡ Dzyxα . 

De los infinitos planos del haz anterior, el plano β que contiene al punto 
( )0,1,1P  es el que satisface su ecuación: 

( ) ⇒−==+=+−=++−⇒


=++−≡

1;;01;;012;;00·211·2
0,1,1

022
DDDD

P
Dzyxα

0122 =−+−≡⇒ zyxβ .
El haz de planos paralelos a 0=−≡ zxπ  tiene por expresión 0=+−≡ Dzxγ . 
De los infinitos planos del haz anterior, el plano µ  que contiene al punto 

( )0,1,1P  es el que satisface su ecuación: 

( ) 011;;01;;001
0,1,1

0
=−−≡⇒−==+=+−⇒



=+−≡

zxDDD
P

Dzx
µ

γ . 

La recta r’ es la intersección de los planos β y μ: 




=−−
=−+−

≡
01

0122
'

zx
zyx

r . 

Para expresar r’ por unas ecuaciones paramétricas hacemos lo siguiente: 

=−++=−+==+=+==⇒




=−−
=−+−

≡ 1222122;;11;;
01

0122
' λλλλ zxyxzxz

zx
zyx

r









=
+=
+=

≡⇒=+=
λ

λ
λ

λ
z
y
x

ry 41
1

'41 . 

********** 
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... Pruebas de Acceso a Enseñanzas Universitarias Oficiales de Grado.

Bachillerato L. O. E.

Materia: MATEMÁTICAS II

PROPUESTA B

1B. En cierto experimento la cantidad de agua en estado ĺıquido C(t), medida en litros, está determinada
en función del tiempo t, medido en horas, por la expresión:

C(t) =
2

3
+ 10t+

10

t
+

240

t3
, t ∈ [1, 10]

Halla cuál es la cantidad mı́nima de agua en estado ĺıquido y en qué instante de tiempo se obtiene,
en el intervalo comprendido entre t = 1 hora y t = 10 horas. (2,5 puntos)

2B. a) Representa gráficamente la región del primer cuadrante limitada por las gráficas de las funciones

f(x) =
1

x
y g(x) =

1

x2
, y la recta x = 2. (0,5 puntos)

b) Calcula el área de dicha región. (2 puntos)

3B. a) Clasifica, en función del parámetro λ ∈ R, el sistema de ecuaciones
λx + 2y − z = λ
3x − y − z = 1
5x + y − 2z = 3

(1,5 puntos)

b) Resuélvelo, si es posible, para λ = 2. (1 punto)

4B. Dados los puntos de coordenadas A(0, 1, 0), B(1, 2, 3), C(0, 2, 1) y D(k, 1, 1), donde k ∈ R:

a) Determina el área del triángulo de vértices A,B y C. (1 punto)

b) ¿Para qué valores del parámetro k el tetraedro cuyos vértices son A,B,C y D tiene un volumen
de 5u3? (1,5 puntos)
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( )tC

PROPUESTA B 

Ejercicio 1º) En cierto experimento la cantidad de agua en estado líquido , 
medida en litros, está determinada en función del tiempo t, medido en horas, por la 
siguiente expresión: ( ) 3

2401010
3
2

tt
ttC +++= , [ ]10,1∈t . Halla cuál es la cantidad míni-

ma de agua en estado líquido y en qué instante de tiempo se obtiene, en el intervalo 
comprendido entre t = 1 hora y t = 10 horas. 

Solución 

La cantidad mínima será el mínimo de la función ( ) 3

2401010
3
2

tt
ttC +++= : 

( ) 4

24

4

24

426

2

2

72·10720101072010103·240010010'
t
tt

t
tt

ttt
t

t
tC −−

=
−−

=−−=
−

+
−

+= . 

( ) 072;;072·100' 24
4

24

=−−=
−−

⇒= tt
t
tttC . 

Resolviendo la ecuación bicuadrada: 

⇒
±

=
±

=
+±

==−−⇒=⇒=−−
2
171

2
2891

2
28811;;072072 2224 yyyyttt

8;;9 21 −==⇒ yy . 

Deshaciendo el cambio de variable: 






∉⇒−=

−==⇒=

Rtt

ttt

8

3;;39
2

21
2

. 

La solución del problema es t = 3

( ) litrosC 89'42
9

386
9

80302706
9

80
3

1030
3
2

3
240

3
103·10

3
23 3 ≅=

+++
=+++=+++=

; la solución t = -3 carece de sentido lógico. 

La cantidad de agua en estado líquido a las 3 horas es la siguiente: 

. 

La mínima cantidad en estado liquido son 42’89 litros a las tres horas. 

********** 
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Ejercicio 2º) a ) Representa gráficamente la región del primer cuadrante limitada 

por las gráficas de las funciones ( )
x

xf 1
=  y ( ) 2

1
x

xg = , y la recta x = 2.

b ) Calcula el área de dicha región. 
Solución 

a ) 
El punto de corte de las funciones se obtiene de la igualación de sus expresio-

nes: 

( ) ( ) ( ) 1;;001;;0;;;;11
21

22
2 ==⇒=−=−==⇒= xxxxxxxx

xx
xgxf . 

Nótese que la solución x = 0 tiene como valor de las funciones infinito, por lo 
cual el único punto real de corte es P(1, 1). 

b ) 
Todas las ordenadas de la función f(x) son iguales o mayores que las corres-

pondientes ordenadas de la función g(x) por lo que la superficie pedida es: 

( ) ( )[ ] =





 +−






 +=



 +=








−

−=





 −=−=

−

∫∫ 1
11

2
121

1
·11·

2

1

2

1

12

1
2

2

1

LL
x

xLxxLdx
xx

dxxgxfS  

SuLLL =





 −=−−+= 2

2
1211

2
12 . 

********** 

Y 

X O 

2 

1 

1 2 3 

3 

A 

S 

( ) 2

1
x

xg =

( )
x

xf 1
=

x = 2 

P 

Detalle A 

S 
P 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



  Examen Junio de 2011 (General) Solución     

8 

Ejercicio 3º) a)Clasifica, en función del parámetro R∈λ , el sistema 
λx+2y-z=λ
3x-y-z=1
5x+y-2z=3







. 

b ) Resuélvelo, si es posible, para λ = 2. 
Solución 

a ) 
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

















−
−−
−

=
215
113
12λ

M  y 
















−
−−
−

=
3
1

215
113
12

'
λλ

M . 

El rango de M en función del parámetro λ es el siguiente: 

2;;02;;0631251032
215
113
12

==−=−=++−−−=
−
−−
−

= λλλλλ
λ

M . 

adoDeterCompatibleincógnMRangoMRangoPara min.º3'2 ⇒===⇒≠λ

Para λ = 2 es { } 2'
3
1
2

215
113
122

' 321 =⇒=+⇒
















−
−−
−

= MRangoFFFM . 

adoerInCompatibleincógnMRangoMRangoPara mindet.º2'2 ⇒<==⇒=λ  
b ) 

Para λ = 2 el sistema es 
2x+2y-z=2
3x-y-z=1
5x+y-2z=3







, que es compatible indeterminado. 

Para resolver el sistema despreciamos una de las ecuaciones (tercera) y para-
metrizamos una de las incógnitas ( )λ=z : 

;;348
2226

222
13
222

13
222

λ
λ
λ

λ
λ

λ +=⇒




+=−
+=+





+=−
+=+

⇒=⇒




=−−
=−+

x
yx
yx

yx
yx

z
zyx

zyx  

yzxyx =+=−−+=−−=+= λλλλ
8
1

2
11

8
9

2
313;;

8
3

2
1 . 

R

z

y

x

Solución ∈∀















=

+=

+=

λ

λ

λ

λ

,
8
1

2
1

8
3

2
1

:

********** 
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Ejercicio 4º) Dados los puntos de coordenadas A(0, 1, 0), B(1, 2, 3), C(0, 2, 1) y 
D(k, 1, 1), donde R∈λ : 

a ) Determina el área del triángulo de vértices A, B y C. 

b ) ¿Para qué valores del parámetro k el tetraedro cuyos vértices son A, B, C y D tie-
nen volumen de 5 u3

ABu =

? 
Solución 

a ) 
Los puntos A(0, 1, 0), B(1, 2, 3) y C(0, 2, 1) determinan los vectores  y 

ACv = , que son los siguientes: 
( ) ( ) ( )3,1,10,1,03,2,1 =−=−== ABABu . 

( ) ( ) ( )1,1,00,1,01,2,0 =−=−== ACACv . 

Sabiendo que el área del triángulo es la mitad del módulo del producto vecto-
rial de los dos vectores que lo determinan: 
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b ) 
Los puntos A(0, 1, 0) y D(k, 1, 1) determinan el vector : 

( ) ( ) ( )1,0,0,1,01,1, kkADADw =−=−== . 

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los 
vectores que lo determinan, en valor absoluto, será: 
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