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1º) Dado el sistema de ecuaciones �� − 2�� + � = 1   �� + 2� − � = −1� − � + � = 1         , dependiente del parámetro 

real �: 
 �) Discuta el sistema según los valores del parámetro �. 
 �) Resuelva el sistema para el valor � = ��.  

---------- �)  
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

 � = � 1 −2� 1� 2 −11 −1 1 � y �′ = � 1 −2� 1� 2 −11 −1 1      1−11 �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

   |�| = � 1 −2� 1� 2 −11 −1 1 � = 2 − � + 2� − 2 − 1 + 2�� = 2�� + � − 1 = 0;  
 � = ��±√���� = ��±√�� = ��± � ⇒ �� = −1, �� = ��. 

 #�$� %� ≠ −1� ≠ �� ' ⇒ (�)* � = (�)* �+ = 3 = )º .)/ó*. ⇒ 2. 3. 4. 

 

         #�$� � = −1 ⇒ �+ = � 1 2 1−1 2 −11 −1 1      1−11 � ⇒ 53� = 3�6 ⇒  (�)* 7+ = 2.  
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         #�$� � = �� ⇒ �+ = �1 −1 189 2 −11 −1 1      1−11 � ⇒ 53 = 3�6 ⇒  (�)* 7+ = 2.  

 #�$� %� = −1� = �� ' ⇒ (�)* � = (�)* �+ = 2 < )º .)/ó*. ⇒ 2. 3. ;. 

 �)  

 Para � = �� el sistema resulta < � − � + � = 1   �� � + 2� − � = −1� − � + � = 1         , que es compatible indeter-

minado y equivalente al sistema %� − � + � = 1        �� � + 2� − � = −1. Haciendo � = 2=: 

 

 
−� + � = 1 − 2=2� − � = −1 − => ⇒ � = −3=;   � = 1 − 2= − 3= = 1 − 5=. 

 2@AB/.ó): � = 2=, � = −3=, � = 1 − 5=, ∀= ∈ (. 

 
********** 
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2º) Sea la función FG�) = %� · I� 8J9   K.  � ≠ 00     K.     � = 0 : 

 �) Estudie la continuidad y derivabilidad de FG�) en � = 0. 
 �) Estudie si FG�) presenta algún tipo de simetría par o impar. 
 /) Calcule la siguiente integral: ; = L MGN)NO�� · P�. 

---------- �)  
Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 

continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-
tinuidad. 
 
 La función FG�) es continua en R, excepto para � = 0, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuación. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 #�$� � = 0 ⇒ limN→UV FG�) = limN→UW FG�) = limN→U NX
Y 8J9 = UY 8Z = UY[ = U� = 0. 

 limN→UV FG�) = limN→UW FG�) = FG0) ⇒ \� FB)/.ó) FG�) IK /@)].)B� I) (. 

 
 La función FG�) es derivable en R, excepto para � = 0 cuya derivabilidad es 
dudosa; se estudia a continuación. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 
por la derecha son iguales en ese punto. 
 

 F+G�) = %I� 8J9 · G3�� + 2) K. � ≠ 0   G∗)0      K.  � = 0   ⇒ � = 0 ⇒ F+G0) = _0  K.  � < 00  K.  � ≥ 0 ⇒
  ⇒  F+G0�) = F+G0�) ⇒ \� FB)/.ó) FG�) IK PI$.a��AI I) (. 

 

(*)  FG�) = � · I� 8J9 ⇒ F+G�) = 3�� · I� 8J9 + � · �·�NNb · I� 8J9 = 

 = 3�� · I� 8J9 + 2I� 8J9 = I� 8J9 · G3�� + 2).  
 �)  

 FG�) = NX
Y 8J9.  FG−�) = G�N)X

Y 8GVJ)9 = − NX
Y 8J9 = −FG�) ⇒ 
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⇒ \� FB)/.ó) FG�) IK K.�é]$./� /@) $IKdI/]@ �A @$.*I). 

 /)  ; = L MGN)NO�� · P� = L NX·YV 8J9NO�� · P� = L YV 8J9NX�� · P� = L �� �� · I� 8J9 · P� ⇒  

 

⇒ e − �N9 = ]2�� · P� = P]�� · P� = �� · P]f� = 2 → ] = − ��� = 1 → ] = −1g ⇒ �� · L Ih�8b�� · P] = �� · iIhj���8b =  

 = �� · kI�8b − I��l = �� · m �Y8b − �Yn = �� · k �√Yb − �Yl = �� · m √YXb Y − �Yn ⇒  

 ⇒ ; = L MGN)NO�� · P� = √YXb ���Y . 

 
********** 
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3º) Con un dispositivo láser situado en el punto #G1, 1, 1) se ha podido seguir la tra-

yectoria de una partícula que se desplaza sobre la recta $ ≡ _2� − � = 10 � − � = −90. 

 �) Calcule un vector director de $ y la posición de la partícula cuando su trayectoria 
incide con el plano � = 0. 
 �) Calcule la posición más próxima de la partícula al dispositivo láser. 
 /) Determine el ángulo entre el plano de ecuación q ≡ � + � = 2 y la recta $. 
 

---------- �)  

 La expresión de $ por unas ecuaciones paramétricas es $ ≡ �� = =                � = −10 + 2=� = 90 + =      . 
 Un vector director de $ es arsss⃗ = G1, 2, 1). 

 
 La posición de la partícula cuando su trayectoria incide con el plano � = 0 es el 
punto Q, intersección de la recta $ con el plano � = 0: 
 

 

                       � = 0
$ ≡ �� = =                � = −10 + 2=� = 90 + =      g ⇒ 90 + = = 0;   = = −90. 

 

 = = −90 ⇒ �� = −90                                        � = −10 + 2 · G−90) = −190� = 90 − 90 = 0                        u ⇒ vG−90, −190, 0). 

 �)  

El haz de planos, w, perpendiculares a la recta $ ≡ �� = =                � = −10 + 2=� = 90 + =       tiene por 

expresión general w ≡ � + 2� + � + 4 = 0. 
 
 De los infinitos planos del haz w, el plano x que contiene al punto #G1, 1, 1) es 
el que satisface su ecuación: 
 

        
w ≡ � + 2� + � + 4 = 0                             #G1, 1, 1)> ⇒ 1 + 2 · 1 + 1 + 4 = 0;  4 + 4 = 0 ⇒ 4 = −4 ⇒  

 ⇒ x ≡ � + 2� + � − 4 = 0. 
 

 El punto #+ buscado es la intersección de la recta $ ≡ �� = =                � = −10 + 2=� = 90 + =       y el plano 
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x ≡ � + 2� + � − 4 = 0: 
 x ≡ � + 2� + � − 4 = 0

        $ ≡ �� = =                � = −10 + 2=� = 90 + =      g ⇒ = + 2 · G−10 + 2=) + G90 + =) − 4 = 0;   
 = − 20 + 4= + 90 + = − 4 = 0;   6= = −66;   = = −11. 
 

 = = −11 ⇒ �� = −11                        � = −10 − 22 = −32� = 90 − 11 = 79       u ⇒ #+G−11, −32, 79).  
  /)  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 Un vector normal del plano q ≡ � + � = 2  es )s⃗ = G1, 1, 0). 
 
 Por definición de producto escalar: )s⃗ · arsss⃗ = |)s⃗ | · |arsss⃗ | · cos �. 
 

 cos � = |�s⃗ ·��ssss⃗ ||�s⃗ |·|��ssss⃗ |. Por ser � � � complementarios: KI) � = |�s⃗ ·��ssss⃗ ||�s⃗ |·|��ssss⃗ |. 
 

 KI) � = |G�,�,U)·G�,�,�)|√�9��9�U9·√�9��9��9 = |����U|√���·√����� =  √�·√� =  √�� = 0,8660 ⇒ 

 ⇒ � = �$/ KI) 0,8660 ⇒ � = 60°. 
  

********** 
  

arsss⃗  )s⃗  

$ 

� 
� #$@�I//.ó) PI $ 

q 
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4º) Según el Instituto Nacional de Estadística, durante el último trimestre de 2.020, el 
porcentaje de mujeres que pertenecía al conjunto de Consejos de Administración de las 
empresas que componen el Ibex-35 fue del 27,7 %. Se reunieron 10 de estos consejeros: 
 �) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres. 
 �) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre. 
 /) Determine, aproximando mediante una distribución normal, la probabilidad de que 
un congreso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como mínimo un 35 
% de representación femenina? 
 

---------- �)  
 Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 
 

 ) = 10;   d = 0,277;   � = 1 − 0,277 = 0,723. #G$) = k)$l · dr · ���r. 

 # = #G5) = k105 l · 0,277� · 0,723� = �U!G�U��)!·�! · 0,0016 · 0,1976 =  

 = �U·�·�·�·�·�!�·�· ·�·�! · 0,000322 = 2 · 2 · 9 · 7 · 0,000322 = 0,0812.  

 
 �)  
 La probabilidad de que un consejero sea hombre es la unidad menos la probabi-
lidad de que sea mujer: d = 1 − 0,277 = 0,723. 
 4�]@K: ) = 10;   d = 0,723;   � = 0,277. 

 
La probabilidad de que hubiese al menos un hombre es equivalente a la unidad 

menos la probabilidad de que no hubiera ningún hombre: 
 # = 1 − #G0) = 1 − k100 l · 0,723U · 0,277�U = 1 − 1 · 1 · 0,000002659 =  

 = 1 − 0,000002659 = 0,99999734. 
 
 /)  
 El 35 % de 200 es: ) = 0,35 · 200 = 70. 
 

Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 
 
 ) = 200;   d = 0,277;   � = 0,723.  
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 Por ser 
) · d = 70 · 0,277 = 18,39 > 5) · � = 70 · 0,723 = 50,61 > 5> puede aproximarse la distribución bi-

nomial a una distribución normal de las siguientes características: 
 � = ) · d = 200 · 0,277 = 55,4.         
 � = �) · d · � = √200 · 0,277 · 0,723 = �40,05 ≅ 6,329. 
 � = �G200;  0,277) ≈ �G55,4;  6,329).  
 

Tipificando la variable: � → ���� ⇒ ����,��, �� .  Aplicando la corrección de Yates: 

 # = #G� > 70) = # k� > ��,����,��, �� l = # k� > ��,��, ��l ≅ #G� > 2,23) =  

 = 1 − #G� ≤ 2,23) = 1 − 0,9871 = 0,0129. 
 

********** 
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5º) Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9.450 euros 
de forma directamente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y 
Alejandro excede en tres años al doble de la edad de Alicia. Además, la edad de los 
tres primos juntos es de 45 años. Sabiendo que en el reparto del premio Pablo recibe 
420 euros más que Alicia, calcule las edades de los tres primos y el dinero que recibe 
cada uno por el premio. 

---------- 
 
 Sean �, �, � las edades de Pablo, Alejandro y Alicia, respectivamente. 
 

 La cantidad que corresponde a un año de edad es: 
�.��U�� = 210 euros. 

 
 El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente: 
 

 
 � + � − 3 = 2�� + � + � = 45           � = � + 2u  � + � − 2� = 3� + � + � = 45          � − � = 2u ⇒ � = � + 2 ⇒ G� + 2) + � − 2� = 3G� + 2) + � + � = 45> 

 � − � = 1� + 2� = 43>  −� + � = −1� + 2� = 43 > ⇒ 3� = 42;   � = 14;   � = 16;   � = � + 1 = 15. 

 #��A@ ].I)I 16 �ñ@K; �AI��)P$@ ].I)I 15 �ñ@K � �A./.� ].I)I 14 �ñ@K. 

 #��A@: 16 · 210 = 3.360. 
 �AI��)P$@: 15 · 210 = 3.150. 
 �A./.�: 14 · 210 = 2.940. 
 (I/.�I): #��A@, 3.360 IB$@K; �AI��)P$@, 3.150 IB$@K � �A./.�, 2.940 IB$@K. 

 
********** 
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6º) Sea la función FG�) = NN9��: 

 �) Compruebe si FG�) verifica las hipótesis del teorema de Bolzano en el intervalo i−1, 1j. 
 �) Calcule y clasifique los extremos relativos de FG�) en R. 
 /) Determine el área comprendida entre la gráfica de la función FG�) y el eje OX en el 
intervalo i−1, 1j. 

---------- �)  
 El teorema de Bolzano dice que “si FG�) es una función continua en i�, �j y 
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃/ ∈ G�, �) tal 
que FG/) = 0”. 
 
 La función FG�) es continua en R por ser �� + 1 ≠ 0, ∀� ∈ (, por lo cual le es 
aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se considere. 
 

 FG−1) = ��G��)9�� = ����� = − �� < 0. 

 

 FG1) = ��9�� = ���� = �� > 0. 

 vBIP� /@�d$@��P@ �BI FG�) K�].KF�/I IA ]I@$I�� PI �@A��)@ I) i−1, 1j. 
 �)  

La condición necesaria para que una función tenga un máximo o un mínimo 
relativo es que se anule su primera derivada.  

 F+G�) = �·GN9��)�N·�NGN9��)9 = N9����N9GN9��)9 = ��N9GN9��)9. 
 1 − �� = 0 ⇒ �� = −1, �� = 1.  

 
Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 

si es negativa para los valores que anulan a la primera derivada se trata de un máximo 
y, si es positiva, de un mínimo. 

 

 F++G�) = ��N·GN9��)9�G��N9)·i�·GN9��)·�NjGN9��)b = ��N·GN9��)��N·G��N9)GN9��)b = 

 = ��NX��N��N��NXGN9��)b = �NX��NGN9��)b ⇒ F++G�) = �N·GN9� )GN9��)b . 

 F++G−1) = �G��)·iG��)9� jiG��)9��jb = ��·G��)�� = �� > 0 ⇒ 7í).  $IA�].a@ d�$� � = −1. 
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FG−1) = ��G��)9�� = ��� = − �� ⇒ 7í).�@: � k−1, − ��l. 

 F++G1) = �·�·G�9� )�9�� = �·G��)� = −2 < 0 ⇒ 7á�.  $IA�].a@ d�$� � = 1. 

 FG1) = ��9�� = �� ⇒ 7á�.�@: � k1, ��l. 

 /) Determine el área comprendida entre la gráfica de la función FG�) y el eje OX en el 
intervalo i−1, 1j. 
 
 Teniendo en cuenta que FG−�) = −FG�), la función es simétrica con respecto 
al origen; que contiene al origen de coordenadas y que F�89� > 0, la superficie a calcular 
es la siguiente: 

 2 = 2 · L FG�)�U · P� = 2 · L NN9���U · P� ⇒ % �� + 1 = ]� · P� = �� P] � = 1 → ] = 2� = 0 → ] = 1' ⇒ 

 ⇒ 2 = 2 · L �h�� · �� · P] = L �h�� · P] = i\]j�� = \2 − \1 = \2 − 0 ⇒ 2 = \2 B�. 

 
********** 
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7º) Sea el plano q ≡ � + � + � = 1, la recta $� ≡ �� = 1 + =� = 1 − =� = −1    , = ∈ ( y el punto 

#G0, 1, 0). 
 �) Verifique que la recta $� está contenida en el plano q y que el punto P pertenece al 
mismo plano. 
 �) Halle una ecuación de la recta K contenida en el plano q que pase por P y sea per-
pendicular a $�. 
 /) Calcule una ecuación de la recta $� que pase por P y sea paralela a la recta $�. Halle 
el área de un cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas $� � $�. 
 

---------- �)  
 Una recta está contenida en un plano cuando lo están dos de sus puntos. 
 

 Dos puntos de $� ≡ �� = 1 + =� = 1 − =� = −1     son: �G1, 1, −1) � �G2, 0, −1). 
 
 La recta $� está contenida en el plano q si lo están sus puntos A y B: 
 

 
q ≡ � + � + � = 1              �G1, 1, −1)> ⇒ 1 + 1 − 1 = 1 ⇒ 2. ⇒ � ∈ q. 

 

 
q ≡ � + � + � = 1              �G2, 0, −1)> ⇒ 2 + 0 − 1 = 1 ⇒ 2. ⇒ � ∈ q. 

 

 
q ≡ � + � + � = 1              #G0, 1, 0) > ⇒ 0 + 1 − 0 = 1 ⇒ 2. ⇒ # ∈ q. 

 vBIP� aI$.F./�P@ �BI $� � # IK]á) /@)]I).P@K I) IA dA�)@ q. 

 �)  
 Un punto genérico de $� es vG1 + =, 1 − =, −1). 
 
 Los puntos P y Q determinan el vector: 
 
 #vsssss⃗ = ¡vssssss⃗ − ¡#sssss⃗ = iG1 + =, 1 − =, −1) − G0, 1, 0)j = G1 + =, −=, −1). 
 
 Un vector director de $� es a�ssss⃗ = G1, −1, 0). 
 
 Si los vectores #vsssss⃗  y a�ssss⃗  son perpendiculares, entonces, el vector #vsssss⃗  es lineal-
mente dependiente del vector director de la recta K pedida. 
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 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 
 #vsssss⃗ · a�ssss⃗ = 0 ⇒ G1 + =, −=, −1) · G1, −1, 0) = 0;   1 + = + = − 0 = 0; 
 2= = −1;   = = − ��. 

 

 Para = = − �� ⇒ #vsssss⃗ = k1 − �� , �� , −1l ≈ k�� , �� , −1l ⇒ arsss⃗ = G1, 1, −2). 

 
 La expresión de K dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la si-
guiente: K ≡ N� = ¢��� = £��. /)  
 La recta $�, por ser paralela a $�, tienen vectores directores linealmente depen-
dientes, por lo cual, a�ssss⃗ = a�ssss⃗ = G1, −1, 0). 
 $� ≡ N� = ¢���� = £U. 

 
 El lado del cuadrado ℓ es la distancia del punto �G1, 1, −1) ∈ $� a la recta $�. 
 

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que 
el área del paralelogramo que forman dos vectores es el módulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto de la 
base por la altura. 
  

Para una mejor comprensión del proceso se 
hace un esquema de la situación. 

 
Un punto y un vector director de $� son #G0, 1, 0) y a�ssss⃗ = G1, −1, 0). 

 2 = ¥a�ssss⃗ ∧ #�sssss⃗ ¥2 = |a�ssss⃗ | · ℓ     ' ⇒ ¥a�ssss⃗ ∧ #�sssss⃗ ¥ = |a�ssss⃗ | · ℓ ⇒ ℓ = PG�, $�) = ¥�9ssss⃗ ∧§¨sssss⃗ ¥|�9ssss⃗ | . 

 #�sssss⃗ = ¡�sssss⃗ − ¡#sssss⃗ = iG1, 1, −1) − G0, 1, 0)j = G1, 0, −1). 
 

ℓ = PG�, $�) = ¥�9ssss⃗ ∧§¨sssss⃗ ¥|�9ssss⃗ | = ©ª « ¬� �� U� U ��©
��9�G��)9 = |ª�¬�«|√��� = |ª�«�¬|√� = √�9��9��9√� = √ √� =  

 = √ ·√�� ⇒ ℓ = √��  B. 2 = ℓ� = �� ⇒ 2 =  �  B� = 1,5 B�. 

 
********** 

a�ssss⃗  

#�sssss⃗  

2 $� 

# 

� ℓ = PG�, $�) 

$� 
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8º) De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero 
es blanco, se toma, al azar, un pañuelo de un cajón que contiene 2 blancos, 2 negros y 
5 con cuadros blancos y negros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un pañuelo 
de otro cajón que contiene 2 pañuelos blancos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y 
negros. Se pide: 
 �) Calcular la probabilidad de que en el pañuelo aparezca algún color que no sea el del 
sombrero. 
 �) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o 
pañuelo) aparezca el color negro. 
 /) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pa-
ñuelo ha sido de cuadros. 

---------- 
 
 Sea A la cesta que contiene 6 sombreros blancos y 3 negros, B el cajón que 
contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros blancos y negros y C el cajón que contiene 
2 blancos, 2 negros y 4 con cuadros blancos y negros. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �)  
 # = #GK ∩ d�) + #GK ∩ d¯) + #GK� ∩ d) + #GK� ∩ d¯) = 
 = #GK) · #Gd�/K) + #GK) · #Gd¯/K) + #GK�) · #Gd/K�) + #GK�) · #Gd¯/K�) =  
 = �� · �� + �� · �� +  � · ��U +  � · ��U = ���� +  U�� + ��U + ���U = ���� + ���U = ���� + �� = �U����·�� ⇒  

 ⇒ # = ��� � = 0,7185. 

 �)  
 La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que 
el sombrero y el pañuelo sean blancos: 

� 

� 

3 

→ d = 69 · 29 = 1281 

��U 
��U 

�� 
�� 

��U 

�� 
�� 

 � 
6 � 

 3 n 2 � 

  4 n 
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→ d = 69 · 29 = 1281 

→ d = 69 · 59 = 3081 

→ d = 39 · 210 = 690 

→ d = 39 · 410 = 1290 

→ d = 39 · 410 = 1290 
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# = 1 − #GK ∩ d) = 1 − ±#GK) · # k²³´³lµ = 1 − �� · �� = 1 − ���� = 1 − ��� =   

 = ������ ⇒ # = � �� = 0,8519. 

 /)  

 # = #GK�/d¯) = §G´¶∩²·)§G²·) = §G´¶)·§G²·/´¶)§G´³∩²·)�§G´¶∩²·) = §G´¶)·§G²·/´¶)§G´³)·§G²·/´³)�§G´¶)·§G²·/´¶) = 

 = X̧· b8[O̧·¹̧�X̧· b8[ = 89¸[X[º8�89¸[ = 89¸[X[·¸[W89·º8º8·¸[ = ��·�� U·�U���·�� = �·��U·�U��·� =  �� � ⇒ # = � � = 0,2647.  
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