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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a los ejercicios de una opción y a otros ejercicios de la 
otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido de una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. 
 
 

OPCIÓN A 
 
 
1º) Comprueba que las siguientes  matrices tienen el mismo determinante: 
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 Restando la primera fila a todas las demás: 
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 Restando a la primera columna la segunda: 
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 Desarrollando por los menores adjuntos de la segunda fila: 
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· 2  Sumando a las demás la primera fila: 
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La igualdad de las expresiones (*) prueba lo pedido. 
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2º) Sea la matriz 

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a ) Calcular A-1. 
 

b ) Resolver el sistema:  
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a ) 

 Sea la matriz inversa 

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A 1 . Por el concepto de matriz inversa: 
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b ) 
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3º) Sea la parábola yx 42 = . Sean u y v las rectas tangentes a la parábola en los puntos P 
de abscisa a y Q de abscisa b, 0,0, ≠≠≠ baba . 
 
a ) Hallar las coordenadas del punto R de intersección de las rectas u y v. 
 
b ) Hallar la relación entre a y b para que las rectas u y v sean perpendiculares. 
 
c ) Probar que en el caso del apartado b ) el punto R está en la directriz de la parábola. 
 

---------- 
 
a ) 

 Los puntos P y Q tienen por coordenadas 
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 La pendiente a una curva en un punto es la derivada de la función en ese punto. 
 

 La función es 2

4

1
xy =  y su derivada es xy

2

1
'= . 

 

 Las pendientes en los puntos de abscisas a y b son ( ) ( ) bbyeaay
2

1
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1
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 La recta que pasa por un punto conocida la pendiente es ( )00 xxmyy −=− , por lo 
tanto, las rectas u y v pedidas son las siguientes: 
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 El punto R de corte de las rectas u y v el la solución del sistema formado por am-
bas ecuaciones: 
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b ) 
 Para que dos rectas sean perpendiculares sus pendientes tienen que ser inversas y 
de signo contrario: 
 

 ( ) ( ) 4
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Para que las rectas sean perpendiculares tiene que cumplirse que a · b = -4. 

 
c )  
 Tenemos que probar que si las rectas u y v son perpendiculares, el punto R está 
en la directriz de la parábola. 
 
 El vértice de la parábola es el origen O(0, 0); su eje es el eje de ordenadas y la 
curva es convexa ( )∪ . 
 
 La ecuación de una parábola de las características de la que estudiamos es de la 
forma: pyx 22 = , siendo p el parámetro, que es la distancia del foco a la directriz. 
 
 El valor del parámetro es:  22·242 =⇒== pyyx  

 
 La directriz de la parábola es una recta perpendicular a su eje, que dista del vérti-
ce la mitad del parámetro. En el caso que nos ocupa, la directriz es la recta: 1−=≡ xd . 
 
 Para ilustrar el ejercicio, hacemos un gráfico de la situación. 
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 El punto R de corte, sería ahora: 
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4º) Se considera la función real de variable real definida por ( )
24

1

x
xf

−
= . 

 
a ) Indicar el dominio de definición de f(x) y hallar sus asíntotas 
 
b ) Hallar los extremos relativos de la función f(x) y sus intervalos de concavidad y 
convexidad. 
 
c ) Dibujar la gráfica de f(x) y hallar su máximo y su mínimo absolutos en el intervalo 
[ ]1,1− . 

---------- 
 
a ) 
 
 Por tratarse de una función racional, su dominio de definición es el conjunto de 
los números reales, excepto los valores que anulan el denominador. 
 

( ) { }2,2 −−⇒ RfD  

 
 Las únicas asíntotas que tiene la función son verticales y son los valores que anu-
lan el denominador, o sea: 
 

Asíntotas verticales:  x = 2 y x = -2. 
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 Para estudiar la concavidad y convexidad se estudia el signo de ( )xf '' ; teniendo 
en cuenta que el numerador es positivo Rx ∈∀ , estudiaremos solamente el denomina-
dor. 
 

( ) ( ) ( ) ( )2,2040''
32 −⇒∪⇒>−⇒> Convexidadxxf  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∞+∪−∞−⇒∩⇒<−⇒< ,22,040''

32 Concavidadxxf  
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c ) 
 
 Con los datos anteriores y teniendo en cuenta que se trata de una función par, por 

lo cual es simétrica con respecto al eje de ordenadas y que ( ) 0=
±∞→

xf
x

lím
, lo cual 

significa que el eje de abscisas es una asíntota, podemos representar gráficamente la 
función, que es la que sigue. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 En el intervalo [ ]1,1−  el mínimo absoluto es el mínimo relativo hallado ante-

riormente, o sea, el punto 




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

4

1
,0P . 

 
 Como la función es simétrica con respecto al eje Y, los máximos absolutos del 
intervalo son los valores (iguales) de la función para x = 1: 
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OPCIÓN B 

 
 1º) Los vértices de un triángulo son los puntos A(-2, -1), B(7, 5) y C(x, y). 
 
a ) Calcular el área del triángulo en función de x e y. 
 
b ) Encontrar el lugar geométrico de los puntos (x, y) tales que la anterior área es 36. 
 

---------- 
a )  

 ( ) ( ) ( )
3

2

9

6
6,91,25,7 ==⇒=−−−=−== mABABu  

 
 La recta r que pasa por los puntos A y B es: 
 

( ) ( ) 0132;;4233;;2
3

2
100 =+−≡+=++=+⇒−=− yxrxyxyxxmyy  

 
 Suponiendo como base del triángulo al segmento AB, la altura del triángulo será 
la distancia del punto C(x, y) a la recta r. 
 

 Sabiendo que la distancia de un punto a una recta es ( )
22

,
BA

CByAx
rPd

+

++
= , en 

el caso del punto C(x, y) y la recta r es: 
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h
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 La base del triángulo es la siguiente: 
 

 ( ) ( ) ABAB ====+=+=+++= 13313·91173681691527 2222  

 
 El área del triángulo pedida es: 
 

S
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b ) 
 
 Si el área del triángulo tiene que ser 36, basta igualar el valor obtenido a 36: 
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El lugar geométrico pedido son dos rectas paralelas a la recta que pasa por A y B. 
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2º) Sean A(1, 1) y B(-1, 1) dos puntos del plano. 
 
a ) Determinar las ecuaciones de todas las circunferencias que pasan por los puntos A y 
B razonando donde están situados sus centros. 
 
b ) De entre todas las circunferencias del apartado anterior hallar el centro y el radio de 
la que es tangente a la recta y = x. 
 

---------- 
a ) 
 Las circunferencias pedidas tienen sus centros sobre los puntos de la mediatriz del 
segmento AB. 
 

 El punto medio M del segmento AB es ( )1,0

1
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⇒
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
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
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 El vector ( ) ( ) ( )0,21,11,1 −=−−=−= ABAB , como puede apreciarse es verti-
cal, lo cual significa que los puntos A y B determinan un segmento horizontal.  
 
 La mediatriz es una recta vertical que pasa por el punto M(0, 1), que es, precisa-
mente, el eje de ordenadas (x = 0). 
 
 Las circunferencias pedidas tienen como centros los puntos de la forma O’(0, n). 
 
 Sabiendo que la ecuación de una circunferencia de centro O’(a, b) y radio r es: 
 

  022 =++++ CByAxyx , siendo: 













−+=
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=→−=

222

2

02

rbaC

bB

AaA

. 

 
 Aplicando lo anterior al caso teórico que estudiamos sería: 
 

022 =+++≡ CByyxc  

 
b ) 
 La circunferencia pedida es la que tiene el centro en un punto O’(0, n) tal que su 
distancia a la recta y = x sea la misma que al punto B(-1, 1). (Tomamos el punto B por-
que no se puede tomar el punto A por pertenecer a la recta y = x). 
 
 La expresión general de la recta es:  0=−≡ yxs . 
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 La distancia ( )sBd ,  es: 
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 El centro de la circunferencia pedida es O’(0, 2) y el radio es 2=r . 
 

( )
024

224220

422

020

22

22222

=+−+≡⇒

























==−=−+=−+=

=−=−=→=

==−=→=

yyxc

CrbaC

BbBb

AaAa

 

 
 Para ilustrar el ejercicios hacemos un gráfico de la situación. 
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3º) a ) Se considera el sistema 







=−−
=+−

=++
≡

56
92

32

zyx
kzyx
zyx

S , discutir en función de los valores del 

parámetro k y resolver cuando tenga mas de una solución. 
 

b ) Si el rango de 
















−−
−=

5611

912

3211

kA  es 2, determinar una combinación lineal nula de 

los vectores fila 321, FyFF  así como una combinación lineal nula de los vectores co-

lumna 4321 ,, CyCCC . 
---------- 

a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 Veamos el rango de M’ para el valor que anula el determinante de M: 
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−−
−−⇒⇒

=−+++−−=
−
−⇒⇒

=−+++−−=
−
−⇒⇒

⇒⇒
















−−
−−=⇒−=

MRango

CCC

CCC

CCC

MRangoMkPara
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adoerInCompatibleincógnitasnMRangoMRangokPara mindetº2'8 ⇒<==⇒−=  

 
 Resolvemos en el caso de Compatible Indeterminado.  
 

 El sistema resulta: 







=−−
=−−

=++
≡

56
982

32

zyx
zyx

zyx
S  

 
 Despreciando una de las ecuaciones y parametrizando una de las incógnitas: 
 

;;24;;6123
892
23

982
32 λλλ

λλ +=+=⇒




+=−
−=+

⇒=⇒




=−−
=++

xx
yx
yx

z
zyx

zyx  

 

R
z
y
x

Soluciónyyyx ∈∀







=
−−=

+=
⇒−−=−=++−=+ λ

λ
λ

λ
λλλλ ,41

24
:41;;2324;;23  

 
b )  
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

γαγγαγβαγβ

γβ
γβα

γβα

γβα

γβα

γβα

γβα

γβα
γβα

γβα
γβα

γβαγβα

3

1
;;

3

2
;;;;

3

2

;;23
22

0

02

0593
062

0
02

05,6,1,1·9,,1,2·3,2,1,1·;;0···

5,6,1,19,,1,2;3,2,1,1

321

321

==+=−−=

−=⇒







−=+−

−=+








=−

−=+








=−−

=++
⇒









=++
=−+

=−−
=++

=−−+−+=++

−−=−==

k

kFFF

FykFF

 

 
 Sabiendo que el rango de los vectores es 2, tienen que satisfacerse todas las ecua-
ciones para los valores encontrados de βα y  en función de γ . 
 

032;;0
3

2

3

1
321321 =+−=+− FFFFFF  

 
 

( ) ( ) ( ) ( )5,9,36,,2,1,1,1,1,2,1 4321 =−=−−== CykCCC . 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ;;05,9,3·6,,2·1,1,1·1,2,1·

;;0···· 4321

=+−+−−+

=+++

δγβα

δγβα

k

CCCC
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δγβδγβδγδγβαδγα

δγα
δγβα

δγβα

δγβα

δγβα

δγβα

δγβα

δγβα

δγβα

+−=−−=+−−−=+−=

−=⇒







−=−

−−=+
⇒













−=−

−−=−

−−=+

⇒













=+−−

=++−

=+++

4;;3242;;32;;42

;;842
56

32

56

92

32

056

092

032

kk

 

 
 La expresión general sería, en función de los parámetros δγ y : 
 

( ) ( ) 0···4·42 4321 =+++−+− CCCC δγδγδγ  

 
 Como nos piden una combinación lineal nula, hacemos, por ejemplo, 1== δγ , 
con lo que resulta: 
 

032;;032 43214321 =−−+=++−− CCCCCCCC  

 
********** 
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4º) a ) Hallar los valores de la integral definida ∫
−

− −
=

1

10 1 x

x

e

dxe
I . 

 

b ) Calcular la integral indefinida de la función ( )
xe

xf
−

=
1

1
 mediante un cambio de 

variable. 
---------- 

a ) 
 

[ ]

( )

( )[ ] Ieeee
e

e

ee

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

ee
eet

t

dtt
t

dt
I

etx

etx

dtdxe
te

e

dxe
I

e

e

e

e

e

e

e

e

x

x

x

x

=−−−=

=
−

−−=−−−=−−−=

=−−−=−−−==
















=

==−=⇒








−=→−=
−=→−=

−=
=−

⇒
−

=

−−−

−

−

−

−

−

−−

−
−

−−

−

−

−

−

−

−

−

−

−
∫∫∫

11
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
12

1
1212122

2

1

·
110

111

1

410

5

5

10

5

10

10

10

10

1101

1

1

1

2

1

1

1

2

11

1
10

11

10

10

1

10

1

10

1

1

10

 

 
 
b ) 
 

( )

( ) 111

1

1·
11

·
1

·
1

·
1

·
1

1
·

1

1
·

1

1
·

ICeLCtLdt
t

I
dtdxe

te
dx

e

e
I

IIxdx
e

e
dx

dx
e

e
dx

e

e
dx

e

ee
dx

e
dxxfI

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

=+−−=+−=−=⇒








−=−
=−

⇒
−

=

=+=
−

+=

=
−

+
−
−=

−
+−=

−
==

∫∫

∫∫

∫∫∫∫∫

 

 
 Sustituyendo en la expresión de I el valor de I1 queda: 
 

( ) CeLxI x +−−= 1  

 
********** 
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