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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen.
REPERTORIO A

1°) Seaf(x) una funcién derivable en (0, 1) y continua en [0, 1], tal ¢(®=0 y
1 1

[ 2x- f'(x) -dx=1. Utilizar la formula de integracion por partes para hgllafx)dx.

0 0

I:Jj; f(x)dx:{u: ) - du= f'(x)-dx}:[ (3 .x—jx. f'(x).dx]z:

dx=dv- v=X

:[f(x)-x];—% i x -f(x) dx=[f(] -]]—[f(O)-O]—% 1= 0-1—0—%:—%:|
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2°) Calcular un polinomio de tercer grad® = ax + b¥ + cx+d sabiendo que verifi-
ca lo siguiente:

i ) Tiene un maximo relativo en x = 1.

ii ) Tiene un punto de inflexién en P(0, 1).
h 5

iii ) Se verifica: [ P(x) - dx =

0

Pori)= P{3= 23X+ dx+c ;; P(}=0= Za+2b+c=0 (1

P(0=1= d=1
Por ii ) =
P(XY=6@x+2d = P'(0=0 = 2b=0;;b=0

Teniendo en cuenta (1) yqued=1yque b =B%=axX +cx+1

h 5 5 JaX cx '
Por iii) = { P(x)-dx—z * {(ai*'CXH)-dX—Z . {TJ, . +Xl

Nl

(E+E+1j— =2 sa+ Z+4=5;;,a+t+x=1 (2
4 2 4
Resolviendo el sistema formado por (1) y (2), teniendo en cuenta que b =0 :

;; 3a+c=0 ;; —g+c:O ;c=

gl
olw

a+2c=1

3a+c=0 6a+2c=0
-a—-2c=-1

} = Sa=-1;;, a=-

)= -S4 3541
5 5
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(m-1)x+ y+z=3
3°) Dado el sistema de ecuacionasy ( m- 1) y+ 3z= 2m-1}. Se pide:
xt+ 2y+(m-2)z=4

a ) Discutirlo segun los distintos valores de m.

b ) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

m-1 1 1 m-1 1 1 3
M=l m m-1 M=l m m-1 3 2m-1
1 2 m-2 1 2 m-2 4

m-1 1 1
IM|=| m m-1 3 |=(mP(m3+2m3-(m)-gm-1-mm-2)=
1 2 m-2

(- 2m ) m I+ 2m 3- m+ 1- 6m+ 6- NP +2m=

m2m2md4dm m2-3m10- M=m-517+2n+8=0

Resolviendo por Ruffini:

1 -5 2 8
2 2 -6 -8
1 -3 -4 0
-1 -1 4
1 -4 0
4
1 [ 0]

1
Para sm# 2 }: Rango M= Rango M '= 3= n° incégnitas= Compatible Determinaa
m#4

-2 1 1 3
Param=2-1= M'=| -1 -2 3 -3| = Rangode‘M':>{cl, C,, c4} =
1 2 -3 4

-2 1 3
=|-1 -2 -3|= 16 6 3 6 12 4 20-15=5#0
1 2 4



1113

Param=2= M'=|2 1 33| = Rangode‘M':{q, G, c4}:>

1204
113
=(2 1 3/= 412 3 3 6 819-17=220
1 2 4
3113
Param=4—= M'=|4 3 37| = Rangode‘M':>{cl, C,, c4}:>
12 24
313
= |4 3 7/= 36 24 9 42 6= 67-67=0
1 2 4

m = .
Para { 2 } = RangoM# RangoM' = Incompatilte
m=

Param=4 = RangoM= RangoM'= 2< rf inc6g. = Cmpatible Indeterminado

b ) Resolvemos para x = 4. Despreciamos una de las ecuaciones, por ejemplo, la ter
resultando el sistema:

3x+y+z=3 _
Parametrizando z= A, resulta:
4x+ 3y+3z=7 S

3X+y=3-4 9x+ 3y =9-3/
4x+ 3y =7-34 —4x—-3y=-7+31

}:> oX=2 ;; x:E 0
5

3X+y=3-4;; g+y:3—/] - yzg—/]

Solucién: {ng o Y= 2

Dando valores @ se obtienen tantos grupos de soluciones como se deseen, pa
ejemplo:

Para 1 =0 = x:g; :g;zzo o Para A=1 = x:g; —4;2:1
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4°) Dado el punto P(1, 3, -1), se pide:

a ) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X(x, y, z) cuya distancia a P
igual a 3.
x =3/
b ) Calcular los puntos de larecta < y =1+ A cuya distancia a P es igual a 3.
z=1-4/

P(1,3,-1) ;; X(x,Y, 2).

Px=3 = [ Frly- Frlor F = 3000 P o (y-F +(ze 1 =0

X— 2% W Y- 6y+ O+ Z+22+1=9;; X+ Y+ Z- 2Xx— 6y+ 2Z+2=0

Se trata de una esfera de radio 3 y centro el punto P(1, 3, -1).

b ) Los puntos de la recta r que equidistan del punto P(1, 3, -1) 3 unidades son la i
seccion de la recta r con la esfera obtenida en el apartado anterior, 0 sea:

x =34
r=sqy=1+A4
z=1-44
X+ ¥+ Z-2x—6y+22+2=0

(B +( 1A +( 2 47 - 2(3)- €1+ 2)+ A1- 41)+2=0 ;;
H+ 1 2+ + & 3+ 18°- 6- 6- 61+ 2-81+2=0 ;;
A=0= P(011)

28° - 261=0;;261(A1-1)=0=
A=1= P(32 -3
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REPERTORIO B

: . X+ 2y+3z=1
1°) a ) Resolver el sistema de ecuaciones: y :
2X+y-z2=2

b ) Hallar dos constantes y 8 de manera que al aiadir al sistema anterior una terce
ecuaciénsx+ y+az = 3, el sistema sea compatible indeterminado.

a)
Parametrizando la variable z, resulta:

x+2y+32:1} x+2y:1—3/]} - Xx—2y=-1+3/
= 2= =

= X=3+51 ;;
2xty—-z=2 2x+y=2+/ Ax+ 2y = 4+ 24

X=1+g/1 o X+ty=2+4 5 y=2+)|—2—%)ﬂl * y=—%)|

7

Solucién: {x:1+§/l oY =—=A ;; z=4
3 3

Dando valores a@ se obtienen tantos grupos de soluciones como se deseen, pcC
ejemplo:

Para A=0= x=1 y=0;,z=0;; ParaA=3= x=6, y=-7,z=3;; -

b)
X+2y+3z=1
El sistema resultante e x+ y—z=2
5x+ytaz=p

Para que la el sistema sea compatible indeterminado basta con que la ter
ecuacion satisfaga las soluciones obtenidas en el apartado anterior, es decir:

x:1+§A
3
7 25 7
Sx+ty=p-az= y:—g/l :>5+§/1+(—§/1j:,8—a/1 5+6A=F-al=
z=A

a=-6;; =5
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: . 3 1 1 -1
2°) Hallar una matriz X tal qu@(l-X-A:B,S|endoA:( ) J y B:(2 1).

3 -2 3 1 1 1 1 1
A" = A= =-1;; Adj de A" = AT =
1 -1 -2 -1 -2 -3 _2 -

Multiplicando por la izquierda por A y por la derecha pdreh A'- X - A=B,
resulta:

AA X -A-A= AB-A 1.-X-1= A-B-A' : X=A-B-A'! =
w3 1) (-0 (1 1) (32 -3+1) (1 1)_
-2 -1) {2 1) \-2 -3) |-2-2 2-1) |-2 -3/
(5 -2} (1 1)_(5+4 5+6)_(9 11)_
-4 1) (-2 -3) (-4-2 -4-3) (-6 -7)
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39 Calcular los siguientes limites:

a) ”moo (sz+x—Jx2—x) b) Xlimoo{x-(arctagex—l—;ﬂ

X -

a) X“moo (\/)(2+X—\/X2—X):oo—oo:> Ind. =

lim (¢ﬁ+ x—J)f—X)(JXZ““HJXZ‘X): lim (JXZ““X)Z_(JXZ_X)Z:

X - o VR + x+xE =X X =0 [+ x+/x - x
_lim X+ x-xX+x _ lim 2X _lim 2 B
— 2 _ - 2 _ —
X >0 J+x+yx—x X—-0@+x+dxt-x X oo\/1+1+\/1_1
X X
_ 2 _2 2,
J1+ 0++4/1-0 1+1 2 =
lim
b) x-(arctagex—l—Tj :>oo-(7—T—7—Tj:oo-O:>Ind.:>
X — 00 2 2 2
arc tage” 7 XE_R
lim 2 _2 2.0 e
::>X_)°o 1 = 1 —6:>Ind.:>(LHop|taI):>
X 00
e* 0
lim 2x lim . e
= e - x-e =2 = Ind. = (L' Hopital) =
X — 00 1 X 5> 0 l+e® o
X
lim &+ X e lim (2 + lim +
N 2x- € 2x2 e _ xe(22 x) _ x(2 X>:2:>Ind.:>(L'H):>
X — o 2-e” X >0 2.7 X—>o0 2.8 o
lim 2+ lim 1+ lim
2+2x _ x_= Ind. = (L' Hopital) = ixzizo
X—)ooe (e0] =

= =
X—>0 2:€¢ X o0 g 00
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49) Dadas las rectass X_t=¥-1_2z"1 g _x*1_y-2_z
2 3 4 1 -1 2

a ) Hallar la ecuacion de la recta t que corta a las dos y es perpendicular a ambas.

b ) Calcular la minima distancia entre ry s.

La situacion del problema se refleja en el grafico anterior.
El procedimiento para hallar la ecuacion de la recta t es el siguiente:

1.- Determinamos los puntesCr y BOs: A(1,1,1)yB(-1, 2, 0).

2.- Hallamos unos vectores directores de las rectas:(2, 3 4) y v, =(1 -1, 2).

3.- Obtenemos un vectar , perpendicular av. y v, :

]k
w=v 0Ov,=[2 3 4= - R+ 4- R+ 4-4j=10i-5k > w=(2 0, -1)
1 2

4.- Determinamos los planas y 7,, de la forma siguiente:
x-1 y-1 z-1

nl(A'V,,WE 2 3 4 |=0;;
1 -1 2

- (3 ) (& )r @ &- k= 05— §x- )+ 1dy-)-dz-1)=0

- %+ 3 19- @-¥ 0 ;; m, = X-10y+6z+1=0




0 (0 3+ 4y- D+ 224 (y-2)=0 ;

S
—
10y
<l

|
~
]l
[EEN
I
[EEN
N
I

X+ 1+ 5y-10+2z2=0 ;; m, = x+5y+22-9=0

La recta pedida, t, es la que determinan los planog 7, en su interseccion:

t

X-10y+6z+1=0
X+ 5y+22-9=0

b)

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Pa- ra calcu-
lar la dis- tancia
entre las rectas
vamos a determi-

nar un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas:
vector que tiene como origen el punto A de r y final otro punto B de la recta s, tal co
se observa en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

u-(vr Dvs)

v, v,

_

v (voy)s vov] e Vo

-d = d=

u=AB=B-A=(- 12 0-(113=(-21 -1



. 2 3 4
4= “'(VrDVs) 1 -1 2 _ | = 12+ 2+ 4+ 3-8-4] :|9—24| _
v, Ov, i j k|| | 6-X+4-K+4-4)] |10-5K|
3
1 -1 2
- 15 _ 15 =15=15=i:ﬂu:d
JIP+0?+5 100+ 0+25 125 55 5 5
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