I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE MADRID

SEPTIEMBRE — 2007

(Resueltos por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El examen presenta dos opciones, A y B. Se debera elegir UNA Y SOLO UNA de e
y resolver los cuatro ejercicios de que consta. No se permite el uso de calculadoras
capacidad de representacion gréfica.

OPCION A

Xx-3 _ y-5_ z+1
1 -1

1°) Halla los puntos de la rectee cuya distancia es 1 al plano de

ecuacionn=2x-y+2z+1=0.

Xx=3+/
La expresion de la recta r por paramétricas®8y =5+ 1 .
z=-1-1

Los puntos de la recta r tienen por expresion genefak A, 5+ 1, -1-1).

La distancia de un punt®(x, V,, z,) a un planoAx+By+Cz+D =0 viene
| Ax+ By, +Cz +D|
\//¥.+ BZ_+(:2 )

dada por la formulal(rr, P,)

Aplicando la formula anterior al caso que nos ocupa, resulta:

N 43+ 1) (5+A)+ 2(—1—/])+1| . | 6+ 24— 5-1-2-21+1] .

. P) JZ+(-12+22 K Ja+1+4

A =3= P(6 8 -4)
1 |-A1=3= 7 ——
A, =-3= P[0 2 2
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, Xx-y=3 X—z=4 .,
2°) Se consideran las rectas y S= . Halla la ecuacion con-
X+y-z=0 2x-y =7

tinua de la recta t que contiene al punto P(2, -1, 2) y cuyo vector director es perpenc
lar a los vectores directores de las dos rectas anteriores.

Las expresiones de las rectas r y s mediante ecuaciones paramétricas son I
guientes:

-v=3 —v=3
r= X7y = X=A = Xy = 2X=3+1 ;; x=—+=A
X+y-z=0 X+y=A1
x:§+—A
2
X+y:/] i y:—X+/]:—§—1/]+/]:—§+E/]:y = I = X:—§+1/]
2 2 2 2 2 2
z=/

SE{X z = 2= => X=H4A ;;y=X-7=82-7=1+2A=y =
2X-y=7 - =7

X=4+A
= s=:y=1+2/
z=A

—_—

Dos vectores directores de ry s puedenwser(1, 1, 2) y v =(1, 2, 1), respecti-
vamente.

Teniendo en cuenta que el producto vectorial de dos vectores es perpendicul:
plano que contiene a los dos vectores, un vector director de la recta t pedida es:

=i +2+X-k-4-j=-3+j+k=(-311)=w

P
N B —
kN X

La expresion de la recta r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x—2: y+1:z—2
-3 1 1

t
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x+ (k+ 1) y+2z=-1
3°) Dado el sistema de ecuaciones lineales y+ z=k , Se pide:
(k=) x-2y-z=k+1

a ) Discutirlo segun los distintos valores del parametro k.

b ) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 k+1 2 1 k+1 2 -1
M=| k 1 1|y M'=| kK 1 1 k
k-1 -2 -1 k-1 -2 -1 k+1
El rango de la matriz de coeficientes en funcién de k es el siguiente:
1 k+1 2
IM[=] k 1 1|=-1% 4k+(k+ W k-I-dk-D)+2+k(k+1)=
k-1 -2 -1

=- 1 4k+ K - 1- 2k+2+2+ K + k= X*-5%+2=0

_ 5£/25-16 5++9 53 1
k = = = = k=2 k==
4 4 4 = 21— 2

k#2

Para 2 1¢= Rango M= RangoM'= 3= rf incdg. = Compatible Determinado

1 3 2 -1
Parak=2= M'=|2 1 1 2 |,cuyorangoes2porsefrfhk +F;.
1 -2 -1 3

Para k =2= RangoM= RangoM'= 2< rf inc6g = Compatible Indeterminado

1
Parak:%: M'=| 3 3
-3 —2 -1 3

cilidad consideramos la matriz 2M’, cuyo rango es el mismo que el de M’

2 -1
1

= Nlw

. Para determinar su rango con mayor fa-



2 3 4 -2 2 3 -2
aM'=l1 2 2 1|={c.,c,.C}l=|1 2 1]|=
-1 -4 -2 3 -1 -4 3

=12 & 3 4 8 9= 28-16#0 = RangoM'=3

Para k :% = RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatilte

b)
Resolvemos en el caso de compatible indeterminado para k = 2.

X+ 3y+2z=-1
El sistema resulta2x+ y+z=2 ; despreciando una ecuacion, por ejemplo la
X—2y-z=3
segunda, y parametrizando la variable z:

X+ 3y+2z=-1 X+ 3y=-1-24 X+3y=-1-21
y = 2= = ¥ ¥ = S5y=-4-31;;
X—2y-z=3 X—2y=3+A1 -X+2y=-3-4
X+ 6y =-2-44
y:—ﬂ—§A " Y = 5X=7-4;; X:Z—l/]
5 5 X-6y=9+3/ 5 5
X:Z_EA
5 5

Solucion: y:—ﬂ—§/l OAOR
5 5
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4°) a ) Halla los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcic
3X* +x+3
fixX)=——.
) X? +1

b ) Determina una funcién F(x) tal que su derivada sea f(x) y ademas F(0) = 4.

a)

La condicion necesaria para que una funcion tenga un maximo o un minimo re
tivo es que se anule la primera derivada:

f-(x):(6X+ ¢ + J)—(3x2+x+3-2x: 6% + 6xt+ X +1- 6x° —2x° —6x _ 1-X’
(e +1f (e +1f (e +1f

- 2+ fo(Ex) 200+ 2x_ - 2{x +1)-ad1-x7)

(x + 1) (x2 + 1)3

_ 22X - 2X—4x+4x’ _ 2X° - 6X _ 2x(x* - 3)
o +1) be+af - (e af

1-x?

=0;;1-X¥=0;;x=1;; x,=-1

Para diferenciar los maximos de los minimos relativos se recurre a la segunda
rivada: si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un minimo y
negativa, de un maximo:

fr(@)= 2:(1-3) ="%-_1 0 = Maximo relativo para x=1
1+ 8 2

f(1)= 3t1+3_7 _ Maximo relativo: P(l 9

r+1 2
f"(—l):M:ﬂzl >0 = Minimo relativo para x=-1
(1+1° 8 2

3-1+3 _ 5 5
f(-1)= ) 12 = Minimo relativo: Q( _J




b)

F(x) representa a las infinitas funciones primitivas de f(x), o sea:

F(x) = IM x=[ X EIEX (3¢ +3 X:j(3+xzx+1j.dx:3jdx+J'X2+

=3x+1=F(x) (®

X
I:J.x2+1

x> +1=t
dX =
2 Xdx = dt

xdledt} 1j$_1 Lt+C=2L(x+1)+C=1
2 2

Sustituyendo el valor de | en la expresion (% X = 3x+% L(x* +1)+C

Teniendo en cuenta que tiene que ser F(0) = 4:

F(():3-O+%L(02+1)+C:4 : %Ll+C:4 g % .0+C=4=C=4

F(x) = 3x+4+% L (x2 +1)
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OPCION B

O 0 -1 O 0 -2
1°) Dadas las matriceéd=| 0 -1 0| yB=| 0 -2 0 |, calcula una matriz
-1 0 O -2 0 O

cuadrada X sabiendo que se verifiza X + B- A= A%,

0O 0 -1 0O 0 -1 1 00
A=A-A={0 -1 0|-|]0 -1 0|=|0 1 0|=I=A¢
-1 0 O -1 0 O 001
O 0 -2 0 0 -1 2 00
B-A=| 0 -2 0|0 -1 0|=/0 2 0|=2I=B-A
-2 0 O -1 0 O 0 0 2

Sustituyendo los resultados obtenidos en la ecuacion dada resulta:

X -A+B-A=A? = X -1 +21 =1 ;; X =-I

Otra forma de resolver el problema es la siguiente:
X - /A +B-A=A’. Multiplicando por la derecha por*Aqueda:
X-A-A+ B-A-A= A. A ;; X-AAB-I=A;; X-A+B=A
Multiplicando, de nuevo por la derecha pot, Aesulta:

X-A-A+B-A=A-A" ;; X-1+B-A*'=1 ;; X+B-A*=1 ;;

X=1-B- A" (¥

Calculamos A:

0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1
AT= 0 -1 0] ; |Al=1;;Adi. A= 0 -1 0|;; A*=| 0 -1 0 |=A
-1.0 0 -1.0 0 -1.0 O

Sustituyendo en (*) y operando:



|-B-A™

X =

© N O
N O O

o O «l
o +H O
«— O O
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: . [ x+2y-3z=3 :
2°) Dado el sistema de ecuaciores y , Se pide:
2xX+3y+z=5

a ) Calcula a y b de manera que al afiadir una tercera ecuacion de la fo
ax+ y+bz=1 el sistema resultante tenga las mismas soluciones que el sistema origir

b ) Calcula las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de Iz
cognitas sea igual a 4.

a)

El rango de las matrices de coeficientes y ampliada del sistema dado, que e
dos ecuaciones con tres incognitas es 2, por lo cual resulta compatible indeterminad

Para que el sistema resultante de afiadir la ecuai®ry+bz=1 siga siendo

compatible indeterminado es necesario que el rango de las nuevas matrices de c
cientes y ampliada siga siendo dos.

1 2 -3 1 2 -33
Las nuevas matricessom=2 3 1 |y M'=[{2 3 1 5
al b al b1
1 2 -3
RangodeM =2 = |2 3 1|=0;; - 6+ 2a+ %-1-4b=0 ;;
al b

1-b-7=0 ()

Para que el rango de M’ sea dos es necesario que todos los determinantes ©
den tres que se puedan formar sean nulos:

Por ejemplo:

0.:;3%3 616- -5 4=0;;-1%9=0 ;; a

1
o

{C1’ C2’ C4} -

QNP

P oW N

N
I

Sustituyendo en (1) resulta ghe -7.

b)

Parametrizando una incognita y resolviendo por Cramer el sistema dado:



{x+2y—32:3 ) x+2y:3+3/1}

= z2=1 =
2x+3y+z=5 2x+3y=5-/4
3+ 31 2‘
5-4 3 - -
« = _ HAN-10+21 _1U 1:1—11/1:x
1 2 3-4 -1
2 3
‘1 3+3/1‘
2 5-4 -1-6- -1-
y= _5-4-6-64_ 17/]:1+7/1:y
-1 -1 -1 —_—

Como la suma de las soluciones tiene que ser 4:

win

xty+z= 4= (2 1A)+(¥ A)+A=4;,2-31=4;;30=-2;, A=-
x:1—1]/1:1+2—2:§:x
3 —_—
Solucion {y=1+71 :1—134:—151:x
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- - X—2y-5=0
3% Sean las rectassixzy—lzzT2 ysz{ Y :

Xx-3%-8=0"
a ) Halla la ecuacion del plano que contiene ar y es paralelo a s.

b ) Calcula la distancia entre el planoy la recta s.

a)
Un punto y un vector director de r son P(0, 1, 2) y=(1, -1, 2).
La expresion de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
Xx—-2y-5=0 - -
= Y = 2= = x=8+3 ;;x—2y—5:O;;y=X 5:8+3/] S
X-—3-8=0 2 2
x=8+31
3+34 3 3 _ 3 3
= =—+—-A=y = s=jy=—+—-/
2 2 2 2 2
z=A

Un vector director de s puede ser cualquiera que sea linealmente dependient:
vector w :(3, g 1), por ejemplo:v, =(6, 3, 2).

El planon pedido tiene como vectores directores a los de las rectas y, por cor
ner a r, contiene a todos sus puntos y por consiguiente a P.

La ecuacion general del plamoes la siguiente:

- X GZ_ )3+ 123/_ 1+ 62— 3— 6X — Z(y—l):O -
- 8 19- )¥ @- p= 0;- &+ 10/- 10+ 2-18=0 ;;

n= &-10y- &+ 28=0

b)
La distancia de un plano a una recta (l6gicamente paralela a él; en caso cont



la distancia seria 0) es la misma que la distancia de un punto cualquiera de la rec
plano.

Un punto de la recta s es, por ejemplo paral, Q(11, 3, 1).
La distancia de un punt@(x,, ,, z,) a un planon = Ax+By+Cz+D =0 vie-

Ax+ By, +Cz +D
ne dada por la formuld(r, Q,) = | A%+ By +Cz + D) :
JA*+B2+C?

Aplicando la formula al plan@ =8x -10y-9z+28=0 y al punto Q(11, 3, 1):

8-1% 10-3- 9:1+28| | 88-30-9+28| |77| _ 77/245 11/245
J8 +(-10F +(-9)? J64+100+81 245 245 35

d(r, Q)=|

unidades

11/245
i <) = 35
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4°) Sea g(x) una funcion continua y derivable para todo el valor real de x, de la que
conoce la siguiente informacion:

i) g(x)>0 0 xO(-, 0O(2, +), mientras queg(x)< 0 O x1(0, 2).
i) g(¥>00 xd(1 3 y g'(x)<0 0 xO(-, )0(3 +w).

i) o(- =0 9(0=2 g(2=1.

v) ==y " gx)=3.

Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide:

a ) Analizar razonadamente la posible existencia o no existencia de asintotas vertic
horizontales u oblicuas.

b ) Dibujar de manera esquematica la grafica de la funcion g(x).

c)Sigx= f g(t) - dt, encontrar un valorptal queG'(x,) =0.
0

a)
La funcidén g(x) no puede tener asintotas verticales por el propio enunciado d
misma: “continua y derivable en R”.

. : lim
La rectay = 3 es una asintota horizontal por ser a(x)=3.
X — +oo

No existen asintotas oblicuas por ser excluyente la existencia de asintotas |
zontales y oblicuas, es decir: si existe asintota horizontal no puede existir asintota «
cuay viceversa.

b)
De los datos del ejercicio se deducen algunas consecuencias, como son:

1.- Los puntos de corte con los ejes son A(-1, 0) y B(O, 2).

2.- La funcion es creciente ¢nco, 0)0 (2, + ) y decreciente efo, 2), lo cual im-

plica, por ser continua la funcién, que existe un maximo relativo en B(0, 2) y un minir
relativo en C(2, 1).

3.- Del apartado ii ) se deduce que la funcion tiene puntos de inflexion en D y E
son los puntos que tienen como abscisas los valores x =1y x = 3.

Teniendo en cuenta lo anterior se puede hacer un esbozo de la funcion, que



siguiente:

\/Ak
e YES
B Y ]
/e
C
A [
-1 |0 1 2 3 X'
g(x}/
/
v

~
-

c)

X

&3=[ 49 d=[d1]; = d¥-G(0) = G(0)=0

0

Teniendo en cuenta que(x) = g(x), tiene que sep(x,) =0y, de la observacion
de la grafica anterior se deduce qye= -1.
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