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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El examen presenta dos opciones, A y B. Se deberá elegir UNA Y SÓLO UNA de ellas 
y resolver los cuatro ejercicios de que consta. No se permite el uso de calculadoras con 
capacidad de representación gráfica. 
 

OPCIÓN A 
 

1º) Halla los puntos de la recta 
1

1
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r  cuya distancia es 1 al plano de 

ecuación 0122 =++−≡ zyxπ . 
---------- 

 

 La expresión de la recta r por paramétricas es 
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 Los puntos de la recta r tienen por expresión general: ( )λλλ −−++ 1,5,3P . 
 
 La distancia de un punto ( )0000 ,, zyxP  a un plano 0=+++ DCzByAx  viene 

dada por la fórmula ( )
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 Aplicando la fórmula anterior al caso que nos ocupa, resulta: 
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2º) Se consideran las rectas 



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r . Halla la ecuación con-

tinua de la recta t que contiene al punto P(2, -1, 2) y cuyo vector director es perpendicu-
lar a los vectores directores de las dos rectas anteriores. 
 

---------- 
 
 Las expresiones de las rectas r y s mediante ecuaciones paramétricas son las si-
guientes: 
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 Dos vectores directores de r y s pueden ser ( ) ( )1,2,12,1,1 == vyu , respecti-
vamente. 
 
 Teniendo en cuenta que el producto vectorial de dos vectores es perpendicular al 
plano que contiene a los dos vectores, un vector director de la recta t pedida es: 
 

( ) wkjijikkji

kji

vuw =−=++−=−−−++==∧= 1,1,33422

121

211  

 
 La expresión de la recta r por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
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3º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 
( )

( )
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, se pide: 

 
a ) Discutirlo según los distintos valores del parámetro k. 
 
b ) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones. 
 

----------  
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
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 El rango de la matriz de coeficientes en función de k es el siguiente: 
 

( )( ) ( ) ( )

2

1
;;2

4

35

4

95

4

16255

0252222141

12121141

121

11

211

21

222

==⇒
±=±=−±=

=+−=++++−−+−−=

=+++−−−++−−=
−−−

+
=

kkk

kkkkkkk

kkkkkk

k

k

k

M

 

 

adoDeterCompatibleincógnMRangoMRango
k

k
Para min.º3'

2

1

2
⇒===⇒















≠

≠
 

 

 














 −

−−
=⇒=

3

2

1

121

112

231

'2 MkPara , cuyo rango es 2 por ser F2 = F1 + F3 . 
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













 −

−−−
=⇒=

2
3

2
1

2
1

2
1

2
3 1

12

11

21

'
2

1
MkPara . Para determinar su rango con mayor fa-

cilidad consideramos la matriz 2M’, cuyo rango es el mismo que el de M’: 
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b ) 
 
 Resolvemos en el caso de compatible indeterminado para k = 2. 
 

 El sistema resulta 

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segunda, y parametrizando la variable z: 
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4º) a ) Halla los máximos y mínimos relativos y los puntos de inflexión de la función  

( )
1

33
2

2

+
++=

x

xx
xf . 

 
b ) Determina una función F(x) tal que su derivada sea f(x) y además F(0) = 4. 
 

---------- 
 
a ) 
 
 La condición necesaria para que una función tenga un máximo o un mínimo rela-
tivo es que se anule la primera derivada: 
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 Para diferenciar los máximos de los mínimos relativos se recurre a la segunda de-
rivada: si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un mínimo y si es 
negativa, de un máximo: 
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b ) 
 
 F(x) representa a las infinitas funciones primitivas de f(x), o sea: 
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 Sustituyendo el valor de I en la expresión (*):  ( ) ( ) CxLxxF +++= 1
2

1
3 2  

 
Teniendo en cuenta que tiene que ser F(0) = 4: 
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OPCIÓN B 

 

1º) Dadas las matrices 

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cuadrada X sabiendo que se verifica 22 ·· AABAX =+ . 
 

---------- 
 
 Una forma de resolver el problema es la siguiente: 
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 Sustituyendo los resultados obtenidos en la ecuación dada resulta: 
 

IXIIIXAABAX −==+⇒=+ ;;2··· 22  

 
 Otra forma de resolver el problema es la siguiente: 
 

.·· 22 AABAX =+   Multiplicando por la derecha por A-1, queda: 
 

.·;;··;;····· 12112 ABAXAIBAXAAAABAAX =+=+=+ −−−    
 

Multiplicando, de nuevo por la derecha por A-1, resulta: 
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 Calculamos A-1: 
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 Sustituyendo en (*) y operando: 
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2º) Dado el sistema de ecuaciones 




=++
=−+

532

332

zyx

zyx
, se pide: 

 
a ) Calcula a y b de manera que al añadir una tercera ecuación de la forma 

1=++ bzyax  el sistema resultante tenga las mismas soluciones que el sistema original. 
 
b ) Calcula las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de las in-
cógnitas sea igual a 4. 
 

---------- 
a ) 
 
 El rango de las matrices de coeficientes y ampliada del sistema dado, que es de 
dos ecuaciones con tres incógnitas es 2, por lo cual resulta compatible indeterminado. 
 
 Para que el sistema resultante de añadir la ecuación 1=++ bzyax  siga siendo 
compatible indeterminado es necesario que el rango de las nuevas matrices de coefi-
cientes y ampliada siga siendo dos. 
 

 Las nuevas matrices son 














 −
=















 −
=

1

5

3

1

132

321

'

1

132

321

ba

My
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M . 

 

 Rango de ;;0419263;;0

1

132

321

2 =−−++−=
−

⇒= baab

ba

M  

 
)1(0711 =−− ba  

 
 Para que el rango de M’ sea dos es necesario que todos los determinantes de or-
den tres que se puedan formar sean nulos: 
 

Por ejemplo:  
 

{ } 0;;019;;04591063;;0

11

532

321

,, 421 ==−=−−−−+=⇒ aaaa

a

CCC  

 
 Sustituyendo en (1) resulta que 7−=b . 

 
 
b ) 
 
 Parametrizando una incógnita y resolviendo por Cramer el sistema dado: 
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−
−
+

=
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−
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 Como la suma de las soluciones tiene que ser 4: 
 

( ) ( )
3

2
;;23;;432;;4711114 −=−==−=+++−⇒=++ λλλλλλzyx  

 
















=−==

=−=−=+=
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Solución
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3º)  Sean las rectas 




=−−
=−−

≡−=
−
−=≡

083

052

2

2

1

1

1 zx

yx
sy

zyx
r : 

 
a ) Halla la ecuación del plano π  que contiene a r y es paralelo a s. 
 
b ) Calcula la distancia entre el plano π  y la recta s. 
 

---------- 
a ) 
 Un punto y un vector director de r son P(0, 1, 2) y ( )2,1,1 −=rv . 
 
 La expresión de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 











=

+=

+=

≡⇒=+=+=
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=−−
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x
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s

2

3

2

3

38

2

3

2

3

2
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2

538

2

5
;;052;;38
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052

 

 
 Un vector director de s puede ser cualquiera que sea linealmente dependiente del 

vector 






= 1,
2

3
,3w , por ejemplo: ( )2,3,6=sv . 

 
 El plano π  pedido tiene como vectores directores a los de las rectas y, por conte-
ner a r, contiene a todos sus puntos y por consiguiente a P. 
 
 La ecuación general del plano π  es la siguiente: 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ;;018910108;;0291108

;;012626112232

;;0

236

211

21

,;

=−+−+−=−+−+−

=−−−−+−+−+−

=−
−−

≡

zyxzyx

yxzyzx

zyx

vvP sxπ

 

 
0289108 =+−−≡ zyxπ  

 
b ) 
 La distancia de un plano a una recta (lógicamente paralela a él; en caso contrario 
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la distancia sería 0) es la misma que la distancia de un punto cualquiera de la recta al 
plano. 
 

Un punto de la recta s es, por ejemplo para 1=λ , Q(11, 3, 1). 
 
 La distancia de un punto ( )0000 ,, zyxQ  a un plano 0=+++≡ DCzByAxπ  vie-

ne dada por la fórmula ( )
222

000

0,
CBA

DCzByAx
Qd

++

+++
=π . 

 
 Aplicando la fórmula al plano 0289108 =+−−≡ zyxπ  y al punto Q(11, 3, 1): 
 

( )
( ) ( ) 35

24511

245

24577

245

77

8110064

2893088

9108

281·93·1011·8
,

222
===

++
+−−

=
−+−+

+−−
=Qd π  

 

( ) unidadessd
35

24511
, =π  
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4º) Sea g(x) una función continua y derivable para todo el valor real de x, de la que se 
conoce la siguiente información: 
 
i ) ( ) ( ) ( )∞+∪∞−∈∀> ,20,0' xxg , mientras que ( ) ( )2,00' ∈∀< xxg . 
 
ii ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∞+∪∞−∈∀<∈∀> ,31,0''3,10'' xxgyxxg . 
 
iii ) ( ) ( ) ( ) 12,20,01 ===− ggg . 
 

iv ) ( ) ( ) 3=
+∞→

−∞=
−∞→

xg
x

lím
yxg

x

lím
. 

 
Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide: 
 
a ) Analizar razonadamente la posible existencia o no existencia de asíntotas verticales, 
horizontales u oblicuas. 
 
b ) Dibujar de manera esquemática la gráfica de la función g(x). 

c ) Si ( ) ( )∫=
x

dttgxG
0

· , encontrar un valor x0 tal que ( ) 0' 0 =xG . 

---------- 
a ) 
 La función g(x) no puede tener asíntotas verticales por el propio enunciado de la 
misma: “continua y derivable en R”. 
 

 La recta y = 3 es una asíntota horizontal por ser ( ) 3=
+∞→

xg
x

lím
. 

 
 No existen asíntotas oblicuas por ser excluyente la existencia de asíntotas hori-
zontales y oblicuas, es decir: si existe asíntota horizontal no puede existir asíntota obli-
cua y viceversa. 
 
b ) 
 De los datos del ejercicio se deducen algunas consecuencias, como son: 
 
1.-   Los puntos de corte con los ejes son A(-1, 0) y B(0, 2). 
 
2.-   La función es creciente en ( ) ( )∞+∪∞− ,20,  y decreciente en ( )2,0 , lo cual im-
plica, por ser continua la función, que existe un máximo relativo en B(0, 2) y un mínimo 
relativo en C(2, 1). 
 
3.-   Del apartado ii ) se deduce que la función tiene puntos de inflexión en D y E que 
son los puntos que tienen como abscisas los valores x = 1 y x = 3. 
 
 Teniendo en cuenta lo anterior se puede hacer un esbozo de la función, que es el 
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siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c )  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) 000· 0
0

=⇒−=== ∫ GGxGtgdttgxG t
x

 

 
 Teniendo en cuenta que ( ) ( )xgxG =' , tiene que ser ( ) 00 =xg  y, de la observación 
de la gráfica anterior se deduce que 10 −=x . 

 
********** 
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