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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permitirá el uso de calculadoras gráficas. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 

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a ) Discutir el sistema según los valores del parámetro a. Resolverlo cuando la solución 
sea única. 
 
b ) Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene una solución en la que 

2=y . 
---------- 

a ) 

 Las matrices de coeficientes y ampliada son 








+−
−

=








−
−

=
1

2

1

1
'

1

1

aa

a
My

a

a
M . 

 
 Los rangos de ambas matrices en función de a son los siguientes: 
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b ) 
 
 Sabiendo que y = 2 y aplicando la Regla de Cramer para el valor de y: 
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2º) Dadas las rectas 




=+
=−

≡




=+
=−

≡
3

1

1

2

zy

zx
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r , se pide: 

 
a ) Discutir la posición relativa de las dos rectas, según los valores del parámetro a. 
 
b ) Si a = 1, calcular la distancia mínima entre las dos rectas. 
 

---------- 
 
a ) 
 
 Cuando las rectas se expresan por ecuaciones implícitas, como es el caso, y lla-
mando M y M’ a las matrices de coeficientes y ampliada que determinan, la posiciones 
relativas de las rectas en función de los rangos de las matrices M y M’ son las siguien-
tes: 
 
 Rango M = Rango M’ = 3   →    Sistema C. D.   →   Las rectas se cortan. 
 
 Rango M = Rango M’ = 2   →    Sistema C. I.   →   Las rectas son coincidentes. 
 
 Rango M =3 ;; Rango M’ = 4   →    Sistema I.   →   Las rectas se cruzan. 
 
 Rango M =2 ;; Rango M’ = 3   →    Sistema I.   →   Las rectas son paralelas. 
 

 Las matrices son 
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 En primer lugar estudiamos el rango de M en función de a: 
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 El rango de M es 3, independientemente del valor de a. 
 
 

Para determinar el rango de M’ desarrollamos su determinante por los menores 
adjuntos de la tercera fila: 
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 Para a ≠ 0 y a ≠ -1 el rango de M’ = 4.  
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b )  
 Para a = 1 las rectas, naturalmente, se cruzan. 
 
 Para hallar la distancia entre las rectas determinamos, en primer lugar, un punto y 

un vector director de cada una de las rectas 
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las expresamos por unas ecuaciones paramétricas. 
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 Un punto y un vector de r son P(0, -2, 1) y ( )1,1,1 −=rv . 
 
 Un punto y un vector de s son Q(1, 3, 0) y ( )1,1,1 −=sv . 
 
 Considerando el vector w  que tiene como origen P y extremo Q: 
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 ( ) ( ) ( )1,5,11,2,00,3,1 −=−−=−== PQPQw . 
 
 Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 
entre ambas. Evidentemente, si se cortan, la distancia es cero. 
 
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepípedo 
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y el vector w .  
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
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3º) Estudiar los siguientes límites:  a ) ( )2xe
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 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos, resulta:  
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b )  
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. Dividiendo numerador y denominador por la máxima expresión de x, 

que es x6 , resulta: 
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4º) Obtener los máximos y mínimos relativos, y los puntos de inflexión de la función 
siguiente: ( ) ( )2xLxxf = , siendo Lx el logaritmo neperiano de x. 
 

---------- 
 
 Las tres primeras derivadas de f(x) son las siguientes: 
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 Para que exista un máximo o mínimo relativo es condición necesaria que se anule 
la primera derivada: 
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 Para diferenciar máximos de mínimos recurrimos a la segunda derivada, teniendo 
en cuenta que si, para los valores que anulan la primera derivada, la segunda derivada es 
positiva se trata de un mínimo y si es negativa de un máximo: 
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 Para que una función tenga un punto de inflexión es condición necesaria que se 
anule la segunda derivada: 
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( ) ( ) 1;;1;;0101
2

'' −=−==+⇒=+= exxLxLxL
x

xf . 

 
 La condición anterior no es suficiente; tiene que cumplirse para que exista punto 
de inflexión que la tercera derivada no se anule para los valores que anulan la segunda: 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dada la matriz de orden n 























−−−−

−−
−

=

91·····111

····················

11·····911

11·····191

11·····111

nA , se pide: 

 
a ) Calcular el determinante de la matriz A2. 
 
b ) Calcular el determinante de la matriz A3. 
 
c ) Calcular el determinante de la matriz A5. 
 

---------- 

a )  2
1
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91
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−
=  

 

b )     ( ) 3
2222

3 101919·29919119
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c )  ⇒
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5A  (Restando a cada columna la anterior) ⇒  

 

5
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−
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−
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−−
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En general:  110 −= n

nA  
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2º) a ) Para cada valor de c > 0, calcular el área de la región acotada comprendida entre 

la gráfica de la función ( ) 1
1 24 ++= x
c

cxxf , el eje OX y las rectas x = 0 y x = 1. 

 
b ) Hallar el valor de c para el cual el área obtenida en el apartado a ) es mínima. 
 

---------- 
a ) 

 Para c > 0 todas las ordenadas de la función ( ) 1
1 24 ++= x
c

cxxf  son positivas, por 

lo cual, la superficie limitada por la función y las rectas x = 0 y x = 1 es la siguiente: 
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
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b ) 
 El área será mínima cuando su derivada sea nula: 
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Para determinar el valor de c que hace S mínima recurrimos a la segunda deriva-

da: 
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Como el mínimo se produce cuando la segunda derivada es positiva, de lo ante-

rior se deduce que el valor pedido es: cc ===+=
3
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3

5

3

5
. 
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3º) Dados los puntos A(0, 0, 1), B(1, 0, -1), C(0, 1, -2) y D(1, 2, 0), se pide: 
 
a ) Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios. 
 
b ) Hallar la ecuación del plano π  determinado por los puntos A, B y C. 
 
c ) Hallar la distancia del punto D al plano π . 
 

---------- 
a ) 
 Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios es equivalente a demostrar 
que los vectores ADwyACvABu === ,  son linealmente independientes, o sea, 
que no son coplanarios. 
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1,2,11,0,00,2.1

3,1,01,0,02,1.0

2,0,11,0,01,0.1

−=−=−==

−=−−=−==

−=−−=−==

ADADw

ACACv

ABABu

 

 
 Tres vectores son linealmente independientes cuando el determinante que forman 
es distinto de cero, es decir, su rango tiene que ser tres: 
 

{ } { } 3,,07621

121

310

201

,, =⇒≠=++−=
−
−
−

⇒ wvuRangowvuRango  

 
Los puntos A, B, C y D no son coplanarios, c. q. d. 

 
b ) 
 
 La ecuación general del plano π  que determinan los puntos A, B y C viene de-
terminada por el punto A y los vectores vyu : 
 

( ) ( ) 0132;;0321;;0

310

201

1

,; =−++≡=++−=
−
−
−

≡ zyxyxz

zyx

vuA ππ  

 
c ) 
 
 La distancia del punto D al plano π , aplicando directamente la fórmula que da la 

distancia de un punto a un plano es: ( )
222

000
0,

CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π :  
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⇒
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4º) Dado el plano 01023 =+−+≡ zyxπ  y el punto P(1, 2, 3), se pide: 
 
a ) Hallar la ecuación de la recta r perpendicular al plano π  que pase por el punto P. 
 
b ) Hallar el punto Q intersección del plano π  y la recta r. 
 
c ) Hallar el punto R intersección del plano π  con el eje OY. 
 
d ) Hallar el área del triángulo PQR. 
 

---------- 
 
a )  
 
 El vector normal del plano π  es ( )1,2,3 −=n . 
 

 La recta r pedida, dada por unas ecuaciones paramétricas es:  
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b )  
 
 El punto Q intersección del plano π  y la recta r es la solución del sistema forma-
do por sus ecuaciones: 
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c )  

 Una expresión del eje OY por ecuaciones paramétricas es 
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OY λ ; su inter-

sección con el plano π  es la solución del sistema formado por ambas ecuaciones: 
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d )  
 Los vectores de origen P que determinan el triángulo son: 
 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )3,7,13,2,10,5,0

1,2,33,2,14,0,2
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 El área del triángulo es la mitad del área del paralelogramo que determinan los 
vectores que lo definen, o sea, la mitad del módulo del producto vectorial de los vecto-
res mencionados: 
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