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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permitirá el uso de calculadoras gráficas. 
 
 
OPCIÓN A 
 
 
1º) Dado el plano 43 =++≡ zyxπ , se pide: 
 
a ) El punto P simétrico de O(0, 0, 0) respecto del plano π. 
 
b ) Calcular el coseno del ángulo α que forman el plano π y el plano x = 0. 
 
c ) Calcular el volumen del tetraedro T determinado por el plano π y los planos 0=x , 

0=y  y 0=z . 
---------- 

 
a ) 
              Un vector normal al plano π  es: ( )1,3,1=n . 

 
 La recta r es la que pasa por el punto O y 
es perpendicular al plano π, por lo tanto su vec-
tor director pude ser el vector ( )1,3,1=n , 
normal del plano π; su ecuación es: 
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 El punto Q, intersección del plano π  con la recta r, tiene que satisfacer las ecua-
ciones de ambos, por lo tanto: 
 

πn  

P(x, y, z) 

Q
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       Para que P sea el punto simétrico de O con respecto a π , tiene que cumplirse que: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2,2,22,2,21,1,1·2,,·2 PzyxOQOP ⇒==⇒=  

 
b ) 
 El vector normal al plano x = 0 es ( )0,0,1=u . 
 
 El ángulo α que forman dos planos es el mismo que forman sus vectores norma-
les, por lo tanto, el ángulo que forman los planos 43 =++≡ zyxπ  y x = 0 es el que for-

man los vectores ( )1,3,1=n  y ( )0,0,1=u . 
 
 Por el concepto de producto escalar de dos vectores: 
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c ) 
 Los puntos de corte del plano 43 =++≡ zyxπ  con los ejes X, Y, Z, respectiva-
mente, son los siguientes: ( ) ( ) ( )4,0,00,,0,0,0,4 3

4 CyBA . 
 

El tetraedro T lo definen los vectores 
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 Sabiendo que el volumen de un paralelepípedo es, en valor absoluto, el producto 
mixto de los vectores que lo determinan y que el volumen del tetraedro es un sexto del 
volumen del paralelepípedo, el volumen pedido es el siguiente: 
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2º) Dado el sistema 





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λλλ

λλ
, se pide: 

 
a ) Discutir el sistema según los valores del parámetro λ. 
 
b ) Resolver el sistema para λ = -1. 

 
---------- 

a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 Para λ = 0 
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b ) 

 Para 1−=λ  el sistema es 

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, que es compatible determinado. Re-

solvemos mediante la Regla de Cramer: 
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3º) Calcular el siguiente límite:  
1

2 84
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, según los valores del pará-

metro α. 
---------- 
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4º) Calcular la integral ( ) ∫
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x
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---------- 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las rectas 
1

2

12

2

13

2

2

1 −==+≡=−=−≡ zyx
sy

zyx
r , se pide: 

 
a ) Hallar la ecuación del plano π que contiene a r y es paralela a s. 
 
b ) Determinar la distancia entre las rectas r y s. 
 
c ) Estudiar si la recta t paralela a r y que pasa por O corta a la recta s. 
 

---------- 
a )  
 El plano π tiene como vectores directores a los vectores directores de las rectas, 
que son ( )1,3,2=rv  y ( )1,1,2=sv . Considerando, por ejemplo, el punto P(1, 2, 0) 
perteneciente a la recta r, la ecuación general de π es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 021;;0412
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012 =−−≡ zxπ  

 
b )  
 La distancia entre las rectas r y s es la misma que existe entre la recta s y el plano 
π, o sea, la distancia que existe entre cualquier punto de s y π.  
 

Un punto de s es ( )2,0,2−Q . 
 
 La distancia del punto ( )000 , yxP  al plano genérico 0=+++≡ DCzByAxα  viene 

dada por la fórmula: ( )
222

000
0 ,

CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
 Aplicando la formula al plano 012 =−−≡ zxπ  y al punto ( )2,0,2−Q : 
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c )  
 La ecuación de la recta t, paralela a r y que pasa por O, tiene por ecuaciones con-

tinuas, por ejemplo, las siguientes: 
132

zyx
t ==≡ . 
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 Para comprobar si las rectas s y t se cortan, en primer lugar, las expresamos por 
unas ecuaciones implícitas: 
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Las rectas se cortan si el sistema formados par las ecuaciones que determinan 

ambas rectas es compatible determinado. 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M es igual o mayor de 2 por ser 02
01

21
≠=

−
. Veamos si su rango 

es 3, teniendo en cuenta que L2 = L4: 
 

{ } ( ) 30813·4
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−

−
−

⇒ MRangoFFF  

 
Según el Teorema de Rouché-Fröbenius, para que un sistema sea compatible de-

terminado es necesario que las matrices de coeficientes y ampliada tengan el mismo 
rango; es decir, que el rango de M’ tiene que ser tres, para lo cual es necesario que se 
anule su determinante: 
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Las rectas s y t no se cortan (como no son paralelas, se cruzan). 

 
********** 
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2º) Si la derivada de f(x) es ( ) ( ) ( )51' 3 −−= xxxf , obtener: 
 
a ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. 
 
b ) Los valores de x en los cuales f tiene máximos relativos, mínimos relativos o puntos 
de inflexión. 
 
c ) La función f sabiendo que f(0) = 0. 

---------- 
 
a )  
 Una función es creciente o decreciente según que su derivada sea positiva o nega-
tiva, respectivamente. 
 

( ) ( ) ( ) 5;;1051' 21
3 ==⇒=−−= xxxxxf . 

 
 Por ser f(x) una función polinómica su dominio es R. 
 
 Las raíces que anulan la primera derivada dividen el dominio de f en tres interva-
los alternativos de crecimiento y decrecimiento, por lo cual, basta con estudiar uno 
cualquiera de ellos, por ejemplo el intervalo ( )1,∞− . Considerando el valor más senci-
llo, x = 0: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) .055·150100'0 3 Crecientefx ⇒>=−−=−−=⇒=  
 

( ) ( )∞+∪∞− ,51,:oCrecimient  

 
( )5,1:ntoDecrecimie  

 
b )  
 Sabiendo que las condiciones de máximo relativo, mínimo relativo, respectiva-
mente, son: 
 

 
( )
( )

( )
( )

( )
( )




≠
=

⇒




>
=

⇒




<
=

⇒
0'''

0''
..;;

0''

0'
;;

0''

0'

xf

xf
IP

xf

xf
relativoMínimo

xf

xf
relativoMáximo . 

 
 No obstante lo anterior, en algunos casos sucede que para x = a se anulan las de-
rivadas segunda, tercera y así sucesivamente.  
 

En estos casos se debe seguir derivando la función hasta hallar una derivada que 
no se anule en ese punto. Si el orden de esa derivada es par y además f’(a) = 0, la fun-
ción tiene un extremo relativo; si es impar, la función tiene un punto de inflexión para el 
valor x = a. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) =−+−−=−+−−=−+−−= 1153115311513'' 2232 xxxxxxxxxxf  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxxxx ''4141641 22 =−−=−−=  

 
( ) ( ) ( ) ⇒=−−= 0411141'' 2f En principio no hay máximo ni mínimo relativo para x = 1. 

 
( ) ( ) ( ) 50641·16·4451545'' 2 =⇒>==−−= xpararelativoMínimof  

 
( ) ( ) ( ) 4;;104140'' 21

2 ==⇒=−−⇒= xxxxxf  

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )xfxxxxxxf

xfxxxx

xxxxxxxxxxf

IVIV =−=−=−=−+−=

=−−=−−=

=−+−−=−+−−=−+−−=

22422442121312

'''31129314

182141421414418''' 2

 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) 101221121

04111121'''

=⇒⇒≠−=−=

=−−=

xpararelativoMáximoparordendexfserPorf

f

IVIV

 

 
 Se entiende que es un máximo relativo por varias razones: una es que una función 
polinómica que tiene dos extremos relativos no puede tener dos máximos o dos míni-
mos; otra razón para asegurar que es un máximo se deduce de los periodos de creci-
miento y decrecimiento. 
 

( ) ( ) 4inf04824244''' =⇒≠=−= xparalexióndePuntof  

 
c )  
 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )xfxxxx

xxxxxxxxxxxxxxf

'516188

51515533113351'

234

23234233

=+−+−=

=+−+−−+−=−−+−=−−=
 

 

( ) ( ) ( )

)(5862
5

5
2

16

3

18

4

8

5
·516188·'

234
5

2345
234

xfCxxxx
x

Cx
xxxx

dxxxxxdxxfxf

=++−+−=

=++−+−=+−+−== ∫∫
 

 

Teniendo en cuenta que f(0) = 0, la función es ( ) xxxx
x

xf 5862
5

234
5

+−+−= . 
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3º) Dado el sistema 








=−
=−

=−

23

42

2

yx

yx

yx

λ
λ

, se pide: 

 
a ) Discutir el sistema según los valores del parámetro λ. 
 
b ) Resolver el sistema cuando sea posible. 
 

---------- 
a ) 

 Las matrices de coeficientes y ampliada son 
















−
−
−

=
















−
−
−

=
213

42

12

'

13

2

12

λ
λ

λ MyM . 

 

 El rango de M es dos, R∈∀λ , por ser 0
13

12
≠

−
−

. 

 
 El rango de M’ en función de λ es el siguiente: 
 

0128;;0128286128

213

42

12

' 222 =+−=−+−=+++−−−=
−
−
−

= λλλλλλλλ
λ

M . 

 

6;;224
2

48

2

168

2

48648
21 ==⇒±=±=±=−±= λλλ . 

 

leIncompatibSistemaMRangoMRangoPara ⇒==⇒
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adoDeterCompatibleSistemaMRangoMRangoPara min2'
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
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



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=
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λ
λ

 

 
 
b )  

 Para λ = 2 el sistema es 








=−
=−

=−

23

422

22

yx

yx

yx

. 

 
 De las ecuaciones primera y tercera se deduce la solución: x = 0, y = - 2. 
 

 Para λ = 6 el sistema es 








=−
=−

=−

23

426

62

yx

yx

yx

, equivalente a 




=−
=−

23

62

yx

yx
, cuya solución es la 
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siguiente: 
 

yxyx
yx

yx
=−=−−=−=−=⇒





=−
−=+−

1421223;;4
23

62
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4º) Dada la matriz 
















=
a

a

a

A

11

11

11

, se pide: 

 
a ) Estudiar el rango de la matriz A según los valores del parámetro a. 
 
b ) Obtener la matriz inversa de A para a = -1. 
 

---------- 
a )  

( ) 10112111

11

11

111
222 =⇒=−=+−=−−−++== aaaaaaa

a

aA  

 
Para a = 1 el rango de A es 2 y para a distinto de uno el rango es 3. 

 
 
b )  

 Para a = -1 la matriz es 
















−
−

−
=

111

111

111

A , cuya matriz inversa es la siguiente: 

 

( )
















−
−

−
====−−=

−
−

−
=

111

111

111

;;411

111

111

111
2 AAAA T . 

 

( ) 1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

0

0

0

022

202

220

11

11

11

11

11

11
11

11

11

11

11

11
11

11

11

11

11

11

−=
















⇒
















=

























−
−−

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−

−

= AAAdj T  

 
********** 
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