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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros ejercicic
la otra opcidn. En cualquier caso, la calificacion se hara sobre lo respondido a una d
dos opciones. No se permitird el uso de calculadoras graficas.

OPCION A

1°) Dado el planoi = x+ 3y+z=4, se pide:

a ) El punto P simétrico de O(0, 0, 0) respecto del ptano

b ) Calcular el coseno del angul@ue forman el plans y el plano x = 0.

c ) Calcular el volumen del tetraedro T determinado por el ptantos planosx=0,

y=0Yy z=0.

a)
Un vector normal al planpes: n =(1, 3 1).

0(0, 0, 0) La recta r es la que pasa por el punto O y
es perpendicular al plang por lo tanto su vec-
Y 71 tor director pude ser el vecton =(1 3 1),
Q normal del plana; su ecuacién es:
X=A
r=<y=31
P(X,y, z) 2=

r

El punto Q, interseccion del planp con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:
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7T= X+ 3y+z2-4=0
X=A
r=<y=31
z=A

=> A+ B+A- 4 0,;,4-4&0,;,A-FE0;;41=1=> Q(lll)

Para que P sea el punto simétrico de O con respactbesne que cumplirse que:
OP=2-00= (xyz)= 2(11)=(2 23 = P2 2 2

b)
El vector normal al plano x = 0 es=(1, 0, 0).

El anguloa que forman dos planos es el mismo que forman sus vectores norr
les, por lo tanto, el angulo que forman los planesx+ 3y+z=4 y x = 0 es el que for-

man los vectores1 =(1, 3 1) y u =(1 0, 0).

Por el concepto de producto escalar de dos vectores:

u -_n>=‘_u" ‘F‘ .cosa = cosa=—0 M- (109-(131 =
‘an‘ VE+ P+ R 12 +32+12
1+0+0 _ 1 11

=Ccosa

S J11r9+1 11 11

c)
Los puntos de corte del plano= x+ 3y+z=4 con los ejes X, Y, Z, respectiva-

mente, son los siguientesaf 4, 0, §,B(0,4, 9 y c(0, 0, 4).

a=0A=(4,0,0
El tetraedro T lo definen los vectores { b=0B=(0, 4, 0)
c=0C=(0, 0, 4)

Sabiendo que el volumen de un paralelepipedo es, en valor absoluto, el prod
mixto de los vectores que lo determinan y que el volumen del tetraedro es un sextc
volumen del paralelepipedo, el volumen pedido es el siguiente:

1 1 00 1 4 64 32
LB o g of-d [ed sy,
6 6 6 3 18 9
0 0 4
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Ax+ 4ly+ 2z2=2A
2°) Dado el sistemaix+ y-Az=1 , se pide:
AAx+4Ay+ Az=9

a ) Discutir el sistema segun los valores del parametro

b ) Resolver el sistema parar -1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
4 41 2 4 41 2 2]
M={A 1 -A| yM={A 1 -1 A
40 41 A 420 42 A 9
4 41 2 4 41 2
IM|=| A 1 =A|=A|2 1 -A[=A(4 a- 16 - 8+161 - 44)= A (- 201 + 241 - 4)=
41 41 A 4 4 1
A =1
(57 -61+1)=0 = 1,20 A= 6£136-20 _6+16_6+4_3%2 _
10 10 10 5
A, =1
A#0
Para <A#1: = Rango M= Rango M'=3=r? inc6g = SistemaCompatible Determinado
A#1
4020
Parah=0= M'=|0 1 0 0
00009
020
RangoM = {G=2¢} = {C,, C,, C,} = |1 0 0/=-18#0 = RangoM'=3
0009
. 4 4 2 2
Para A== = M'=|1 1 -1 £
5 4 4 i 9
5 5 5
4 4 2 . 20 4 .
RangoM' = {C, C,, C,} = [% 1 gzg- 15 1= ( 908 8 16- 40- 80-36)=
4 4.9 4 9
5 5




:1; (924-1569%#0 = RangoM'=3

-~

4 4 2 2
Para A=1= M'=|1 1 -1 1]|.
4 4 1 9
4 2 2
RangoM = {G=C} = {C,, C,, C,} = |1 -1 1|=-36+ 2+ 8+ 8- 4-18=
4 1 9

=18 58=--40#0 = RangoM'=3

I
(@)

Para = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Sistemalncompatile

NN N
I

1
= gl

b)
Ax— 4y+ 22=-2
Parai=-1 el sistema es- x+ y+z=-1 , que es compatible determinado. Re-
—4x-4y-z=9
solvemos mediante la Regla de Cramer:

-2 -4 2
-1 1 1
9 -4 -1 2836-18-8+4 _6-54_ 48_
4 -4 2| - & 8 16+8+16+4 48 48 —=

4 9 -1 418-88-36+2_6-54_ 48__,_

-4 -4 9| 36 8 16-8-16-36_-48 _
48 48 48

-1=z
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o . .. lim 1 X , ;
39) Calcular el siguiente limite: .\ (1+—j , Segun los valores del para-
X — +oo

metroa.

. lim x lim "
El limite 1+— 2 | esdelaforma 1+2 =e, que se re-
X — +00 ax? +4x+8 n - +co n

suelve de la forma siguiente:

X+1

; x+1 p (ax2+4x+8)- 3
lim (1+ 1 j _lim (1+ 1 j o s _

X — +o0 ax® +4x+8 X — +00 ax’ +4x +8

_ox oo
— lim 1+ 1 (a'xz+4x+8) o+ _ lim 1+ 1 (ax2+4x+8) ax?+4x+8 _

lin x+1

=g ada8 =0 =1 OgOR
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4°) Calcular la integral %) :j £ et - dt.
0

F(X):th ot o { u=¢ - du=2tdt(*)} N

€ dt=dv - v=-e

d_ttzz—gh} = [ &(- dh=-¢é = [e'- dt=—¢

(*) Ie’t-dt:{

N (=)x=[2t(— —é)_j_ g .2 td}:=[— ¢ e‘t+2jt- gt dt]:=[—t2e't+2|];=F(X) ()

|:jt.e‘t dt = {e‘t dltj:;V: C\llu:_(it_t} = k t(— é)—j— e .dt:—t.e“+je-t -dt =

=-t-e' -e'=-e"'(t+1)=1 = Sustituyerdo el valor de | en (**) :

)=t e -2e" 41y =[P v a2y =- (¢ + 2+ 3-[e?(6+ 2.0+ 2=

2
_X +2X+2: F(X)

=— (X + x+ J+e® (=2 =
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OPCION B

1°) Dadas las recta&XT_l:LZ:E y s=X*2_y_2-2

= , Se pide:
3 1 2 1

a ) Hallar la ecuacién del plamague contiene ary es paralela a s.
b ) Determinar la distancia entre las rectas r y s.

c ) Estudiar si la recta t paralela a r y que pasa por O corta a la recta s.

a)

El planon tiene como vectores directores a los vectores directores de las rec
que sonv, =(2 3 1) y v, =(2 1, 1). Considerando, por ejemplo, el punto P(1, 2, 0)
perteneciente a la recta r, la ecuacion generalagela siguiente:

x-1 y-2 z

”(R v, V_;)E 2 3 1= 0 8% I+ 2y 2+ 22— 62— (x-)-Ay-2)=0 ;;
2 1 1

Iéx— :)— 4z=0 ;; x-1-2z=0

T=X—-22-1=0

b)
La distancia entre las rectas r y s es la misma que existe entre larectasy el ¢
7, 0 Sea, la distancia que existe entre cualquier punto de sy

Un punto de s e§(- 2, 0, 2).
La distancia del punt®,(x,, y,) al plano genéricar= Ax+ By+Cz+D =0 viene

Ax + By, +Cz + D
dada por la formulad(p,, 77):| il Bt |
J A+ B2 +C?

Aplicando la formula al plan@ = x- 2z-1=0 y al puntoQ(- 2, 0, 2):

| 1(- 2+ 0.0-2-2-1 |[-2+0-4-1] 7 75
\/12+02 +(_2)2 J1+0+4 J5 S

unidades= d(s, 7)

ds m)=dQ. 7)

c)
La ecuacion de la recta t, paralela a r y que pasa por O, tiene por ecuaciones

tinuas, por ejemplo, las siguienteszgzizf.



Para comprobar si las rectas s y t se cortan, en primer lugar, las expresamao:
unas ecuaciones implicitas:

X+2 'y z-2 X+2=2y _[x=-2y+2=0
X+ 2=272-4 X—22+6=0

X_ Yy _ z 3X=2y 3Xx-2y=0
X=2z Xx—2z2=0

Las rectas se cortan si el sistema formados par las ecuaciones que detern
ambas rectas es compatible determinado.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -2 0 1 -2 0 2
1 0 -2 1 0 -26
M = y M'= .
3 -2 0 3-2 00
1 0 -2 1 0 -20

El rango de M es igual o mayor de 2 por

1 -2 .
sler 0 =2#0. Veamos si su rango

es 3, teniendo en cuenta quel:

1 -2 0 110
{F,F,FE}=1]1 0 -2/=4-/1 0 1|= 4-(3-1)=8#0 = RangoM =3
3-2 0 310

Segun el Teorema de Rouché-Froébenius, para que un sistema sea compatibls
terminado es necesario que las matrices de coeficientes y ampliada tengan el m
rango; es decir, que el rango de M’ tiene que ser tres, para lo cual es necesario q
anule su determinante:

1-2 0 2 1 -2 0 2 L -2 o
1 0 -26 0 0 0 6
M| = 3-2 0 0 = {F,-F} = 3-2 0 o°813°20 = 6-(4+12)=
1 0 -2
1 0 -20 1 0 -20

6-16=96#0 = RangoM'=4

Las rectas s y t no se cortan (como no son paralelas, se cruzan).
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2°) Si la derivada de f(x) es(x)=(x-1)* (x-5), obtener:
a ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b ) Los valores de x en los cuales f tiene maximos relativos, minimos relativos o pur
de inflexion.

¢ ) La funcion f sabiendo que f(0) = 0.

a)
Una funcién es creciente o decreciente segun que su derivada sea positiva o r
tiva, respectivamente.

f()=(x-2(x-9=0= x =1;; x, =5.

Por ser f(x) una funcién polinébmica su dominio es R.

Las raices que anulan la primera derivada dividen el dominio de f en tres inter
los alternativos de crecimiento y decrecimiento, por lo cual, basta con estudiar |
cualquiera de ellos, por ejemplo el intervéeo, 1). Considerando el valor mas senci-
llo, x = 0:

= 0> f(P=(06 ¥(0 9=-1-(-5=5>0 = Creciente

Crecimient : (-0, )0 (5, +w)

Decrecimiato : (1, 5)

b)
Sabiendo que las condiciones de maximo relativo, minimo relativo, respecti
mente, son:

. _ f 0 . . f'(x)=0 f(x)=0
Méaximo relativo = ;7 Minimo relativo = POl = .
f(x)<0 f(x)>0 f'(x)20
No obstante lo anterior, en algunos casos sucede que para x = a se anulan la
rivadas segunda, tercera y asi sucesivamente.

En estos casos se debe seguir derivando la funcién hasta hallar una derivade
no se anule en ese punto. Si el orden de esa derivada es par y ademas f'(a) = 0, I
cion tiene un extremo relativo; si es impar, la funcion tiene un punto de inflexion pare
valor x = a.

(k= Bx B (e B F=(x F[8x g+ (x- = (x- 9" (K-15+x-1)=



=(x= Y(&-19=ax-17"(x-4)= f"(x)

f ()= 41- J°(1-4)=0 = En principio no hay maximo ni minimo relativo para x = 1.

f ()5 @5 )( 5 ¥= 4-16.1=64>0 = Minimo relativo para x=5

f'(x)=0= Ax-P(x-4=0= x=1;; x,=4

F(h B foe e o )= e X e 3 (o = 4o d(oe-8ex-1)
= 4 Y3- 9=12x-Dx-9)= 170

fV(x)= 1fx- Br(x- = 10%- 4= 24x- J=24(x-2)= " (x)
f (1= 141- (1 4)=0

fV()l=141- 9=-1220 = Por ser #'( ¥ deorden par = Méaximo relativo para x=1

Se entiende que es un maximo relativo por varias razones: una es que una fur
polindbmica que tiene dos extremos relativos no puede tener dos maximos o dos n

mos; otra razén para asegurar que es un maximo se deduce de los periodos de
miento y decrecimiento.

f (= 244- =4820 = Puntode inf lexién para x=4

c)
(e % A( % B=( k= &+ 3¢ J(x )= ¥ - 3¢+ 3 - x= 5¢ +15¢ ~15x+5=

=¥ - & +18¢ - 16x+5= f'(x)

X 8x'  18x° 16x?
— . A — —_ . - - —_ =
()(-j f( X d);j(x 8¢ + 18¢ 16x+5) dx s a4t 3 5 +5x+C

5
:%— 2% + 6 - 8% +5x+ C= f(X)

5
Teniendo en cuenta que f(0) =0, la funciénf(aé:% - 2x* + 6x° — 8x* +5xX.
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2x-y=A

3°) Dado el sistemaix-2y=4, se pide:

X-y=2

a ) Discutir el sistema segun los valores del parametro

b ) Resolver el sistema cuando sea posible.

a)

b)

2 -1 2 -1 A
Las matrices de coeficientes y ampliadasoajA -2| y M'=|A -2 4],
3 -1 3 -1 2
2 —_
El rango de M es dosMOR, por ser‘ 3 0.
El rango de M’ en funcién dees el siguiente:
2 -1 2
IM'[=[A =2 4[=-821-12+61+8+21=-1*+ 8- 120 ;; * - 81 +12=0.
3 -1 2

_ 8:/64-48 _ 81@2814:

2 2 2

A

412 = A, =2 ;; A, =6.

A#2
Para {/1 4 6} = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Sistemalncompatile

A=2
Para {/1 B 6} = Rango M=Rango M'=2 = SistemaCompatible Determinado

2X-y=2
Parak = 2 el sistema es2x- 2y =4.
X-y=2

De las ecuaciones primera y tercera se deduce la solucion: x =0,y = - 2.

2X-y=6

. . 2X-y=6 .,
Paral = 6 el sistema es6x-2y=4, equivalente {3 y o cuya solucion es la
X—y=
3X-y=2



siguiente:

= X=—-4 ;;y= X- 2=-12-2=-14=y

—2X+y=-6
X-y=2
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, Se pide:

S I

a l
4°) Dada la matria=|1 a
11

a ) Estudiar el rango de la matriz A segun los valores del parametro a.

b ) Obtener la matriz inversa de A para a = -1.

a)
111
|Al=|1 a 1|=a’+1+1-a-1-a=a - 2a+1=(a-1)°=0 = a=1
11 a
Paraa =1 el rango de A es 2 y para a distinto de uno el rango es 3.
b)
-11 1
Paraa=-1llamatrizes=| 1 -1 1 |, cuya matriz inversa es la siguiente:
1 1 -1
-1 1 1 -1 1 1
|Al=| 1 -1 1|=(-1-2°=4=|A;; A=A=| 1 -1 1
1 1 -1 1 1 -1
‘—1 1‘ _‘1 1 ‘1 —1‘
1 -1 1 -1 |1 1 0 2 2 011
- 1 1] |-1 1 -11 . : .
Adj (AT)=| - - =202 = |20 i=A
1 -1 |1 -1 1 1 s 2 0 L1 g
11 |-11 |-1 1 2 2
-11 1 1 |1 -1
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