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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. 
 

OPCIÓN A 
 

1º) Se consideran las rectas 
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de la recta t que pasa por el punto P(0, 1, -2) y corta a las rectas r y s. 
 

---------- 
 
 En primer lugar determinamos un punto y un vector director de cada una de las 
rectas: 
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 En segundo lugar determinamos los vectores BPyAP : 
 
 ( ) ( ) ( ) APAPAP =−−−=−−=−= 5,1,13,2,12,1,0  
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( ) ( ) ( ) BPBPBP =−=−−−−=−= 1,1,21,0,22,1,0  

 
 A continuación vamos a determinar los planos 21 ππ y  del siguiente modo: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ;;01521;;0

511

101

21

,;1 =−+−+−−=
−−−
−
+−

≡ yxzy

zyx

APuPπ  

 
( ) ( ) 086;;0266;;0216 1 =++−≡=−−−+−=+−−+− zyxzyxzyx π . 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;02312;;0122212 =+−−+−=−−−+−+−−+− zyxyxzzyx  

 
0732;;06312 2 =++−≡=−−−+− zyxzyx π . 

 
 La recta t pedida es la que determinan los planos 21 ππ y : 
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2º) El sistema BXA =· , donde 


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según sea la matriz B. 
 
a ) Determinar, si existen, el valor o valores de α para los que el sistema es compatible 
determinado (independientemente del valor de B). 
 

b ) Si α = 4 y 


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0

, determinar, si existen, el valor o valores de b para los que el sis-

tema es incompatible. 
 

c ) Si α = 4 y 
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cB , determinar, si existen, el valor o valores de c para los que el sis-

tema es compatible indeterminado. Resolver el sistema. 
 

---------- 
a )  

Según el teorema de Rouché-Fröbenius, para que el sistema sea compatible de-
terminado es condición necesaria que el determinante de la matriz de coeficientes sea 
distinta de cero. 
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b )  

Para α = 4 y 
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 las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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El rango de A es 2 y el rango de A’ en función de b es el siguiente: 
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{ } 044
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leIncompatibARangoARangobPara ⇒==⇒−≠ 3';;2
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c )  

Para α = 4 y 
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El rango de A es 2 y el rango de A’ en función de c es el siguiente: 
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adoerInCompatibleARangoARangocPara mindet2'4 ⇒==⇒=  

 

 El sistema resulta 

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 Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la tercera, resulta 


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cuyas soluciones son las siguientes: 
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3º) Obtener el valor de α para que: 4
3
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4º) Hallar:   a ) ( )∫ −=
16

14

8
1 ·15 dxxI     b ) ( ) ( )∫ −−=

11

9

19
2 ·9·10 dxxxI . 

---------- 
 

Debe hacerse constar que no se trata de calcular las superficies sino de calcular 
las integrales definidas, por lo tanto, no es preciso considerar las ordenadas positivas o 
negativas de las funciones a integrar.  
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OPCIÓN B 
 

1º) Dado el sistema de ecuaciones 








=++
=++
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2

zykx

kzkyx

kkzyx

, se pide: 

 
a ) Discutirlo según los valores del parámetro k. 
 
b ) Resolverlo para k = 0. 

---------- 
a ) 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro k es el siguiente: 
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 Resolviendo por Ruffini: 
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    1  0 -3  2 
   1   1  1 -2 
  1  1 -2  0 
   1   1  2  
  1  2  0   
  -2  -2   
  1  0    
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3'09148822
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−
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−

⇒ MRango . 

 
adoerInCompatibleincógnMRangoMRangokPara mindet.º1'1 ⇒<==⇒=  

(con dos grados de libertad, o sea: con dos parámetros) 
 

leIncompatibMRangoMRangokPara ⇒==⇒−= 3';;22  

 
b ) 

 Resolvemos para k = 0; resulta el sistema 







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, que es compatible determi-

nado. Resolviendo por la regla de Cramer: 
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2º) Dada la función ( )
5

2053 2

+
−+=

x

xx
xf , se pide: 

 
a ) Estudiar y obtener las asíntotas. 
 
b ) Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad. 
 
c ) Representar gráficamente la función. 
 

---------- 
a )  
 Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas. 
 
 Horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a infini-
to; son de la forma y = k. 
 

  ( ) .
5

2053 2

tieneNo
x

xx

x

lím
xf

x

lím
ky ⇒∞=

+
−+

∞→
=

∞→
==  

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
 
  505 −=⇒=+ xx . 
 

La recta x = -5 es asíntota vertical. 
 
 Oblicuas: son de la forma nmxy += , siendo: 
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m
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
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n
x

x

x
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+
−−

∞→
= 10

5

2010 . 

 
La asíntota oblicua es y = 3x - 10. 

 
b )  

Una función es cóncava ( )∩  o convexa ( )∪  cuando la segunda derivada es negati-
vo o positiva, respectivamente. 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) =

+
+−−+++=

+
−+−++= 2
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2053255306

5

1·20535·56
'

x

xxxxx

x

xxxx
xf  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s
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
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
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( ) ( )5, −∞−∈⇒∩ xConcavidad  

 
( ) ( )∞+−∈⇒∪ ,5xConvexidad  

 
c )  

Para la representar gráfica de la función tenemos en cuenta que su dominio es el 
conjunto de los número reales, excepto para x = -5. 

 
La función no corta al eje X y al eje Y lo corta en el punto A(0, -4). 
 
Los máximos y mínimos relativos de la función son los siguientes: 
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
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105

2

10210

2

4010

2

1

x

x
. 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Máximof
x
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−

=
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( )55'45,16'8 −−⇒⇒ BrelativoMáximo . 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Mínimof
x

xf ⇒>
+

=
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105''

5

60
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( )45'4,84'1 −−⇒⇒ CrelativoMínimo . 

 
 Con los datos obtenidos se puede hacer la siguiente representación gráfica, apro-
ximada, de la función: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 
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3º) Dadas las rectas 




−=−
−=−+

≡
12

22

yx

zyx
r  y 

2

1

31

1 −=
−

=+≡ zyx
s , se pide: 

 
a ) Dados los puntos A(1, 0, -1) y B(α, 3, -3), determinar el valor de α para que la recta t 
que pasa por los puntos A y B, sea paralela a la recta s. 
 
b ) Hallar la ecuación del plano π que contiene a r y es paralela a s. 
 

---------- 
a )  
 El vector director de la recta t puede ser cualquiera que sea linealmente depen-
diente del vector ( ) ( ) ( )2,3,11,0,13,3, −−=−−−=−== ααABABw . 
 
 Para que la recta t sea paralela a la recta s, sus vectores directores tienen que ser 
linealmente dependientes (paralelos). Siendo ( )2,3,1 −=v  el vector director de s, tiene 
que cumplirse lo siguiente: 
 

2;;21
2

2

3

3

1

1 =−=−⇒
−=

−
=− ααα . 

 
b )  
 Un vector director de la recta r puede ser cualquier vector que sea linealmente 
dependiente del vector que se obtiene al multiplicar vectorialmente los vectores norma-
les de los planos que la determinan, que son ( )1,1,21 −=n  y ( )0,2,12 −=n . 
 

( ) '5,1,25224

021

112' 21 ukjiikkj

kji

nnu =−−−=−−−=−−−−=
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Un vector director de r es ( )5,1,2=u . Un punto de r es A(-1, 0, 0). 
 
La ecuación del plano π que contiene a r y es paralela a s puede determinarse por 

los vectores directores de las rectas y el punto A de r de la siguiente forma: 
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( ) 071717;;07117 =−++=−++ zyxzyx . 

 
017717 =+−+≡ zyxπ  
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4º) Hallar la ecuación del plano π que pasa por el origen de coordenadas y es perpendi-
cular a los planos 1751 =−−≡ zyxπ  y 5322 =++≡ zyxπ . 
 

---------- 
 
 Los vectores normales de los planos dados son ( )7,1,51 −−=n  y ( )1,3,22 =n . 
 
 El vector normal de π es cualquier vector linealmente dependiente al producto 
vectorial de los vectores 1n  y 2n : 
 

 =+−=−+++−−=−−=∧= kjijikkji
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nnn 17192052121514
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( ) n=−= 17,19,20 . 

 
 Teniendo en cuenta que el plano π, por contener al origen, carece de término in-
dependiente, su ecuación general es: 
 

0171920 =+−≡ zyxπ  

 
********** 
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