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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A c
gue se le ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros
cicios de la otra opcion. En cualquier caso, la calificacion se hara sobre lo respondi
una de las dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gréficas.

OPCION A

o ., X2 +2 c
1°) Dada la funC|onf(x):m, se pide:

a ) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
b ) Hallar los puntos de inflexion de la grafica de f(x).
c ) Hallar las asintotas y dibujar la grafica de f(x).

d ) Hallar el &rea del recinto acotado que limitan las gréficas de f(x), el eje de abscis
las rectasy=x+2, x=1.

a)
Una funcion es creciente o decreciente cuando su derivada es positiva 0 nega
respectivamente, en los valores de su dominio, que es R.

f'(X)I 2>(.(x2+])—(x2+2).2)(: 2X-(X2+1—x2—2):_ ox
(Xz +1)2 (X2+1)2 )

Para x<0 = f'(x)>0 = Creciente= (-, 0)

Para x>0 = f'(x)<0 = Decrecierg = (0, +o)

b)
Una funcion tiene un punto de inflexion para los valores de su dominio que at
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lan la segunda derivada, siendo distinta de cero la tercera derivada para los valore
contrados.

()= 2+ - af2(e+d 2 2.(¢+1-8¢ _ 2¢+2-8¢ _ 23 -1)

(x2+1)4 (x2+1)3 (x2+1)3  (xe+af
f“(X):Oﬁgaxz—_;L):Oz 3(2—1:0;;X2:E :>x1:+£ - XZ:—E
(x2+1) 3 3 3

) = e+ - b2- ) ]a(e+q 2x_ 120+ J-12x(3¢-1) _12¢-2¢ +2)

(x2 + 1)6 (x2 + 1)4 (x2 + 1)4

_- 24x!x2 —1!

!xz +1!4
J3 V3

f"(i§)¢0:> P | para X=-3 Y para +=-

Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando X tie
de a infinito; son de la forma y = k.

1 2
y=k = F(x)= lim x*+2

= >— =1 = Asintotahorizontal: y=1
X — 00 X —» 00 X°+1

Asintotas verticales: son los valores de x que anulan el denominador.
x*+1=0;; XJ R= Notiene

Asintotas oblicuas: son de la forrpa mx +n, siendo:

X2 +2
lim  f(x [im 2 lim x?+2 _ i .
m= Q = X+l =0 = Notiene asintotasoblicuas
X500 X Xoo0 X X - 0 X +X

Teniendo en cuenta los datos obtenidos anteriormente y considerando que la
cion corta al eje Y en el punto C(0, 2).



Y 2
Por cumplirse que (- x)=(( X))Z:i = );Zii = f(x), la funcién es simétrica con res-
-X

pecto al eje de ordenadas.
El recorrido de la funcion eg(f) = (1, +).

La representacion grafica, aproximada, es la siguiente:

Xy

d)

El area del recinto limitado por las graficas de f(x), el eje de abscisas y las rec
y=x+2 Yy x=1es laindicada en la figura.

y=X+2 x=1

f(x)

kt __________________________________ i
y=1 /

2 4 R

y=0 1o X

_ 0 OXZ*_Z _ 0 OXZ*'1+1 _ 0 0 1 _

S—L(x+ 2)-dx+_jzx2+1 : dx—_J'(x+ 2)-dx+_J'2 T O L(X+ 2 -dx+_J'(1+ v +1j-dx—

-2

2 0 _o)2
:|:X7+2 )E| +[ x+ arctag X]%) :O—{%+ 2-(— 2):|+(1+ arctag l)—(0+ arctag O):

=—(2- 4)+1+7ZT_ 0-0= 2+1+’ZT=12%T u? 0379 u?
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2°) Dadas las recta&EX:yT_:— ys=2=Y=2 , se pide:

a ) Determinar la ecuacion de la recta perpendicular cominary as.

b ) Calcular la minima distancia entre las rectas ry s.

a)
Para determinar la recta t, perpendicular comdn vamos a seguir el siguiente |
cedimiento, que ademas se ilustra con el grafico adjunto:

1.- Determinamos los puntesOr y BOs: A(0, 1, -4) y B(0, 0, 0).

2.- Hallamos unos vectores directores de las rectas{ 2, 3-3 y v, =(1, 1 4).

3.- Obtenemos un vectow , perpendicular a, y V. :

j
3 -1=1p-j+ K- R+i-8=13-9j-k=> w=(13 -9, -1)
1

4.- Determinamos los planas y 7,, de la forma siguiente:

X y-1 z+4
n(AV,W=l2 3 -1|= 0 % 1By b 182+ ) 3¢z+ §- o+ Ay-1)=0;
13 -9 -1

- x2 (2 )-1 (8% )= 0= %2 & H 5+ 228 0;y;= 1x+ 1+ 5%+217=0




X y z
nz(o;Vs,Vv’)s 1 1 4|= 03 % 5% 9 13+ 3&+y= 0:;7, = 35+ 53y—-227=0
13 -9 -1

La recta pedida t, es la que determinan los planog n, en su interseccion:

. { 1X+ 1Y+ 5%+217=0

35+ 53y-222=0

b)
Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist:
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Pa- ra calcu-
lar la dis- tancia
entre las rectas
vamos as B . determi-
nar un paralele-

pipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y et vector
z=BA=A-B=(0,1- 3-(0,0,0=(0,1, -4).
El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas

la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

wj’,.(j,g}):‘?ﬂﬂ- h:‘VrDVS d = d=@
v, Uv,
2 3 -1
11 o4
vr-(vSDZ)‘_ 01 -4 _ |-81-8+12 _ |-5] _ 5

0J032unid.=d

v, ov,| [18-9-1 [13+(-of+(-2f 16981+l 251
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x+ ky-z=0
3°) Dado el sistema homogéneo de ecuaciones: y+2z=0, se pide:
x-4y+kz=0

a ) Determinar para qué valores del parametro k el sistema tiene soluciones distinte
x=y=z=0.

b ) Resolverlo para el caso de k = 3.
a)

Cualquier sistema de ecuaciones lineales homogéneo es siempre compatible
admitir la solucioén trivial x =y =z = 0.

Aplicando el Teorema de Rouché-Frébenius, considerando que la matriz de ¢
ficientes es la misma que la matriz ampliada, para que el sistema tenga otras soluci
ademas de la trivial, es necesario que sea compatible indeterminado, o sea: el det
nante de la matriz de coeficientes tiene que ser O, (para que el rango sea menor ¢
numero de incognitas).

1 k -1
2 -1 2|=0;-k+ & R— % 8 X*=0;; X*-k-15=0.
1 -4 k
_ H41+4120 #4121 1+11 _ _ 5
k= = = = k=3;; k,=——
4 4 4 F— 2
Parak3 vy lk —g elsistematiene inf initas soluciones
b)
x+3y-z=0
Para k = 3 el sistema resultax- y+2z=0.
X—4y+3z=0

Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la 32, y parametrizando un
las incognitas, por ejemplo Zsresulta:

+3y=A1 +3y=A
X+ 3y } X+ 3y A=y

= 7y=44 y=ﬂﬂ ' x=/1-3y=/1-1—2/1=—
X—4y=-31| —x+4y =34 7 7

-5)
A 0OAOR

X
Solucion < y=4
z=A
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4°) Dadas las matrices= (1 1} el =[1 Oj, se pide:
1 -2 01

a ) Hallar dos constantes ay b, tales @tiea-A+b -1 .

b ) Sin calcular explicitamente®*A A%, y utilizando sélo la expresién anterior, obtener
la matriz A.

=g A+b.| 11 1 1 a 11 ‘b 10
= . . f— . = . . ”
1 -2)\1 -2 1 -2 01

+1 1-2 a a N b O 2 -1 a+b a a=-1
= " = =
1-2 1+4 a —-2a O b -1 5 a -2a+b at+tb=2= b=3

a)

b)
oo oeoac(?2 (2 N (1 1) (41 -2-5) (1 1)_
- -1 5)(-1 5)\1 -2) (-25 1+25) (1 -2/

(5 -7 (1 1) 57 5+14) (-2 19)_
-7 26) \1 -2) |\-m26 -7-52) |19 -59)
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OPCION B

\/7<Lx

1°) Dada la funcién:f(x)=4 2x S| X>O, donde Lx significa logaritmo neperiano de
x+k, 9 x<0
X, se pide:

a ) Determinar el valor de k para que la funcion sea continua en R.
b ) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

c ) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion en el punto de
cisa x = 1.

a)
La funcion f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 0, que es du
sa su continuidad. Para que la funcidén sea continua para x = 0 tiene que cumplirse

los limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la fun
en ese punto:

[im [im
M=, g g
Para x=0 = r If = k=0
im im
f(x)= x+k)=k
lim = [im [im
p) M VX x 0 () e im L dim V)00
X -0 2X 1 X—»OZX X—»Oi i 0
Lx — 00
1
lim 2 lim 2
= L'Hopital = 2—&=—£- (LX) -1 (LX) =-2 = Indet =
x-0_5.1 2 x-0 VJx 2 x-0 1 0
X X Jx
(Lx)*
2L X 1
[im Ty [im [im
— L'Hopital = -~ X =2 L—)l(— Xl L indet =
2 Xx-0 1 -— X-0 = X -0 1 00
— X2 2 —
2 Jx
1
[im v lim [im
— L'Hopital = 2- — X __=-4. %:—4- Jx=-4.0=0
x-0 1 -2 X->0 - X0 -
_E_XZ X2

La funcién es continua en R para k = 0.



b)
\/;Lx

La funcion resulta sef(x)={ o« * S *70.

X , 9 x<0
Teniendo en cuenta que parax =0es f(x) =0,y que L1 =0:

La funcién pasa por el origen de coordenadas y por el punto A(1, 0).

c)
\/?(Lx

2X

es A(1, 0). La pendiente es el valor de la derivada en ese punto:

Para x = 1 la funcién es(x)= y f(1) = 0, por lo que el punto de tangencia

1
y:f(x)=\/7(|'x:> Ly=< Lx+ L(Lx)—xLZ;;l:i+i—L2=i+ L 12
2" 2 y 2x Lx 2X xLx

. Lx+2—2xL2Lx_\/_xLx Lx+2—2xL2Lx_\/_x Lx+2-2xL2Lx _ ,
y=t(x)=y- = = = '(x)
2xLx 2 2xLx 2 2x

N1 LE 2210201

6 2 21.L20_ 1 2 1_
2 2.1 m

1 59112012 1
2 2 2 2 2

m= f'(1)

La ecuacion de una recta que pasa por un punto y conocida la pendiente es |
guiente: y- y = m{x-x,).

y—0=% -(x—]) ;o 2y=x-1

Larecta tan gentepara x=1 est=x-2y—-1=0
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X+ ay-z=a
2°) Dado el sistema de ecuacionesx+2z=-2 , se pide:

X+z=-2

a ) Discutirlo segun los valores del parametro
b ) Resolverlo en el caso de= 0.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 a -1 1 a -1 a
M=la 0 2|y M=la 0 2 -2|.
1 0 1 1 0 1 -2

El rango de M en funcion dees el siguiente:

az0
Para {ai 2} = Rango M= Rango M'= 3= rP inc6g = Compatible Determinado

Ahora vamos a estudiar el rango de M’ para los valores que anulan el determir
te de M:

1 0 -10 1 -1 0
Paraa=0= M'=|0 0 2 -2| equivaler# aefectosdelrangoa M'={0 2 -2
10 1 -2 1 1 -2
1 -1 0
IM'[=|0 2 -2|=-4+2+2=0 = RangoM'=2
1 1 -2

Paraa=0 = RangoM= RangoM'=2< rP incog = Compatible Indeterminado

1 2 -1 2
Paraa=2= M'=|2 0 2 -2| = RangoM' =
10 1 -2



12 2
={Cc,C,,C}=|2 0 -2|=-4+8=-420 = RangoM'=3
10 -2

Para a=2 = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatilte

b)
x-z2=0
Resolvemos para el caso de= 0. El sistema resulta seez=-2 , cuyas solu-
X+z=-2

ciones sonx=1, z=-1.

x=1
Solucion s y=41 0OAOR
z=-1
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- +z=3 .
3°) Dadas las rectags x=Y_1=2*1 y s= Xz , Se pide:
2 -1 2X-y=2

a ) Hallar la ecuacion del plamadeterminado por las rectasry s.

b ) Hallar la distancia desde el punto A(O, 1, -1) a la recta s.

a)
Para que las rectas r y s determinen al plaee necesario que se corten o que
sean paralelas; para determinarlo obtenemos los vectores directores de las rectas.

Un vector director de r puede ser=(1, 2, -1).

Para encontrar un vector director de s consideramos que puede serlo el prod
vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, goe=§aro, 1)

y n,=(2-10):

i j ok
v, =n0On, =1 0 1|=2j-k+i=i+2j-k=(12-1)=v, =v, .
2 -1 0

Las rectas r y s son paralelas.

Para determinar el planotenemos en cuenta que sus vectores directores pued
ser los siguientes: uno de ellos el vector director de las rectas y el otro cualquier ve

w que tenga su origen en un punto de una de las rectas y su extremo en un punto
otra recta. Un punto de r es A(O, 1, -1) y un punto de s es B(0, -2, 3).

‘w=AB=B-A=(0- 2 3-(0 1-3=(0 -3 4).
Considerando uno de los puntos de las rectas, por ejemplo, A(O, 1, -1):

X y-1 z+1
H(A' v, W)E 1 2 -1|= 0;;8& (E’z+ )1— 3- (1y— :L: 0;; 5% 4y+ 4-3x-3=0
0 -3 4

JT= 5x— 4y-3Z+1=0

b)
La distancia de un punto P a una recta r viene dada por la siguiente form

‘_, , siendo Q un punto de la recta ﬁyun vector director de larectar.
vl



Aplicando la formula a la recta s y al punto A(O, 1, -1) y conociendo el vector c
rector de s, que eg =(1 2 -1) y un punto de s, que es B(0, -2, 3).

“w=AB=B-A=(0- 2 3-(0,1-9=(0, -3 4)

ik
|0 -3 4

oA 9= ABOV. | [[1 2 -1 [3+4j+% -8 |-5+4j+3K| (-5 +42+3" _
V.| Jre2e(-p Jiral V6 NG

ZJ@Z%:E:EWM@; dA 9
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4°) Sear el plano que contiene a los puntos P(1, 0, 0), Q(0, 2, 0) y R(0, 0, 3), se pide:

a ) Hallar el volumen del tetraedro determinado por el origen de coordenadas y los |
tosP, QyR.

b ) Calcular las coordenadas del punto simétrico del origen de coordenadas respect
planox.

El volumen del tetraedro es, en valor absoluto, un sexto del volumen del parals
pipedo cuyas dimensiones determinan los tres vectores

Los vectores que determinan los cuatro puntos son los siguientes:

—_—

u=0P=(100);; v=0Q=(0,20);; w=0R=(0, 0, 3)

El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores
determinan sus dimensiones:

VOPQR:%H_Lj (V DW)”:% :% -|6|:1u3 =Vorar

o O B
o N O
w O O

b)
El planor que contiene a los puntos P, Q y R puede determinarse por cualqui
de los puntos y dos de los vectores que determinan.

@ =P0=0Q-P=(020-(200=(-1 2 0).
B=PR=R-P=(003(100=(-10,3).
x-1 vy z

n(P; a, ,73')5 -1 2 0|= 0;; bx- J+ 2+ = 0= 7= 6x+ 3y+22-6=0.
-1 0 3

Un vector normal al plana es: n =(6, 3, 2).

X =64
La recta r que pasa por el punto O y es perpendicular alplkesio =1 y =34
z=2A

El punto M, interseccién del plano con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:



JT= 6x+ 3y+22-6=0

X =64 6
= 38+ A+ U-6=0;,4N=6;, A=—
r=<y=31 49

z=21

<
—
4>|w
©lo
-l>||—\
©|o
blr—\
©lN
~

.6 _36
49" 49
6 18 36 18 12
71 y=3—=—; > —_— —, —
49" 49 49’ 49’ 49
O .6 _12

49 49

Para que M’ sea el punto simétrico de M

M'(x, y, z) con respecto &, tiene que cumplirse que:

r
MB=0M = 0-M=M-0 :{ 0.0.9-(% % .5)=(xv.2-(000);
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