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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. Todas las respuestas debe-
rán estar debidamente justificadas. 
 

OPCIÓN A 
 

1º) a ) Calcular los límites: ( )14

2
+−++∞→ xex

lím
 y ( )14

2
+−+−∞→ xex
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. 

 

b ) Calcular la integral: ∫ +
=

1

0
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·
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x

x
I . 

 
c ) Hallar el dominio de definición de la función ( ) 1492 +−= xxxf . Hallar el conjunto 
de puntos en los que la función f tiene derivada. 
 

---------- 
a )  
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c )  

( ) 1492 +−= xxxf  está definida para los valores de x tales que 01492 ≥+− xx . 
 

7;;2
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±=±=−±==+− xxxxx . 

 
La función ( ) 1492 +−= xxxg  es una parábola convexa ( )∪  cuyos puntos de corte 

con los ejes son A(2, 0) y B(7, 0), teniendo como ordenadas positivas o nulas al conjun-
to de valores que determinan el dominio de definición de f(x), que es el siguiente: 
 

( ) ( ] [ )∞+∪∞−⇒ ,72,fD  

 

La derivada de ( ) 1492 +−= xxxf  es la siguiente: ( )
149·2

92
'

2 +−
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x
xf . 

 
Los valores en que está definida ( )xf '  son el conjunto de valores de la función 

( ) 1492 +−= xxxg  tales que ( ) 0>xg , que son los siguientes: 
 

( ) ( ) ( )∞+∪∞−∈+−= ,72,1492 xparaderivableesxxxf  
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2º) Dados los planos 01321 =−++≡ zyxπ , 01322 =−−+≡ zyxπ  y la recta r de ecuaciones 

continuas 
2

2
1

2

1 +=+=−≡ z
y

x
r , se pide: 

 
a ) El punto o puntos de r que equidistan de π1 y π2. 
 
b ) El volumen del tetraedro que π1 forma con los planos coordenados XY, XZ e YZ. 
 
c ) La proyección ortogonal de r sobre el plano π2. 
 

---------- 

a )  La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es 
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de r tiene la expresión general: ( )λλλ 22,1,21 +−+−+P . 
 
 La distancia del punto ( )0000 ,, zyxP  al plano genérico 0=+++≡ DCzByAxπ  vie-

ne dada por la fórmula: ( )
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 Por definición del problema tiene que cumplirse que ( ) ( )21 ,, ππ PdPd = : 
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b )  

Los puntos de corte con los ejes coordenados del plano 01321 =−++≡ zyxπ  son 
los siguientes: 
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Sabiendo que el volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los 

vectores que lo determinan; en este caso son 
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c )  
 Existen diversos procedimientos para hallar la proyección ortogonal de una recta 
sobre un plano; uno de ellos es el siguiente: hallamos dos puntos de la recta y por ellos 
hallamos las rectas perpendiculares al plano; estas rectas cortan al plano en un punto 
cada una de ellas; la recta que pasa por los puntos de corte es la proyección pedida. 
 

 Dos puntos de 
2

2
1

2

1 +=+=−≡ z
y

x
r  son A(1, -1, -2) y B(3, 0, 0). 

 
 El vector normal del plano 01322 =−−+≡ zyxπ  es ( )3,1,2 −=n . 
 

 Las rectas perpendiculares al plano 2π  por los puntos A y B son 
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 Los puntos de corte de las rectas sA y sB con el plano π2 son los siguientes: 
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 Los puntos A’ y B’ determinan el vector 
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 Un vector director de la recta pedida s es cualquiera que sea linealmente depen-

diente del vector 
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 Considerando un punto de s, por ejemplo 
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unas ecuaciones continuas de la recta s es la siguiente: 
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 Otra forma de obtener la recta s es la siguiente: determinamos un plano α que 
contenga a r y sea perpendicular al plano π2; la intersección de los planos α y π2 deter-
minan la recta pedida s. 
 
 El plano α tiene como vectores directores al vector normal de π2 y al vector direc-
tor de r, que son ( )3,1,2 −=n  y ( )2,1,2=rv , respectivamente. 
 
 Considerando el punto de r, P(1, -1, -2), la expresión general del plano α es la si-

guiente: ( ) ;;0
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;011015;;0141322221612 =+−−=+−−++−+++−− yxyxzzyx  

 
( ) 0320221;;0121 =−−≡⇒=−−−=+−− yxyxyx α . 
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Expresada por unas ecuaciones continuas es: 
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 Otra forma de resolver el problema es la siguiente: hallando el haz de planos que 
contienen a la recta r; haciendo que su vector normal sea perpendicular al vector normal 
del plano π2 obtenemos un plano β; la intersección de los planos π2 y β determinan a la 
recta s pedida. 
 

 La expresión de la recta 
2

2
1

2

1 +=+=−≡ z
y

x
r  por unas ecuaciones implícitas es la 

siguiente: 
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 El haz de planos que contienen a r es ( ) 0332 =−−+−−≡ zxyx λγ , que también 
puede expresarse de la forma ( ) ( ) 03321 =+−−−+≡ λλλγ zyx , cuyo vector normal es el 

siguiente: ( )λλγ −−+= ,2,1v . 

 
 El vector normal de 01322 =−−+≡ zyxπ  es ( )3,1,22 −=n . 
 
 ( ) ( ) 0;;05;;03222;;03,1,2·,2,12 ===+−+=−−−+⇒⊥ λλλλλλγ nv . 

 
 El plano del haz γ que es perpendicular a π2 es el siguiente: 032 =−−≡ yxβ . 
 

 La recta pedida es 
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 Nótese que, aunque las expresiones son diferentes, se trata de la misma recta. 
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3º) Calcular el rango de la matriz 



















+
−

−
−

=

aa

a

a
A

02

02

11

231

 según los valores del parámetro α. 

 
---------- 

 

 
( )

{ }⇒+→⇒



















+−−
−−
−

−

⇒
















+−→
−→
+→

⇒



















+
−

−
−

= 322

144

133

122

43630

460

240

231

2

2

02

02

11

231

FFF

aa

a

a

FaFF

FFF

FFF

aa

a

a
A  

 

{ } ( ) ⇒








++→
+→

⇒



















+−−
−−
−
−

⇒−→⇒



















+−−
−−

−
−

⇒
244

233
22

1
2 63

6

43630

460

110

231

43630

460

220

231

FaFF

FFF

aa

a
FF

aa

a
 

 

{ } RaARango

a

FF
a

∈∀=⇒



















−−
−
−
−

⇒↔⇒



















−
−−

−
−

⇒ ,3

200

200

110

231

200

200

110

231

43 . 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

4º) Dada la matriz 
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M , se pide: 

 
a ) Calcular el determinante de la matriz M. 
 
b ) Hallar la matriz M2. 
 
c ) Hallar la matriz M25. 

---------- 
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c )  

( ) 251212212·1225 ··· MMMIMIMMMM ====== + . 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dado el punto P(0, 1, 1) y las rectas 
11

1

2

1

−
=+=−≡ zyx

r  y 




=
=

≡
0

0

y

x
s , se pide: 

 
a ) Determinar las coordenadas del punto simétrico de P respecto a r. 
 
b ) Determinar la recta que pasa por el punto P, tiene dirección perpendicular a la recta r 
y corta a la recta s. 

---------- 
a )  
 Un vector director de r es ( )1,1,2 −=v . 

 
 La expresión de r por unas ecuaciones pa-

ramétricas es 








−=
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+=
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kz

ky
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r 1

21

. 

 
 El plano 'π , perpendicular a r por P(0, 1, 1), 
es el que tiene como vector normal a v  y  contie-
ne al punto P: 
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02' =−+≡⇒ zyxπ . 

 
 Con objeto de clarificar la situación, la expresamos en la figura adjunta de forma 
aproximada. 
 
 El punto N de intersección de la recta r con el plano 'π  es el siguiente: 
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 Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto a r, tiene que cumplirse que: 
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b )  

 El haz de planos α perpendiculares a la recta 
11

1

2

1

−
=+=−≡ zyx

r  tiene como vec-

tor normal al vector director de r, que es ( )1,1,2 −=v . La expresión general de α es la 
siguiente: 02 =+−+≡ Dzyxα . 
 
 De los infinitos planos del haz 02 =+−+≡ Dzyxα , el plano μ que contiene al 
punto P(0, 1, 1) es el que satisface su ecuación: 
 

 ( ) 020;;011
1,1,0

02
=−+≡⇒==+−⇒
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zyxDD
P

Dzyx
µ

α
. 

 
 El punto Q de corte de la recta s con el plano μ es la solución del sistema que 
forman: 
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 La recta t pedida es la que pasa por los puntos P(0, 1, 1) y Q(0, 0, 0), cuya expre-

sión dada por unas ecuaciones paramétricas es R

z
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x

t ∈∀
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2º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 








=+
=++−

=+

2

23 0
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, se pide: 

 
a ) Discutirlo en función del valor del parámetro k. 
 
b ) Resolver el sistema para k = 1. 
 
c ) Resolver el sistema para k = 2. 

---------- 
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro k es el siguiente: 
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b )  

Resolvemos para k = 1. El sistema resulta 
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terminado. Resolvemos: 
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 De las ecuaciones primera y tercera se deduce que x = 0 e y = 1. 

 
Sustituyendo en la segunda: .1;;010 −==++− zz  

 
{ }1;;1;;0: −=== zyxSolución  

 
c )  

Resolvemos para k = 2. El sistema resulta 
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ma 




=+
=++−

42

024

yx

zyx
 que es compatible determinado. 

 

 zyxzxy
yx

zyx
=−=−−=−=−==⇒





=+
=++−

λλλλλ 1016281624;;24;;
42

024
. 

 

R

z

y

x

Solución ∈∀








−=
=

−=
λ

λ
λ

λ
,

1016

24

:  

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

3º) Dada la función ( )
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0
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0
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x
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xsie

xf

x

, hallar el valor de k para que f sea continua 

en x = 0. Justificar la respuesta. 
---------- 

 
Para que la función f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los lími-

tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la función en ese 
punto: 
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 Teniendo que ser ( ) ( ) ( )0
00
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x
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x
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=

→
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La función f(x) es continua para x = 0 para el valor de k = 0. 
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4º) a ) Hallar el área del recinto limitado por la gráfica de ( ) xsenxf −=  y el eje OX entre 
las abscisas x = 0 y x = 2π. 
 
b ) Hallar el volumen del sólido de revolución que se obtiene al hacer girar la gráfica de 

( ) xsenxf −=  alrededor del eje OX entre loas abscisas x = 0 y x = 2π. 
 

---------- 
a ) 

 
 La gráfica de la función ( ) xsenxf −=  es la de la figura, de la cual se deduce el 
área pedida, que es la siguiente: 
 

 [ ] [ ] ( ) ( ) =−+−=+=−+−= ∫∫ ππππ
ππ

π

ππ

cos2coscos0coscoscos·· 20
20

xxdxxsendxxsenS  

 
( ) ( ) Su ==−−+−−= 241111 . 

 
b ) 
 Sabiendo que el volumen de un cuerpo de revolución engendrado al girar la curva 
f(x) alrededor del eje de abscisas limitado por x = a y x = b viene dado por la expresión 

integral ( )[ ]∫=
b

a

dxxfV ·2π , el volumen pedido es el siguiente: 

( ) ( ) =−=−==−= ∫∫∫∫
ππππ

ππππ
000

2
2

0

2 2cos1·
2

2cos1
·2··2· xdx

x
dxxsendxxsenV  

 

VIIdxxdx =+=+= ∫∫ 21

00

·2cos
ππ

ππ .     (*) 

 

[ ] ( ) 1
32

0

0

1 0 IuxdxI ==−=== ∫ ππππ π
π

. 

 

[ ] ===⇒








=→=
=→=

=
=

⇒= ∫∫
π

ππ ππππ
π 0

0

2
2
1

0

2 ·
2

·cos
200

22
·2cos tsendttI

tx

tx

dtdx

tx
dxxI  

 

0 0 
2π 

π 
π 

π/2 

S 

3π/2 

2π 3π/2 
π/2 π/6 π/3 

-1 

y = -sen x 1 
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( ) ( ) 000·
2

04·
2

=−=−= πππ
sensen . 

 
 Sustituyendo los valores de I1 e I2 en la expresión (*): 
 

32 uV π=  

 
********** 
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