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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. Todas las respuestas debe-
rán estar debidamente justificadas. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Dadas la función ( )




>−+−
≤+

=
3104

33
2 xsixx

xsiAx
xf , se pide: 

 
a ) Hallar el valor de A para que f(x) sea continua. ¿Es derivable para ese valor de A? 
 
b ) Hallar los puntos en los que f’(x) = 0. 
 
c ) Hallar el máximo absoluto y el mínimo absoluto de f(x) en el intervalo [4, 8]. 
 

---------- 
a ) 

La función f(x) es continua en R, excepto para x = 3, cuya continuidad vamos a 
conseguir hallando el correspondiente valor de A. 
 

Para que la función sea continua para x = 3 tiene que cumplirse que los límites 
por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la función en ese 
punto: 
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Para que una función sea derivable en un punto es necesario que sus derivadas la-

terales en ese punto sean iguales. 
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La función no es derivable para x = 3. 

 
b )  

( ) ( ) 505;;02100'
3210

33
' =⇒=−=−⇒=⇒
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= xxxxf
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Para x = 5 la derivada de la función es f’(x) = 0. 

 
c ) 
 ( ) 2129502550455·1045 2 =−=−+−=−+−=f . 
 
  Por ser la parábola 2104 xxy −+−=  cóncava ( )∩  tiene un máximo relativo en el 
punto P(5, 21). 
 

 Teniendo en cuenta que:  
( )

( ) 







=−=−+−=−+−=

=−=−+−=−+−=

1268806480488·1048

2020401640444·1044

2

2

f

f

, los puntos 

máximo y mínimo absolutos en el intervalo [4, 8] son los siguientes: 
 

Máximo absoluto P(5, 21) y mínimo absoluto Q(8, 12). 
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2º) Dado el sistema de ecuaciones lineales ( )
( )







−=−−−
=+++

=++

331
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643

zayxa

zyax

zayx

, se pide: 

a ) Discutir el sistema según los valores de α. 
 
b ) Resolverlo para α = -1. 
 

---------- 
 
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de A en función del parámetro α  es el siguiente: 
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( ) ( ) 3'0306255·37513596759090·3

558

323

659

·3 =⇒≠−=−−−++=
−−

−
−

= ARango . 

 
leIncompatibARangoARangoaPara ⇒==⇒−= 3';;23

5  

 
b )  

Resolvemos para α = -1 en cuyo caso el sistema resulta 
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, que es 

compatible indeterminado. Para resolverlo se desprecia una de las ecuaciones (la terce-
ra) y hacemos λ=z , resultando el sistema: 
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3º) Se dan la recta 
3

2

1

1

2

4 −=
−
−=−≡ zyx

r  y el plano 0722 =−−+≡ zyxπ . Obtener los pun-

tos de la recta cuya distancia al plano es igual a uno. 
 

---------- 
 

 La expresión de r dada por unas ecuaciones paramétricas es 








+=
−=
+=

≡
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 Un punto genérico de r es ( )λλλ 32,1,24 +−+P . 
 

Sabiendo que la distancia del punto ( )0000 ,, zyxP  al plano genérico de ecuación 

0=+++≡ DCzByAxπ  es ( )
222

000
0,

CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π ; aplicándola al punto P y al 

plano 0722 =−−+≡ zyxπ : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

=
++

−−−−++
=

−++

−+−−++
⇒==

414

764148

212

732·2124·2
1,,

222

λλλλλλ
ππ Pdrd  

 









==→=+

−=−=→=−−

⇒=−−=
−−

=
−−

=

3
1

222

3
5

111

;;13332

;;53332

332;;1
3

32

9

32

λλλ

λλλ

λ
λλ

. 

 








 −⇒















−=−=+=

=+=−=

=−=+=

⇒−= 3,
3

8
,

3

2

3
3

15
232

3

8

3

5
11

3

2

3

10
424

3

5
11 P

z

y

x

λ

λ

λ

λ . 

 









⇒















=+=+=

=−=−=

=+=+=

⇒= 3,
3

2
,

3

14

3
3

3
232

3

2

3

1
11

3

14

3

2
424

3

1
22 P

z

y

x

λ

λ

λ

λ . 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

4º) Dadas las rectas 
22

2

2

1

−
=−=−≡ zyx

r  y 




=+
=+

≡
42

4

zx

yx
s , se pide: 

 
a ) Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto A(2, 3, 4) y es paralelo a las rectas 
r y s. 
 
b ) Determinar la ecuación de la recta que pasa por el punto B(4, -1, 2) y es perpendicu-
lar al plano hallado anteriormente. 
 

---------- 
a )  
 La expresión de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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 Un vector de cada una de las rectas r y s son ( )1,1,1 −=rv  y ( )2,1,1 −−=sv . 
 
 La ecuación general del plano π y es paralelo a las rectas r y s es la siguiente: 
 

 ( ) ;;0
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,; =
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vvA srπ  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;042323;;032244322 =−−−+−−=−+−−−−−−−−−− zyxyxzzyx  

 
01123;;082363 =+−+−=+−−++− zyxzyx . 

 
01123 =−+−≡ zyxπ  

 
b )  
 El vector normal del plano 01123 =−+−≡ zyxπ  es ( )2,1,3 −=n . 
 
 La recta t que pasa por B(4, -1, 2) y es perpendicular al plano 01123 =−+−≡ zyxπ  

tiene como vector director a ( )2,1,3 −=n . 
 
 La expresión de t expresada por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
 

2
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OPCIÓN B 
 
1º) Dado el punto P(2, 1, -1), se pide: 
 
a ) Hallar el punto P’ simétrico de P respecto del punto Q(3, 0, 2). 
 
b ) Hallar el punto P’’ simétrico de P respecto de la recta zyxr =−=−≡ 11 . 
 
c ) Hallar el punto P’’’ simétrico de P respecto del plano 3=++≡ zyxπ . 
 

---------- 
a ) 
 El punto P’ simétrico con respecto del punto Q(3, 0, 2) cumple que ⇒= 'QPPQ  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒−−=−−=−−−=−⇒ 2,,33,1,1;;2,0,3,,1,1,22,0,3;;' zyxzyxQPPQ  
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b ) 

Un vector director de r es ( )1,1,1=rv . 

 
 El plano 'π , perpendicular a r por P(2, 1, -1), es el que tiene como vector normal 
a rv  y  contiene al punto P: 
 

 ( ) 02'2;;0112
1,1,2

0'
=−++≡⇒−==+−+⇒
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zyxDD
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Dzyx
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π
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 La expresión de r por unas ecuaciones para-

métricas es 
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 El punto N de intersección de la recta r con el 
plano 'π  es el siguiente: 
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 Con objeto de clarificar la situación, la expresamos en la figura anterior de forma 
aproximada. 
 
 Para que P’’ sea el punto simétrico de P con respecto a r, tiene que cumplirse que: 
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c )  
 Un vector normal al plano 3=++≡ zyxπ  es ( )1,1,1=n . 

 
 La recta s es la que pasa por el punto P y es 
perpendicular al plano π tiene como vector direc-
tor al vector ( )1,1,1=n ; su expresión por unas 
ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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 El punto M, intersección del plano π  con 

la recta s, tiene que satisfacer las ecuaciones de ambos, por lo cual: 
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       Para que P’’’ sea el punto simétrico de P con respecto a π , tiene que cumplirse que: 
 

π

P(2, 1, -1) 

P’’’(x, y, z) 

M

s 
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2º) Dada la función ( ) xsenxxf ·2= , se pide: 
 
a ) Determinar, justificando la respuesta, si la ecuación f(x) = 0 tiene alguna solución en 

el intervalo abierto 






 ππ
,

2
. 

 
b ) Calcular la integral de f en el intervalo [ ]π,0 . 
 
c ) Obtener la ecuación de la recta normal a la gráfica de ( )xfy =  en el punto ( )[ ]ππ fA , . 
Recuérdese que la recta normal es la recta perpendicular a la recta tangente en el punto. 
 

---------- 
a )  
 La función ( ) xsenxxf ·2=  es continua en su dominio, que es R, por lo cual le es 
aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito considerado. 
 
 El teorema de Bolzano dice que “si una función f es continua en un intervalo ce-
rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces existe al 
menos un valor ( )bac ,∈  tal que ( ) 0=cf ”. 
 

Si se aplica el teorema de Bolzano a la función ( ) xsenxxf ·2=  en el intervalo 










4

3
,

2

ππ , perteneciente al intervalo 






 ππ
,

2
 se observa que: 

 

( ) 0
4

1·
42

·
2

222

2 >==






= πππππ senf  

 

( ) 0
0

29

2

2
·

4

9

4

3
·

4

3 222

4
3 <−=









−=







= πππππ senf  

 
Lo anterior significa que: 

 

...,,
2

int0)( jqcervaloelensoluciónunamenosaltienexfecuaciónLa 






= ππ  

 
b )  
 En primer lugar resolvemos la integral indefinida. 
 

⇒








−=→=
=→=

⇒= ∫ xvdvdxxsen

dxxduxu
dxxsenxA

cos·

2
··

2
2  

 
( ) (*)2cos··cos·2cos··2·coscos· 1

222 AAxxdxxxxxdxxxxx =+−=+−=−−−⇒ ∫∫  
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⇒








=→=
=→=

⇒= ∫ xsenvdvdxx

dxduxu
dxxxA

·cos
·cos·1  

 

1cos··· ACxxsenxdxxsenxsenx =++=−⇒ ∫ . 

 
 Sustituyendo en (*) el valor obtenido de A1 en el valor de A, queda: 
 

( ) ACxxsenxxxCxxsenxxxA =+++−=+++−= cos22coscos··2cos· 22 . 

 

 ( ) [ ] =++−== ∫∫
π

ππ

0
2

0

2

0

cos22cos··· xxsenxxxdxxsenxdxxf  

 
( ) ( )=++−−++−= 0cos20·0·20cos0cos22cos 22 sensen πππππ  

 
( ) ( ) ( ) 420201·201·01·20·21· 222 −=−+−+=++−−−++−−= ππππ . 

 

4·· 2

0

2 −=∫ π
π

dxxsenx  

 
c )  
 La pendiente a una función en un punto es el valor de su derivada en ese punto. 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 22 1·0·2cos2'cos··2' ππππππππ −=−+=+==⇒+= senfmxxxsenxxf . 
 
 Las pendientes de rectas normales son inversas y de signo contrario, por lo cual la 

pendiente de la recta normal es 
22

111
'

ππ
=

−
−=−=

m
m . 

 
 ( ) ⇒=== 00·· 22 ππππ senf  Punto de tangencia: A(π, 0). 
 
 La ecuación de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dada 
por la fórmula ( )00 ' xxmyy −=− .  
 

Aplicando la fórmula al caso que nos ocupa: 
 

( ) 0:0;;·
1

0 22
2

=+−≡⇒=−−−=− πππππ
π

yxnNormalxyxy . 
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3º) Sean 3,, Rdycba ∈ , vectores columna. Si ( ) 1,,det −=dba , ( ) 3,,det =dca  y 

( ) 2,,det −=dcb , calcular razonadamente el determinante de las siguientes matrices: 
 
a ) ( )bda ,3,det . 
 
b ) ( )dcba −− ,,det . 
 
c ) ( )dababd +−+ 3,2,3det . 

---------- 
 
 Para la resolución de el presente ejercicio es conveniente recordar las siguientes 
propiedades de los determinantes: 
 
1ª.- Si se multiplican o dividen todos los elementos de una línea de una matriz, su de-
terminante queda multiplicado por dicho número. 
 
2ª.- Si los elementos de una línea de una matriz se descomponen en dos sumandos, su 
determinante es igual a la suma de los dos determinantes obtenidos al considerar por 
separado cada sumando de esa línea, y el resto de las líneas iguales a las del determinan-
te inicial. 
 
3ª.- Si se intercambian dos líneas de una matriz, su determinante cambia de signo. 
 
4ª.- Si una matriz tiene dos líneas paralelas proporcionales, su determinante es nulo. 
 
5ª.- Si una de las líneas de una matriz es combinación de otras líneas paralelas a ella, su 
determinante es nulo. 
 
a )  

( ) ( ) ( ) ( ) .31·3,,det·33,,det,3,det =−−=−=−= dbadbabda  
 

( ) 3,3,det =bda  

b )  
( ) ( ) ( )=−−+−=−− dcbdcadcba ,,det,,det,,det  

 
( ) ( ) ( ) 523,,det,,det −=−+−=+−= dcbdca . 

 
( ) 5,,det −=−− dcba  

 
c )  

( ) ( ) ( )=+−++−=+−+ dababdabaddababd 3,2,3det3,2,det3,2,3det  
 

BA+= . 
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( )=+−= dabadA 3,2,det  

 
( ) ( ) ( ) ( ) =++=+−+= 00,2,det,2,det3,2,det,2,det baddadaadbad  

 
( ) ( ) ( ) Adbabad =−=−=== 21·2,,det·2,,det·2 . 

 
( )=+−= dababB 3,2,3det  

 
( ) ( ) ( ) ( )=++=+−+= dabdabaabbab ,2,3det00,2,3det3,2,3det,2,3det  

 
( ) ( ) ( ) ( ) Bdbadabdab ==−−=−=== 61·6,,det·6,,det·2·3,2,3det . 

 
Sustituyendo los valores de A y B obtenidos: 

 
( ) 4623,2,3det =+−=+−+ dababd  
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4º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 








=+
−=+−

=−

42

8

22

azx

zyax

zx

, se pide: 

a ) Discutir el sistema según los valores de α. 
 
b ) Resolverlo para α = -5. 

---------- 
 
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
 

  
















−−
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201
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201

a

aMy

a

aM . 

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
 

404

02

11

201

−=⇒=−−=−
−

= aa

a

aM . 
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−
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−−
−

=⇒−= MRangoFFMaPara  

 
adoerinCompatibleincógnMRangoMRangoaPara mindetº2'4 ⇒<==⇒−= . 

 
b ) 

 Resolvemos para α = -5 que resulta el sistema 








=−
−=+−−

=−

452

85

22

zx

zyx

zx

, que es compatible 

determinado. Resolviendo por Cramer: 
 

 xx ===
−
−=

−
−−

−
−

−−
−

= 2
1

2
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810
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. 
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5043240440
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 zz ===+−=
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