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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberd escoger una
dos opciones propuestas y responder razonablemente a las cuestiones de la opcio
gida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica, siel
gue no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo sirilodkso.
las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A
a [y X 1 0
1°) Dadas las matrices=|y 0 a|, X=|y|, B=|0|, O=|0|, Se pide:
1 B vy Z 1 0
1
a ) Calcular, B, y para que 2 | sea solucion del sistema A - X = B.
3

b) Sip =y =1. ¢(Qué condicién o condiciones debe curoptiara que el sistema lineal
homogéneo A - X = O sea compatible determinado?

c) Sia=-1,=1yy =0, resuelve el sistema A - X = B.

a)
a [ y) (1 1 a+26+3y=1
A-X=B=|y 0 al|-|2|=(0|= y+3a=0;.
1 B y) (3 1 1+ 28+3y=1

De las ecuaciones primera y tercera se deduce gué Sustituyendo en la se-
gunda ecuaciory. = -3. Sustituyendo en la tercera ecuacién2s-9=1;; g=2.

Solucion:a =1, =3, y=-3.

b)
Parapy =y = 1 tiene que ser compatible determinado el siguiente sistema:
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a 1 1) (x 0 ax+ y+z=0
A-X=0=|1 0 a||y|=|0|= x+az=0;.
111 z 0 1+ y+z=0

Para que el sistema homogéneo resultante sea compatible determinado (solt
trivial) es necesario que la matriz de coeficientes sea inversible, es decir: su determi
te tiene que ser distinto de cero.

=l+g-a’-1=ad=4d1-a=0= a =0 a, =1.

~ ~
B O R
 Q

A - X =0 es compatible determinado tiene que ser

A X= Oes compatibledet emin adoOJaldR-{0, 1}

c)
-11 0 X 1 -x+y=1
Parao =-1,f=1yy=0esA-X=B=| 0 0 -1|-|y|=|0|=  -z=0, CU-
1 1 0 z 1 x+y=1

ya solucion esx=0, y=1, z=0.
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2°) Dado el punto P(1, 0, 1), el plane x+ 5y-6z=1, la rectar E{X:g, se pide:

a ) Calcular el punto P’ simétrico de P respectn.de
b ) Hallar la distanciade P arr.

c ) Calcular el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas O(0, O, |
las intersecciones decon los ejes coordenados OX, QY, OZ.

a)
El vector normal del planoes n =(1, 5, -6).

P(1,0,1) La recta s que pasa por el punto P y es per
pendicular al plana tiene como vector director
al vector normal del plano; su ecuacién dada pol
unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

x=1+A
s=qy=51

P’(X, Y, Z) z=1-6/1
S

El punto M, interseccion del plamocon la
recta s, tiene que satisfacer las ecuaciones de ambos, por lo cual:

JT= X+ 5y-6z2=1
Xx=1+A

s=:y=5/
z=1-64

= (#1)+ BB)- bt @)= 1;;H A+ 251 - 6+361=1;

3 X:1+%:%% 34 15 13
62=6;3M=3;A:§1: =1 :>M( j.

=4 _

L1 31’ 31" 31
Z: -_—=0 5

31 31

Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecteae que cumplirse que:

PM=MP = M-P=P-M ;; [>2 15 131 (16 0=(x y, 2)-[324 12 13}..
31’ 31’ 31 31 31' 31

—34—-3 =37
X=31 =3 — X=31

i 1_5 —1_8 = X—% y—1_5 2—1_3 = y—&:ﬁ y:ﬂ = P 3_7 3_0 —E
3131 31 31’ 31 31 Sl 1 31’ 31" 31)°

—13 - _18 = -5
Z—3 a — £ 31

b)
La distancia d del punto P a la recta r puede determinarse teniendo en cuents



Q(0, 0, 1) es un punto de rw=(0, 0, 1) es un vector director de la recta r.

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemos un grafico aproximado de
situacion.

Teniendo en cuenta que=d ‘V‘ y que
también puede ses:er@D", se deduce que la

distancia esu :@ .
V

El vectorQP en el caso que nos ocupa es:

QP=P-Q=(10)-(0.09=(1 0 0).

i j ok

o 001
d(P r)=‘VDQP‘: 1909 =m=}=1unidad
TR oeeer v |

c)
Los puntos de corte del plance x+ 5y-6z=1 con los ejes de coordenadas se ob-
tienen igualando a cero las variables que no coincidan con el gje:

yfg} = x=1= A@L0,0).

Eje X a{

EjeY - {
7=

o}: 5y=1;; y=1 = B0 %, 0).

EjeZ - { } = -62=1;; z=-1 = C(0, 0, -1).

Los vectores que determinan el tetraedro son:

—_—

OA=(1,0,0), 0B=(0,1,0) y oCc=(0, 0, -1).

El volumen de un tetraedro en funcién de los tres vectores que lo determinar
un sexto del producto mixto de estos vectores.

0
0

QO ul o
1
ol
|
=

1
6

kkkkkkkkkk



39 a ) Seaf: R- R una funcidn dos veces derivable. Sabiendo que el punto de absc
x=-2 es un punto de inflexion de la grafica ¢) y que la rectay=16x+16 es tangen-
te a la grafica def(x) en dicho punto, determindi(-2), f'(-2) y f"(-2).

b ) Determinar el area de la region limitada por la gréafica de la funfidn x* +4x° y
el eje OX.

a)
Por tener un punto de inflexion para x = -2 tiene quef 8er2)=0.

Siendo la rectay=16x+16, cuya pendiente es 16, tangenté(& en el punto de
abscisa x = -2, tiene que cumplirse cfue 2)=16.

Por tener el punto de tangencia abscisa x = -2, y pertenecer a la funcién y .
tangente tiene que cumplirse que:

f(- J=y(- = 16(- 2+ 16=-32+r16=-16 = f(- 2=-16.

b)
La funcion g x) = x* +4x* puede expresarse de la forrga) = x*(x+4).

Los unicos puntos de corte de g(x) con el eje OX son O(0, 0) y A(-4, 0).

Teniendo en cuenta qui- J=(- ¥ + 4{- 9° =1- 4=-3<0, lo que significa que
todas las ordenadas de la superficie a calcular son negativas.

Teniendo en cuenta lo anterior, la superficie pedida es:

S—-_f 43 dx=_f(>(‘+4x3)-dx={§+4_x4£4 :{X_Sm“};4 :{%4—4)4}0:

4 5

= —'1224+ 256=

—1024-1280_ 256 F=S.
5 5
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4°) Calcular justificadamente:

a) fim 1-2 x &+ sen(3x) p) m (5% +2fx-#6)
X0 X2 X oo (X -1(2x-12)
a)
fm 1-2 x é:sen(E}()zl—O—eo+O:1—1:9 = Indet = {L'Hopital} =
X-0 X 0 0 O
fim - : -2-€’+31_-2-1+ :
N 2e+ 3cof3x) _-2-+31_-2-143_0 indet = {L"Hopita) =
X -0 2X 0 0
- /im - é—9-ser(3x):—e°—9-O:—_1:_1
X -0 2 2 2 2
b)

¢im (5x2+2)(x—6) fim (5x2+2_ x—ej_ fim 5x*+2 (im x-6 _

- x>-1 2x-1) X0 x2=1 X 00 2x-1

1_
X — 00 (XZ"ﬂ(ZX‘fD X — 00 5.25_

N o
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OPCION B

a+ L(1- x), si x<0

) _ , (donde L denota logaritmo neperiano), se
X -e*, six=0

1°) Dada la funciénf (x) :{
pide:

a ) Calcular fm f(x) y fim f(x).

X > 0 X - —00
b ) Calcular el valor de, para quef(x) sea continua en todo R.

c ) Estudiar la derivabilidad de f y calcular ', donde sea posible.

a)
‘im /im /im  x2 im
f)=_"" (¢-e")="" X === Indet = {L'Hopital} = 2X 2
m
=2 5 Indet = {L'Hopital} = %:Ezo,

M t6)= ™ [at L= )= a+ Li+co)=atem=+oo.
X — —00 X — —00 =

b)
La funcién f(x) es continua en su dominio, que es R, excepto para el valor x =
gue debemos determinar el valorodgara que lo sea.

Para quef(x) sea continua en x = 0 tiene que cumplirse que los limites por la i
quierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcion en ese punto:

lim (x) _ lim

f O[a— Ld- x]=a-0=a

X - 0 X —
lim lim = 220
= f(x)=x_>o(x2-e )=0=10 (9

(*) Este limite se ha resuelto en el apartado a ).

c)
-1 .
P)=] 1x X0

-X :
x €@ - x (*), six>0

(**) Siendo dX=»%-e*,es d k= 2x & - % -e* = x-e*(2-x).



Noétese que la funcion no es derivable para x = 0 por ser distintas sus derive
por la izquierda y por la derecha:

(). -1
= BT AT}

f0)=0.

f( ¥ es derivableen (-co, Q)1 (0, + o)
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2°) Dado el planai=2x-y=2, y la rectar E{)::lzz— 5 se pide:

a ) Estudiar la posicion relativa de 1ty
b ) Determinar el plano que contiene ar y es perpendicualar a

c ) Determinar la recta que pasa por A(-2, 1, 0), cortaar, y es paralela a

a)
Las dos formas mas usuales del estudio de la posicion relativa de una recta

plano son mediante sus ecuaciones implicitas o por sus vectores normal y director,
pectivamente.

Por ecuaciones implicitas:
2X—-y=2
La rectary el plana determinan el sistema =1

y—2z=2

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema de ecuaciones son las

2 -1 0 2 -1 0 2
guientesM=|{1 0 O |yM'={1 0 0 1|.
0 1 -2 0 1 -22

Segun los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
Rango M = Rango M’ = 3— Secantes. (un punto en comun)

Rango M =2 ;; Rango M’ = 3— Paralelos. (ningun punto en comuan)
Rango M = Rango M’ = 2— Recta contenida en plano. fntos en comuan)

Los rangos de M y M’ son los siguientes:

2 -1 0
2 -1
RangoM = [M|=/1 0 O =—2-‘1 O‘=—2¢o:» RangoM= RangoM '=3.
01 -2

La recta r y el plana son secantes.

Por vectores:

Un vector normal al planmes n =(2, -1, 0).



Para determinar un vector director de r la expresamos por unas ecuaciones
ramétricas:

x=1
x=1 —
r= = Z=A ;;y=2+2A => r=qy=2+21 = vr:(O, 2,1).
y—-2z=2 Bl S o M
z=A
Los vectoresn y v. no son paralelos (sus componentes no son proporcionale

ni tampoco son perpendiculares (su producto escalar es distinto de cero), lo cual imj
que:

La recta r y el plana son secantes.

b)
Existes diversas formas de resolver este apartado; una de ellas es la siguiente

El punto de corte de rwyes la solucion del sistema que forman:

2X—y=2
x=1t = 2y= 2;y= 0;;0 2= 2;,z=-1= P(1 0, -1).
y—-2z=2

El planop pedido tiene como vectores directores & v, y contiene a P; su ex-
presion general es la siguiente:

x-1 vy z+1
ﬂ(P, n, W)E 2 -1 0 |=—(>x )+ bz )- 2y= 0;;- x+ I+ 42+ 4- 2y =0.
O 2 1

L= x+2y—4z-5=0

Otra forma:

El planop pedido, por ser perpendicular diene que tener un vector normal per-
pendicular an =(2, -1, 0); por contener a r, el vector normal giéene que ser perpen-
dicular a'v, =(0, 2, 1). Sabiendo que el producto vectorial de dos vectores es un vec

perpendicular a los dos vectores que se multiplican, un vector diregia@sdeualquie-
ra que sea linealmente dependiente del siguiente producto vectorial:

i ok
nOv, =|2 -1 0|=-i+4-2j = n, =(1 2 -4).
02 1

La expresion general del plano pedido es de la fgfma+ 2y-4z+D =0.



Para determinar el valor de D tenemos en cuenta que el punto P(1, O, -1) de cort:
planorn y la recta r perteneceBapor lo cual tiene que satisfacer su ecuacion:

L= x+2y-4z+D =0

}: 4 2.6 4(-)+D=0;; 4+ 0+4+D=0;; D=-5.
P(1, 0, -1)

L= x+2y-4z-5=0

El planoy paralelo al plan@ y que contiene al punto A(-2, 1, 0) es:

lﬁ(fzle_,é;on} = 2(- - ¥Q=0;-4 ¥Q=0;Q=5= ¢=2x-y+5=0.

El punto H, interseccion de r cores el siguiente:

Y=2x-y+5=0
x=1 5 5
= 2.3(2 2)+50;;2-2-20+5=0;; A== = H|1 7 =|.
r={y=2+24 2 2
z=A

La recta pedida s es la que pasa por los puntos A y H; su vector director es c
quiera que sea linealmente dependiente del vacior

m:H-A:(l 7, gj—(— 2,1 o)=(3, 6, gj = v, =(6,12 5).

La expresion de s por unas ecuaciones parametricas
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-1 -1 a
3°) Dala la matrizA=| -3 2 a |, se pide:
0 a -1
a ) Hallar el valor o valores depara que la matriz A tenga inversa.

b ) Calcular la matriz inversa’Ade A, en el caso de= 2.

a)
Una matriz es inversible cuando su determinante es distinto de cero.
-1 -1 a
|A|=|-3 2 a|=2&+a’+3=5-2a"=0;; azzg:alz—@;;az=@.
0 a -1
Aesinversible Oall R—{—@, @}
2 2
b)
-1 -1 2 -1 -3 0
Parao =2 esA=|-3 2 2 |;|A|=52.2=5-8=-3y A'=|-1 2 2
0 2 -1 2 2 -1

I e I P D

AdjdeAt:—(S Oj ( Oj _ 3]:_3 1 4

2 -1 |2 1 2 2)1"| o, .
-3 0) (-1 0) (-1 -3
2 2 -12) -1 2
e -6 3 -6) (2 -1 2
ar=AUdEA 11 31 4=)1 -1 s
Al 3
-6 2 -5 (2 -2 %

*kkkkkkkkk



4°) Por la compra de cinco cuadernos, dos rotuladores y tres boligrafos se han pa
22 euros. Si se compran dos cuadernos, un rotulador y 6 boligrafos, el coste es c
euros. Se pide:

a ) Expresar, en funcién del precio de un boligrafo, lo que costaria un cuaderno y lo
costaria un rotulador.

b ) Calcular lo que deberiamos pagar si adquirimos 8 cuadernos y 3 rotuladores.

a)
Llamando x, y, z a los precios respectivos de un cuaderno, un rotulador y un b
. oX+ 2y+ 32 =22
grafo, podemos establecer el sistema: :
2x+ y+6z=14

Parametrizando la variable z (precio de un boligrafo), el sistema anterior put

Sx+ 2y=22-3z
a

expresarse de la forma: . Resolviendo por reduccion:
2x+ y=14-6z

— 10x- 4y=—44+62

S5x+ 2y=22-3z
= X=-6+9z ;; = y=26-24z
10x+ 5y= 70-30z —

— k- Yy =-28+12z

El precio de un cuaderno equivale a 9 boligrafos menos 6 euros.

El precio de un rotulador equivale a 26 euros menos 24 boligrafos.

b)
Expresando el valor a pagar en funcion de z (precio de un boligrafo):

(8 6 A+ (326 28)=- 48 72+ 78-722=30

Por la adquisicion de 8 cuadernos y 3 rotuladores deberiamos pagar 30 euros
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