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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 

 

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberá escoger uno de las 

dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opción 

elegida. Para la realización de esta prueba se puede utilizar calculadora científica, 

siempre que no disponga de capacidad de representación gráfica o de cálculo 

simbólico. Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 

 

OPCIÓN A 

 

1º) Dada la función 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2−4
+
𝐿(𝑥+1)

𝑥+1
, donde L denota el logaritmo neperiano, se 

pide: 

 

𝑎) Determinar el dominio de f y sus asíntotas. 

 

𝑏) Calcular la recta tangente a la curva 𝑦 = 𝑓(𝑥) en 𝑥 = 0. 

 

𝑐) Calcular ∫𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥. 

---------- 

𝑎)  

 La función puede expresarse de la forma 𝑓(𝑥) =
𝑥2+𝑥+𝐿(𝑥+1)

(𝑥2−4)(𝑥+1)
. 

 

 (𝑥2 − 4)(𝑥 + 1) = 0 ⇒  𝒙𝟏 = −𝟐, 𝒙𝟐 = −𝟏, 𝒙𝟑 = 𝟐. 

 

 Teniendo en cuenta que no existe el logaritmo de cero ni de números negativos 

y que las funciones racionales no están definidas para los valores que anulan su 

denominador, el domino de la función es el siguiente: 

 

𝐷(𝑓) ⇒ (−1, 2) ∪ (2,+∞). 

 

Asíntotas verticales: son los valores finitos de x perteneciente al dominio de la función  

que anulan su denominador: 

 

𝐴𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙: 𝑥 = 2. 
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Asíntotas horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a 

infinito; son de la forma y = k. 

 

 𝑦 = 𝑘 = lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→∞

𝑥2+𝑥+𝐿(𝑥+1)

(𝑥2−4)(𝑥+1)
=
∞

∞
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡.⇒ {𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} ⇒ 

 

⇒ lim
𝑥→∞

2𝑥+1+2𝑥·𝐿(𝑥+1)+
𝑥2−4

𝑥+1

2𝑥(𝑥+1)+𝑥2−4
= lim
𝑥→∞

(2𝑥+1)(𝑥+1)+2𝑥(𝑥+1)·𝐿(𝑥+1)+𝑥2−4

(2𝑥2+2𝑥+𝑥2−4)(𝑥+1)
=  

 

= lim
𝑥→∞

2𝑥2+2𝑥+𝑥+1+(2𝑥2+2𝑥)·𝐿(𝑥+1)+𝑥2−4

(3𝑥2+2𝑥−4)(𝑥+1)
= lim
𝑥→∞

3𝑥2+3𝑥−3+(2𝑥2+2𝑥)·𝐿(𝑥+1)

3𝑥3+3𝑥2+2𝑥2+2𝑥−4𝑥−4
=  

  

= lim
𝑥→∞

3𝑥2+3𝑥−3+(2𝑥2+2𝑥)·𝐿(𝑥+1)

3𝑥3+5𝑥2−2𝑥−4
= lim
𝑥→∞

3𝑥2+3𝑥−3

3𝑥3+5𝑥2−2𝑥−4
+ lim
𝑥→∞

(2𝑥2+2𝑥)·𝐿(𝑥+1)

3𝑥3+5𝑥2−2𝑥−4
=   

 

= 0 + lim
𝑥→∞

(2𝑥2+2𝑥)·𝐿(𝑥+1)

3𝑥3+5𝑥2−2𝑥−4
= lim
𝑥→∞

(2+
2

𝑥
)·
𝐿(𝑥+1)

𝑥

3+
3

𝑥
−
2

𝑥2
−
4

𝑥3

.     (*) 

 

 Teniendo en cuenta que lim
𝑥→∞

𝐿(𝑥+1)

𝑥
=
∞

∞
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡.⇒ {𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} ⇒ 

 

⇒ lim
𝑥→∞

1

𝑥+1

1
=

1

∞
= 0, sustituyendo en (*): 

 

 lim
𝑥→∞

(2+
2

𝑥
)·
𝐿(𝑥+1)

𝑥

3+
3

𝑥
−
2

𝑥2
−
4

𝑥3

=
0·0

3+0−0−0
=
0

3
= 0. 

 

𝐴𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙: 𝑦 = 0. 

 

 No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 

 

𝑏)  
 La pendiente de la recta tangente a una curva en un punto es el valor de su 

primera derivada en ese punto. 

 

 𝑓′(𝑥) =
1·(𝑥2−4)−𝑥·2𝑥

(𝑥2−4)2
+

1

𝑥+1
·(𝑥+1)−𝐿(𝑥+1)·1

(𝑥+1)2
=
𝑥2−4+2𝑥2

(𝑥2−4)2
+
1−𝐿(𝑥+1)

(𝑥+1)2
. 

 

 𝑚 = 𝑓′(0) =
0−4+0

(0−4)2
+
1−𝐿(0+1)

(0+1)2
=
−4

16
+
1−0

1
= 1 −

1

4
⇒ 𝒎 =

𝟑

𝟒
. 

 

 El punto de tangencia es:  

 

 𝑓(0) =
0

0−4
+
𝐿(0+1)

0+1
= 0 +

0

1
= 0 ⇒ 𝑶(𝟎, 𝟎). 

 

 La ecuación de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la 
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expresión 𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0); aplicándola al punto y pendiente que nos ocupa: 

 

 𝑦 − 0 =
3

4
· (𝑥 − 0);   4𝑦 = 3𝑥  ⇒   𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒: 𝑡 ≡ 3𝑥 − 4𝑦 = 0. 

 

𝑐)  

𝐼 = ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ [
𝑥

𝑥2−4
+
𝐿(𝑥+1)

𝑥+1
] · 𝑑𝑥 = ∫

𝑥

𝑥2−4
𝑑𝑥 + ∫

𝐿(𝑥+1)

𝑥+1
· 𝑑𝑥 = 𝑨 + 𝑩. 

 

 𝐴 = ∫
𝑥

𝑥2−4
𝑑𝑥 ⇒ {

𝑥2 − 4 = 𝑡 → 2𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

𝑥 · 𝑑𝑥 =
1

2
· 𝑑𝑡

} ⇒ ∫
1

𝑡
·
1

2
· 𝑑𝑡 =

1

2
· 𝐿𝑡 = 

 

=
𝟏

𝟐
· 𝑳|𝒙𝟐 − 𝟒|. 

 

𝐵 = ∫
𝐿(𝑥+1)

𝑥+1
· 𝑑𝑥 ⇒ {

𝐿(𝑥 + 1) = 𝑡
1

𝑥+1
· 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

} ⇒ ∫ 𝑡 · 𝑑𝑡 =
𝑡2

2
=
𝟏

𝟐
· 𝑳𝟐|𝒙 + 𝟏|. 

 

Sustituyendo los valores obtenidos de A y B en la expresión de I: 

 

𝐼 = 𝐴 + 𝐵 =
1

2
· 𝐿|𝑥2 − 4| +

1

2
· 𝐿2|𝑥 + 1| + 𝐶. 

 

∫𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥 =
1

2
· [𝐿|𝑥2 − 4| + 𝐿2|𝑥 + 1|] + 𝐶. 

 

********** 
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2º) 𝑎) Discutir, según los valores de m, el sistema {
4𝑥 + 3𝑦 + (𝑚 − 1)𝑧 = 0
𝑥 − 2𝑦 +𝑚𝑧 = 1              
5𝑥 + 𝑚𝑦 + 𝑧 = 1              

: 

𝑏) Resolver el sistema para el caso de 𝑚 = 1. 

 

---------- 

𝑎)  
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

 𝑀 = (
4 3 𝑚 − 1
1 −2 𝑚
5 𝑚 1

) y 𝑀′ = (
4 3 𝑚 − 1
1 −2 𝑚
5 𝑚 1

    
0
1
1
). 

 

 El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑚 es el siguiente: 

 

      |𝑀| = |
4 3 𝑚 − 1
1 −2 𝑚
5 𝑚 1

| = −8 +𝑚(𝑚 − 1) + 15𝑚 + 10(𝑚 − 1) − 4𝑚2 − 3 = 

 

= −11 +𝑚2 −𝑚 + 15𝑚 + 10𝑚 − 10 − 4𝑚2 = −3𝑚2 + 24𝑚 − 21 = 0;  
 

−3(𝑚2 − 8𝑚 + 7) = 0; 𝑚2 − 8𝑚 + 7 = 0;   𝑚 =
8±√64−28

2
=
8±√36

2
=
8±6

2
=  

  

= 4 ± 3 ⇒ 𝒎𝟏 = 𝟏,𝒎𝟐 = 𝟕. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 {
𝑚 ≠ 1
𝑚 ≠ 7

} ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 3 = 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔.⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 1 ⇒ 𝑀′ = (
4 3 0
1 −2 1
5 1 1

    
0
1
1
) ⇒ {𝐶3 = 𝐶4} ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴′ = 𝟐. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 2 < 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔.⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 7 ⇒ 𝑀′ = (
4 3 6
1 −2 7
5 7 1

    
0
1
1
) ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ⇒ {𝐶1, 𝐶2, 𝐶4} ⇒ 

 

⇒ |
4 3 0
1 −2 1
5 7 1

| = −8 + 15 − 28 − 3 = −24 ≠ 0 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴′ = 𝟑. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 7 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

 

𝑏)  
 Resolvemos el sistema para 𝑚 = 1, que es compatible indeterminado.  
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 El sistema resulta: {

4𝑥 + 3𝑦 = 0     
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 1
5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1

. Despreciando la primera ecuación y 

haciendo 𝑥 = 𝜆: 

 

 
−2𝑦 + 𝑧 = 1 − 𝜆
   𝑦 + 𝑧 = 1 − 5𝜆

}   
2𝑦 − 𝑧 = −1 + 𝜆
   𝑦 + 𝑧 = 1 − 5𝜆

} ⇒ 3𝑦 = −4𝜆;   𝑦 = −
4

3
𝜆.  

 

𝑧 = 1 − 5𝜆 − 𝑦 = 1 − 5𝜆 +
4

3
𝜆 = 1 −

11

3
𝜆. 

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 = 𝜆, 𝑦 = −
4

3
𝜆, 𝑧 = 1 −

11

3
𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅.  

 

 o mejor, 

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 = 3𝜆, 𝑦 = −4𝜆, 𝑧 = 1 − 11𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

 

********** 
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3º) 𝑎) Dados los vectores �⃗� = (2, 3, 4), 𝑣 = (−1,−1,−1) y �⃗⃗� = (−1, 𝜆, −5), 
encontrar los valores de λ que hacen que el paralelepípedo P generado por �⃗� , 𝑣  y �⃗⃗�  
tenga volumen 6. 

 

𝑏) Obtener la ecuación de la recta incluida en el plano 𝑧 = 0, con dirección 

perpendicular a 𝑎 = (2,−1, 4) y que pasa por el punto 𝑄(1, 1, 0). 
 

---------- 

𝑎)  
 El volumen de un paralelepípedo es, en valor absoluto, el producto mixto de los 

tres vectores que lo determinan: 

 

 𝑉𝑃 = ‖�⃗� · (𝑣 ∧ �⃗⃗�  )‖ = 6 ⇒  ‖
2 3 4
−1 −1 −1
−1 𝜆 −5

‖ = ‖
2 3 4
1 1 1
1 −𝜆 5

‖ = 6; 

 

|10 − 4𝜆 + 3 − 4 + 2𝜆 − 15| = 6;  |−6 − 2𝜆| = 6;  |−3 − 𝜆| = 3 ⇒ {
−3 − 𝜆 = 3
3 + 𝜆 = 3   

.  

 

−3 − 3 = 𝜆 ⇒ 𝜆1 = −6;  𝜆2 = 0. 

 

𝑏)  
 El plano 𝑧 = 0 tiene como vector normal a �⃗� = (0, 0, 1). 
 

 Si un vector es normal a un plano es perpendicular a todos los vectores directores 

de las infinitas rectas contenidas en ese plano, por lo cual, el vector �⃗�  es perpendicular 

al vector director de la recta r pedida. 

 

 Como los vectores 𝑎 = (2,−1, 4) y �⃗� = (0, 0, 1) son perpendiculares a r, un 

vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto 

vectorial de estos vectores: 

 

 𝑣𝑟
′⃗⃗  ⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘
2 −1 4
0 0 1

| = −𝑖 − 2𝑗 ⇒  𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (1, 2, 0). 

 

 La expresión de r dada, por ejemplo, en forma vectorial es la siguiente: 

 

𝑟 ≡ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 1, 0) + 𝜆(1, 2, 0). 

 

********** 
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4º) Dados el plano 𝜋 ≡ 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0 y la superficie esférica que tiene por 

ecuación (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 2)2 = 9, hallar los planos tangentes a la esfera 

que son paralelos al plano 𝜋. 

---------- 

 

 La ecuación de una esfera de centro 𝑂′(𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) y radio r tiene por expresión: 

 

(𝑥 − 𝑐1)
2 + (𝑦 − 𝑐2)

2 + (𝑧 − 𝑐3)
2 = 𝑟2, por lo que la esfera dada tiene su centro en 

el punto 𝑂′(1, 1, 2) y su radio es 3. 

 

 El haz de planos 𝛽 paralelos a 𝜋 tiene por expresión 𝛽 ≡ 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 𝐷 = 0. 

 

 La distancia del punto 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) al plano 𝛼 ≡ 𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷0 = 0 

viene dada por la fórmula 𝑑(𝑃0, 𝛼) =
|𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶𝑧0+𝐷0|

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
. 

 

 Los planos pedidos, 𝜋1 y 𝜋2, paralelos a 𝜋 y pertenecientes al haz 𝛽, distan tres 

unidades del centro de la esfera. 

 

 Aplicando la fórmula de la distancia del punto 𝑂′(1, 1, 2) al haz 𝛽, sabiendo que 

es de 3 unidades: 

 

        𝑑(𝑂′, 𝜋) = 3 ⇒
|1·1−2·1+2·2+𝐷|

√12+(−2)2+22
= 3;  

|1−2+4+𝐷|

√1+4+4
= 3;  

|3+𝐷|

√9
= 3;  |𝐷 + 3| = 9 ⇒  

 

⇒ 
   𝐷 + 3 = 9
−𝐷 − 3 = 9

}  ⇒ 𝑫𝟏 = 𝟔,𝑫𝟐 = −𝟏𝟐. 

 

 Los planos pedidos son los siguientes: 

 

𝜋1 ≡ 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 6 = 0, 𝜋2 ≡ 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 − 12 = 0. 

 

********** 
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OPCIÓN B 

 

1º) Dados el punto 𝑃(−4, 6, 6), el origen O, y la recta 𝑟 ≡ {
𝑥 = −4 + 4𝜆
𝑦 = 8 + 3𝜆   
𝑧 = −2𝜆        

, se pide: 

 

𝑎) Determinar un punto Q de la recta r, de modo que su proyección 𝑄′ sobre 𝑂𝑃 sea el 

punto medio de este segmento. 

 

𝑏) Determinar la distancia de P a r. 

 

𝑐) ¿Existe algún punto R de la recta r, de modo que los puntos O, P y R estén alineados? 

En caso afirmativo, encontrar el punto (o los puntos) con esa propiedad o, en caso 

negativo, justificar la no existencia. 

 

---------- 

𝑎)  
 El punto medio 𝑄′ del segmento de extremos O y P es 𝑄′(−2, 3, 3). 
 

 Los puntos O y P determinan el vector 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−4, 6, 6). 
 

 Un punto genérico de la recta r es 𝑅(−4 + 4𝜆, 8 + 3𝜆,−2𝜆), que con el punto 

medio 𝑄′(−2, 3, 3) determinan el vector 𝑄′𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−2 + 4𝜆, 5 + 3𝜆,−3 − 2𝜆). 
 

 Para que la proyección de Q sea el punto 𝑄′ es necesario que los vectores 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ y 

𝑄′𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ sean perpendiculares, para lo cual, su producto escalar tiene que ser cero: 

 

 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ · 𝑄′𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ (−4, 6, 6) · (−2 + 4𝜆, 5 + 3𝜆, −3 − 2𝜆) = 0; 
 

8 − 16𝜆 + 30 + 18𝜆 − 18 − 12𝜆 = 0;   20 − 10𝜆 = 0;   2 − 𝜆 = 0 ⇒ 𝝀 = 𝟐. 

 

 {
𝑥 = −4 + 4𝜆
𝑦 = 8 + 3𝜆   
𝑧 = −2𝜆        

}  ⇒  𝜆 = 2 ⇒  𝑄(4, 14,−4). 

 

𝑏)  
La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que 

el área del paralelogramo que forman dos vectores es el módulo de su producto 

vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.  

 

Un punto y un vector de r son 𝐴(−4, 8, 0) 𝑦 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (4, 3, −2). 
 

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [𝑃 − 𝐴] = [(−4, 6, 6) − (−4, 8, 0)] = (0,−2, 6).      
 

 Para una mejor comprensión del proceso se hace un dibujo de la situación. 
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𝑆 = |𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗|

𝑆 = |𝑣𝑟⃗⃗  ⃗| · ℎ
} ⇒ |𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |𝑣𝑟⃗⃗  ⃗| · ℎ ⇒  

 

⇒  ℎ = 𝑑(𝑃, 𝑟) =
|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ ∧𝐴𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ |
. 

 

Aplicando la fórmula al punto P y a la 

recta r: 

 𝑑(𝑃, 𝑟) =
|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ ∧𝐴𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ |
=

‖
𝑖 𝑗 𝑘
4 3 −2
0 −2 6

‖

√42+32+(−2)2
=
|18𝑖−8𝑘−4𝑖−24𝑗|

√16+9+4
=
|14𝑖−24𝑗−8𝑘|

√29
= 

 

=
2·|7𝑖−12𝑗−4𝑘|

√29
=
2·√72+(−12)2+(−4)2

√29
=
2·√49+144+16

√29
= 2 · √

209

29
 𝑢 = 𝑑(𝑃, 𝑟). 

 

𝑐)  

Los puntos O, P y R están alineados cuando los vectores 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ y 𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ sean 

linealmente dependientes, es decir, que sus componentes sean proporcionales. 

 

   𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−4, 6, 6). 
 

   𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [𝑅 − 𝑃] = [(−4 + 4𝜆, 8 + 3𝜆, −2𝜆) − (−4, 6, 6)] = (4𝜆, 2 + 3𝜆,−6 − 2𝜆).  
 

 
4𝜆

−4
=
2+3𝜆

6
=
−6−2𝜆

6
⇒ {

4𝜆

−4
=
2+3𝜆

6
→ −6𝜆 = 2 + 3𝜆 → −9𝜆 = 2 ⇒ 𝝀 = −

𝟐

𝟗
4𝜆

−4
=
−6−2𝜆

6
→ −6𝜆 = −6 − 2𝜆 → 2𝜆 = 3 ⇒ 𝝀 =

𝟐

𝟑

. 

 

𝑁𝑜 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑛𝑖𝑛𝑔ú𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑅 ∈ 𝑟 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑂, 𝑃 𝑦 𝑅 𝑒𝑠𝑡é𝑛 𝑎𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑑𝑜𝑠. 

 

**********  

  

𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

S 

r 

A 

P 

h = d (P, r) 
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2º) Dada la función 𝑓(𝑥) = {
𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥
,   𝑠𝑖 𝑥 < 0

𝑥𝑒𝑥 + 1, 𝑠𝑖𝑥 ≥ 0
, se pide: 

𝑎) Estudiar la continuidad de f. 

 

𝑏) Estudiar la derivabilidad de f y calcular 𝑓′ donde sea posible. 

 

𝑐) Calcular ∫ 𝑓(𝑥)
3

1
· 𝑑𝑥. 

----------  

𝑎)  
 La función f(x) es continua ∀x ∈ 𝑅, excepto para 𝑥 = 0, cuya continuidad se 

estudia a continuación. 

 

 Para que la función sea continua en 𝑥 = 0 es necesario que sus límites laterales 

en ese punto sean iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥
= 1       (∗)         

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
(𝑥𝑒𝑥 + 1) = 1 = 𝑓(0)

} ⇒ 𝑓(𝑥) 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑅. 

 

Aclaración del límite (*). 

 

 lim
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥
=
𝑠𝑒𝑛 0

0
=
0

0
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡.⇒ {𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} ⇒ lim

𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥

1
=
1

1
= 𝟏. 

 

 Una forma geométrica de obtener este límite es la 

siguiente. 

 

 Considerando los triángulos OAD, OCD y el 

sector circular OADO, de la observación de la figura se 

deduce la desigualdad de sus superficies, tal que: 

 

 𝑆𝑂𝐴𝐷 ≤ 𝑆𝑂𝐴𝐷𝑂 ≤ 𝑆𝑂𝐶𝐷, o de otra forma: 

 

 
𝑂𝐷·𝐵𝐴

2
≤
𝑥·𝜋·𝑟2

2·𝜋·𝑟
≤
𝑂𝐷·𝐷𝐶

2
 ⇒ 𝑟 = 1 ⇒  

1·𝐵𝐴

2
≤
𝑥

2
≤
1·𝐷𝐶

2
;   
𝑠𝑒𝑛 𝑥

2
≤
𝑥

2
≤
𝑡𝑔 𝑥

2
. 

 

𝑠𝑒𝑛 𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑔 𝑥.  Dividiendo por sen x: 
𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝑥
≤

𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝑥
≤

𝑡𝑔 𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝑥
;   1 ≤

𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝑥
≤ cos 𝑥. 

 

 Sabiendo que si se invierte el valor de los elementos de una desigualdad se 

obtiene otra desigualdad de sentido contrario: 1 ≥
𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥
≥

1

cos𝑥
. 

 

     Tomando límites cuando 𝑥 → 0: lim
𝑥→0

1 ≤ lim
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥
≤ lim
𝑥→0

1

𝑐𝑜𝑠 𝑥
;   1 ≤ lim

𝑥→0

𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥
≤ 1. 

 

 Lo anterior demuestra que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒔𝒆𝒏 𝒙

𝒙
= 𝟏. 

x 

x 

sen x tg x 

r = 1 

D 

C 

B 

A 

O 
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𝑏)   

La función 𝑓(𝑥) = {
𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥
,   𝑠𝑖 𝑥 < 0

𝑥𝑒𝑥 + 1, 𝑠𝑖𝑥 ≥ 0
, es derivable para cualquier valor real de 

x, excepto para el valor críticos 𝑥 = 0, cuya derivabilidad vamos a estudiar. 

 

 Una función es derivable en un punto cuando es continua en ese punto y, además, 

sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales. 

 

 𝑓′(𝑥) = {
cos𝑥·𝑥−𝑠𝑒𝑛 𝑥·1

𝑥2
, 𝑠𝑖 𝑥 < 0

1 · 𝑒𝑥 + 𝑥 · 𝑒𝑥, 𝑠𝑖 𝑥 > 0
⇒ 𝑓′(𝑥) = {

x·cos 𝑥−𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥2
, 𝑠𝑖 𝑥 < 0

𝑒𝑥(𝑥 + 1), 𝑠𝑖 𝑥 > 0
. 

 

 𝑓′(0−) ⇒ lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

x·cos𝑥−𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥2
=
0·1−0

0
=
0

0
⇒ 𝐼𝑛𝑑.⇒ {𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} ⇒ 

 

⇒ lim
𝑥→0

1·cos𝑥−𝑥·𝑠𝑒𝑛 𝑥−𝑐𝑜𝑠 𝑥

2𝑥
= −

1

2
· lim
𝑥→0

𝑥·𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥
= −

1

2
· lim
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛 𝑥 = −
1

2
· 0 = 𝟎. 

 

 𝑓′(0+) ⇒ lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
[𝑒𝑥(𝑥 + 1)] = 𝑒0(0 + 1) = 1 · 1 = 𝟏. 

 

 𝑓′(0−) ≠ 𝑓′(0+) ⇒ 𝑓(𝑥) 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 𝑥 = 0 . 

 

 𝑓(𝑥) 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 𝑅 − {0} . 

 

𝑓′(𝑥) = {

x·cos 𝑥−𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥2
, 𝑠𝑖 𝑥 < 0

𝑒𝑥(𝑥 + 1), 𝑠𝑖 𝑥 > 0
. 

 

𝑐)  

 ∫ 𝑓(𝑥)
3

1
· 𝑑𝑥 = ∫ (𝑥𝑒𝑥 + 1)

3

1
· 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥 · 𝑒𝑥

3

1
· 𝑑𝑥 + ∫ 𝑑𝑥

3

1
= 𝐴 + 𝐵. 

 

 𝐴 = ∫ 𝑥 · 𝑒𝑥
3

1
· 𝑑𝑥 ⇒ {

𝑢 = 𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥
𝑒𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = 𝑒𝑥

} ⇒ [𝑥 · 𝑒𝑥 − ∫𝑒𝑥 · 𝑑𝑥]1
3 = 

 

= [𝑥 · 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥]1
3 = [𝑒𝑥(𝑥 − 1)]1

3 = [𝑒3(3 − 1)] − [𝑒1(1 − 1)] = 𝟐𝒆𝟑. 

 

𝐵 = ∫ 𝑑𝑥
3

1
= [𝑥]1

3 = 3 − 1 = 𝟐. 

 

Sustituyendo en la integral los valores de A y B obtenidos: 

 

∫ 𝑓(𝑥)
3

1
· 𝑑𝑥 = 2𝑒3 + 2 = 2(𝑒3 + 1). 

 

********** 
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3º) Dadas las matrices 𝐴 = (
0 0 1
0 1 0
1 0 0

), 𝐵 = (
3 0 0
0 3 0
0 0 3

), se pide: 

 

𝑎) Calcular 𝐴15 y 𝐴20. 

 

𝑏) Resolver la ecuación matricial 6𝑋 = 𝐵 − 3𝐴𝑋, donde X es una matriz cuadrada de 

orden 3. 

---------- 

𝑎)  

𝐴2 = 𝐴 · 𝐴 = (
0 0 1
0 1 0
1 0 0

) · (
0 0 1
0 1 0
1 0 0

) = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = 𝐼. 

 

𝐴3 = 𝐴2 · 𝐴 = 𝐼 · 𝐴 = 𝐴. 

 

 En general: 𝐴𝑛 = 𝐼 si n es par y 𝐴𝑛 = 𝐴 si n es impar. 

 

𝐴15 = 𝐼; 𝐴20 = 𝐴. 

 

𝑏)  
6𝑋 = 𝐵 − 3𝐴𝑋;   6𝑋 + 3𝐴𝑋 = 𝐵;  (6𝐼 + 3𝐴) · 𝑋 = 𝐵. 

 

Haciendo 6𝐼 + 3𝐴 = 𝑀: 

 

 𝑀 · 𝑋 = 𝐵;  𝑀−1 · 𝑀 · 𝑋 = 𝑀−1 · 𝐵;   𝐼 · 𝑋 = 𝑀−1 · 𝐵 ⇒  𝑋 = 𝑀−1 · 𝐵. 

 

𝑀 = 6𝐼 + 3𝐴 = 6 · (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) + 3 · (
0 0 1
0 1 0
1 0 0

) =  

 

= (
6 0 0
0 6 0
0 0 6

) + (
0 0 3
0 3 0
3 0 0

) = (
6 0 3
0 9 0
3 0 6

). 

 

 Se obtiene la inversa por la adjunta de la matriz traspuesta: 

 

 |𝑀| = |
6 0 3
0 9 0
3 0 6

| = 324 − 81 = 𝟐𝟒𝟑. 𝑀𝑡 = (
6 0 3
0 9 0
3 0 6

) = 𝑀. 

 

𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝑀𝑇 =

(

  
 

|
9 0
0 6

| − |
0 0
3 6

| |
0 9
3 0

|

− |
0 3
0 6

| |
6 3
3 6

| − |
6 0
3 0

|

|
0 3
9 0

| − |
6 3
0 0

| |
6 0
0 9

| )

  
 
= (

54 0 −27
0 27 0
−27 0 54

). 
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 𝑀−1 =
𝐴𝑑𝑗.  𝑑𝑒 𝐴𝑡

|𝑀|
=

1

243
· (
54 0 −27
0 27 0
−27 0 54

) =
𝟏

𝟗
· (
𝟐 𝟎 −𝟏
𝟎 𝟏 𝟎
−𝟏 𝟎 𝟐

). 

 

 Sustituyendo en la expresión de X: 

 

 𝑋 = 𝑀−1 · 𝐵 =
1

9
· (
2 0 −1
0 1 0
−1 0 2

) · (
3 0 0
0 3 0
0 0 3

) =
1

9
· (
6 0 −3
0 3 0
−3 0 6

). 

 

𝑋 =
1

3
· (
2 0 −1
0 1 0
−1 0 2

). 

 

********** 
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4º) Dadas las matrices 𝐴 = (
1 2 3
0 𝑡 2
3 −1 𝑡

)  𝑒 𝐼 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

), se pide: 

 

𝑎) Hallar el rango de A en función de t. 

 

𝑏) Calcular t para que 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑡𝐼) = 0. 

 

---------- 

𝑎)  

 |𝐴| = |
1 2 3
0 𝑡 2
3 −1 𝑡

| = 𝑡2 + 12 − 9𝑡 + 2 = 𝑡2 − 9𝑡 + 14 = 0; 

 

𝑡 =
9±√81−56

2
=
9±√25

2
=
9±5

2
⇒ 𝑡1 = 2, 𝑡2 = 7. 

 

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 = 3, ∀𝑡 ∈ 𝑅 − {2, 7}. 

 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡 = 2 ⇒ 𝐴 = (
1 2 3
0 2 2
3 −1 2

) ⇒ |
1 2
0 2

| ≠ 0 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 = 𝟐. 

 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡 = 7 ⇒ 𝐴 = (
1 2 3
0 7 2
3 −1 7

) ⇒ |
1 2
0 7

| ≠ 0 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 = 𝟐. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 {
𝑡 = 2
𝑡 = 7

} ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 = 2. 

 

𝑏) Calcular t para que 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑡𝐼) = 0. 

 

 𝐴 − 𝑡𝐼 = (
1 2 3
0 𝑡 2
3 −1 𝑡

) − (
𝑡 0 0
0 𝑡 0
0 0 𝑡

) = (
1 − 𝑡 2 3
0 0 2
3 −1 0

). 

 

 |𝐴 − 𝑡𝐼| = |
1 − 𝑡 2 3
0 0 2
3 −1 0

| = 0;   12 + 2(1 − 𝑡) = 0;   12 + 2 − 2𝑡 = 0; 

 

14 − 2𝑡 = 0;   7 − 𝑡 = 0 ⇒ 𝒕 = 𝟕. 

 

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑡𝐼) = 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡 = 7. 

 

********** 
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