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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberá escoger una de las 
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opción ele-
gida. Para la realización de esta prueba se puede utilizar calculadora científica, siempre 
que no disponga de capacidad de representación gráfica o de cálculo simbólico. Todas 
las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Dada la función ���� = �6 − �� · 	
/�, se pide: 
 
� Determinar su dominio, asíntotas y cortes con los ejes. 
 �� Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relati-
vos. 
 �� Determinar el área de un triángulo que forman los ejes coordenados con la tangente 
a la curva � = ���� en el punto � = 0. 
 

----------  
�  
 La función ���� está definida para cualquier valor real de x: ���� ⇒ �. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacen infinito el valor de la 
función: �� ��	�	 
�í����
� �	����
�	�. 
 
 Asíntotas horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x 
tiende a más infinito o menos infinito. 
 

 lim
→$% ���� = lim
→$%&�6 − �� · 	
/�' = lim
→$% ($
)*+, = %)- = %% ⇒ .�/	�. ⇒ 

 ⇒ 12′4�5��
�6 ⇒ lim
→$% $7$8,·)*+, = �)9- = �% = 0. 

 
 lim
→:% ���� = lim
→:%&�6 − �� · 	
/�' = −∞ · 	% = −∞. 
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2
 �	��
 � = 0 	� 
�í����
 ℎ���=���
� 	� �
 5
��	 �	>
���
 /	� 	?	 @. 

 
 Cortes con el eje X: 
 
 ���� = 0 ⇒ �6 − �� · 	
/� = 0 ⇒ � = 6 ⇒  A�6, 0�. 
 

Cortes con el eje Y: 
 
 � = 0 ⇒ � = ��0� = �6 − 0� · 	C/� = 6 · 	C = 6 · 1 = 6 ⇒  E�0, 6�. 
 ��  

 �F��� = −1 · 	
/� + �6 − �� · 7� 	
/� = 7� 	
/��−3 + 6 − �� = 7� 	
/��3 − ��. 

 �F��� = 7� · 	
/� · �3 − ��. 

 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente: 
 

 �F��� = 7� 	
/��3 − �� = 0 ⇒ � = 3. 

 
 Teniendo en cuenta que el dominio de la función es R, los periodos de creci-
miento y decrecimiento son los siguientes: 
 I�	��J�	��� ⇒ �F��� > 0 ⇒ � ∈ �−∞, 3�. 

 �	��	��J�	��� ⇒ �F��� < 0 ⇒ � ∈ �3, +∞�. 

 
Es condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo (máximo 

o mínimo) que se anule su primera derivada: 
 

 �F��� = 7� 	
/��3 − �� = 0 ⇒ � = 3. 

 
Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 

si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un mínimo relativo 
y, si es negativa, de un máximo relativo. 
 

 �FF��� = 7� · N7� 	
/��3 − �� + 	
/��−1�O = 7� · 7� 	
/��3 − � − 3� = − 7P �	
/�. 

 

 �FF�3� = − 7P · 3 · 	7 = − )� < 0 ⇒ Qá��J� �	�
���� 5
�
 � = 3. 

 
 ��3� = �6 − 3� · 	�/� = 3	 ⇒ Qá��J� �	�
����: I�3, 3	�. 
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��  
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de 
su primera derivada en ese punto: 
 

 J = �F�0� = 7� 	C/��3 − 0� = 	C = 1. 

 
 El punto de tangencia es: ��0� = �6 − 0� · 	C/� = 6 · 1 = 6 ⇒ E�0, 6�. 
 
 La ecuación de la recta punto-pendiente es � − �C = J�� − �C�: 
 
 � − 6 = 1 · �� − 0� = �;   � − � = −6 ⇒ � ≡ 
$( + V( = 1. 

 
 Los puntos de corte con los ejes de la tangente son ��−6, 0� � E�0, 6�. 
 
 La representación gráfica, aproximada, de la situación es la siguiente: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 El área del triángulo es: W = (·(X = �(X = 18. 

 W = 18 ZX. 
 

********** 
  

Y 

W 

� ≡ � = � + 6 

O X 

�����6 − �� · 	
/� 

� = 0 A 
D 

C 

B 
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2º) Dadas las rectas � ≡ [� − 2= − 1 = 0     � + � + = − 4 = 0 y � ≡ 1�2 + ^, 1 − 3^, ^�;  ^ ∈ �6, se 

pide: 
 
� Obtener la recta � que pasa por el punto _�1, 0, 5� y corta perpendicularmente a �.  
 �� Obtener el plano que contiene a la recta � y es paralelo a �. 
 �� Hallar la distancie entre las rectas � y �. 
 

---------- 
�  
 Un vector director de � es cualquiera que sea linealmente dependiente de los 
vectores normales de los planos que la determinan: 
 

 �abbb⃗ = d� ? e1 0 −21 1 1 d = −2? + e + 2� − ? = 2� − 3? + e ⇒  �abbb⃗ = �2, −3, 1�. 

 
 El haz de planos f perpendiculares a � es f ≡ 2� − 3� + = + � = 0. 
 
 De los infinitos planos del haz f, el plano g que contiene al punto _�1, 0, 5� es 
el que satisface su ecuación: 
 

 
f ≡ 2� − 3� + = + � = 0                               _�1, 0, 5�h ⇒ 2 · 1 − 3 · 0 + 5 + � = 0;   2 + 5 + � = 0; 

 7 + � = 0 → � = −7 ⇒  g ≡ 2� − 3� + = − 7 = 0. 
 
 El punto Q, intersección de j con � es: 
 g ≡ 2� − 3� + = − 7 = 0   � ≡ [� − 2= − 1 = 0     � + � + = − 4 = 0k ⇒ 2� − 3� + = = 7          � − 2= = 1     � + � + = = 4k. Resolviendo por Cramer: 

 

 

� = dl $� 77 C $Xm 7 7 d
dX $� 77 C $X7 7 7 d = 7:Xm:7m:�7:(:m:� = mX7m = 3            

� = dX l 77 7 $X7 m 7 d
7m = X:m$7m$7:7($l7m = XX$XX7m = 0

= = dX $� l7 C 77 7 md
7m = l$�$X:7X7m = 7m7m = 1             ⎭⎪⎪

⎪⎬
⎪⎪⎪
⎫

⇒ r�3, 0, 1�. 

 
 Los puntos P y Q determinan el vector:  
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r_bbbbb⃗ = s_ − rt = s�1, 0, 5� − �3, 0, 1�t = �−2, 0, 4�. 
 
Un vector director de � es cualquiera que sea linealmente dependiente de r_bbbbb⃗ , 

por ejemplo: �ubbb⃗ = �1, 0, −2�. 

 La expresión de � por unas ecuaciones paramétricas es: � ≡ v� = 1 + ^  � = 0          = = 5 − 2^. 

 ��  
 El plano j pedido, por contener a �, contiene al punto r�3, 0 1� ∈ � y tiene como 
vector director a �abbb⃗ = �2, −3, 1� y, por ser paralelo a � tiene como vector director al 
vector �wbbb⃗ = �1, −3, 1�. 
 
 La expresión general de j es la siguiente: 
 

 j�r; �abbb⃗ , �wbbb⃗ � ≡ d� − 3 � = − 12 −3 11 −3 1 d = 0; 
 −3�� − 3� + � − 6�= − 1� + 3�= − 1� + 3�� − 3� − 2� = 0;  −� − 3�= − 1� = 0. 
 j ≡ � + 3= − 3 = 0. 

 ��  
 Los vectores directores de las rectas � y � son linealmente independientes por no 
ser proporcionales sus componentes; por otra parte � y � no tienen puntos en común, 
por lo cual se cruzan. 
 
 Para calcular la distancia entre las rectas � y � vamos a determinar un paralele-
pípedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, �abbb⃗  y �wbbb⃗ , y el vec-
tor xbb⃗  que tiene como origen al punto Q de � y extremo el punto _�2, 1, 0� de �. 
 xbb⃗ = _rbbbbb⃗ = sr − _t = s�3, 0, 1� − �2, 1, 0�t = �1, −1, 1�. 
 

Para una mejor comprensión se hace el esquema que se observa. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 

r 

d 

s P h 

Q 

�wbbb⃗  

�abbb⃗  xbb⃗  
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parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base 
por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
 

 y = �abbb⃗ ·  ��wbbb⃗  ×  xbb⃗ � = |�abbb⃗  ×  �wbbb⃗ | · ℎ = |�abbb⃗  ×  �wbbb⃗ | · / ⇒ / = ||}bbbb⃗ · �|~bbbb⃗  × �bb⃗ �|||}bbbb⃗  × |~bbbb⃗ | . 

 

/��, �� = ||}bbbb⃗ · �|~bbbb⃗  × �bb⃗ �|||}bbbb⃗  × |~bbbb⃗ | = �X $� 77 $� 77 $7 7�
d� � �X $� 77 $� 7d = |$($7$�:�:X:�||$��:�$(�:��:��$X�| = |�$7C||$�$��| =   

 = |$X|��$7��:�$��� = X√7:P = X√7C = X√7C7C = √7C� . 

 /��, �� = √7C� Z. 

 
********** 
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3º) 
� Determine, si es posible, los parámetros g � f de modo que se verifique la igual-

dad: g · �3 −45 −1� + f · �1 02 1�X = � 3 −8−2 −5�.  

 �� Determine los posibles valores de λ para que el rango de la matriz A sea 2, donde A = ^ · �2 21 3� + �1 00 1�. 

---------- 
�  

 �1 02 1�X = �1 02 1� · �1 02 1� = �1 04 1�. 

 

 g �3 −45 −1� + f �1 04 1� = � 3 −8−2 −5� ⇒      3g + f = 3       −4g = −85g + 4f = −2 −g + f = −5� ⇒ g = 2, f = −3. 

 ��  

 A = ^ · �2 21 3� + �1 00 1� = �2^ + 1 2^^ 3^ + 1�. 

 
 Para que �
�> A = 2 tiene que ser |A| ≠ 0: 
 

 �2^ + 1 2^^ 3^ + 1� = 0;  �2^ + 1��3^ + 1� − 2^X = 0; 
 6^X + 2^ + 3^ + 1 − 2^X = 0;   4^X + 5^ + 1 = 0;   ^ = $�±√X�$7(� = $�±√P� =  

 = $�±�� ⇒ ^7 = −1, ^X = − 7m. 

 �
�> A = 2, ∀^ ∈ � − �−1, − 7m�. 

 
********** 
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4º) Cierta fundación ha destinado 247.000 euros para la dotación de 115 becas de es-
tudios. El importe de cada beca es de 3.000 euros, si el estudiante cursa grado univer-
sitario; de 2.000 euros, si cursa la fundación profesional y de 1.500 euros, si realiza 
estudios de posgrado. Sabiendo que la fundación ha concedido doble número de becas 
de formación profesional que de posgrado, ¿cuántas becas ha concedido a cada nivel 
de estudios. 

----------  
  
 Sean x, y, z el número de becas concedidas a estudiantes de grado universitario, 
formación profesional y postgrado, respectivamente. 
 

  
3.000� + 2.000� + 1.500= = 247.000                                         � + � + = = 115                                                           � = 2= k  6� + 4� + 3= = 494       � + � + = = 115                 � − 2= = 0 k 

 
 Resolviendo por la regla de Cramer: 

 

� = dmPm m �77� 7 7C 7 $Xd
d( m �7 7 7C 7 $Xd = $P��:�m�$mPm:PXC$7X:�$(:� = 7.X(�$7.m�X77$7� = $X7l$l = 31.  

  

� = d( mPm �7 77� 7C C $Xd
$l = $X·�( mPm7 77��$l = $X·�(PC$mPm�$l = $X·7P($l = 2 · 28 = 56. 

 

= = d( m mPm7 7 77�C 7 C d
$l = $�( mPm7 77��$l = (PC$mPml = 7P(l = 28. 

 W	 ����	/�	��� 31, 56 � 28 �	�
� /	 >�
/�, �. 5���	����
� � 5��>�
/�, �	�5	�.  
 

********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dado el sistema de ecuaciones lineales: v2� + �
 − 1�� − 2= = 
2� + � − 
= = 2              −� + � + = = 1 − 
        , se pide: 


� Discutirlo según los valores del parámetro 
. 
 �� Resolverlo cuando sea posible. 

----------  
�  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 Q = � 2 
 − 1 −22 1 −
−1 1 1 �  � QF = � 2 
 − 1 −22 1 −
−1 1 1     
21 − 
�. 

 

    �
�> Q ⇒ d 2 
 − 1 −22 1 −
−1 1 1 d = 0;  2 − 4 + 
�
 − 1� − 2 + 2
 − 2�
 − 1� = 0; 
 −4 + 
X − 
 + 2
 − 2
 + 2 = 0;  
X − 
 − 2 = 0;   � = 7±√7:�X = 7±√PX = 7±�X ⇒  

 ⇒ 
7 = −1, 
X = 2. 
 _
�
 �
 ≠ −1
 ≠ 2 � ⇒ �
�> Q = �
�> QF = 3 = �º ���ó>. ⇒ W. I. �. 

 

 _
�
 
 = −1 ⇒ QF = � 2 −2 −22 1 1−1 1 1     −122 � ⇒ �
�> QF ⇒ 1I7, IX, I�6 ⇒ 

 

⇒ d 2 −2 −12 1 2−1 1 2 d = 4 − 2 + 4 − 1 − 4 + 8 = 16 − 7 ≠ 0 ⇒ �
�> QF = 3. 

 _
�
 
 = −1 ⇒ �
�> Q = 2;  �
�> QF = 3 ⇒ W���	J
 ����J5
����	. 
 

_
�
 
 = 2 ⇒ QF = � 2 1 −22 1 −2−1 1 1     22−1� ⇒ 1�7 = �X6 ⇒ �
�> QF = 2. 

 
 _
�
 
 = 2 ⇒ �
�> Q = �
�> QF = 2 < �º ���ó>. ⇒ W. I. .. 
 ��  
 Resolvemos en primer lugar para 
 ≠ −1 y 
 ≠ 2 aplicando la regla de Cramer: 
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� = d � �$7 $XX 7 $�7$� 7 7 d
��:7���$X� = �$m:���$7��:X�7$��:��$X��$7���:7���$X� =  

 = �$m:����$X�:7�:m�7$��:����:7���$X� = �$m:�,$X��:�:m$m�:����:7���$X� = �,$��$X���:7���$X� = ����$�$X���:7���$X� =  

 = ����$�$X���:7���$X� = ���$X���:7���:7���$X� = 
. 

 

 � = d X � $XX X $�$7 7$� 7 d
��:7���$X� = m:��$m�7$��$m$X�:X��7$����:7���$X� = ��$m:m�$X�:X�$X����:7���$X� = 

 = $��:m�$m��:7���$X� = $��$X����:7���$X� = $��$X��:7 = X$��:7. 

 

= = d X �$7 �X 7 X$7 7 7$�d
��:7���$X� = X�7$��:X�$X��$7�:�$m$X��$7��7$����:7���$X� =  

 = $m��$7�:��$m:X��$7����:7���$X� = $m�:m:��$m:X���$X�:7���:7���$X� = $�:X��$m�:X��:7���$X� = X��$��:X��:7���$X� =  

 = ��$X��X�$7���:7���$X� = X�$7�:7 .  

  W��Z��ó�:  � = 
, � = X$��:7 , = = X�$7�:7 . 

 

 Resolvemos ahora para 
 = 2. El sistema resulta: v2� + � − 2= = 2 2� + � − 2= = 2 −� + � + = = −1, equiva-

lente al sistema [2� + � − 2= = 2 −� + � + = = −1, que es compatible indeterminado. 

 

 Haciendo = = ^ ⇒ 2� + � = 2 + 2^−� + � = −1 − ^h   2� + � = 2 + 2^� − � = 1 + ^ h ⇒ 3� = 3 + 3^ ⇒ 

 ⇒ � = 1 + ^;   � = � − 1 − ^ = 1 + ^ − 1 − ^ = 0. 
 W��Z��ó�:  � = 1 + ^, � = 0, = = ^, ∀^ ∈ �. 

 
********** 
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2º) Dada la función ���� = � 7�$
   ��  � ≤ 07�:
   ��  � > 0, se pide: 

 
� Estudiar la continuidad de � y determinar sus asíntotas. 
 �� Estudiar la derivabilidad de � y calcular �F��� donde sea posible. 
 �� Calcular . = � ����7$7 · /�. 

---------- 
�  
 La función f(x) es continua ∀x ∈ �, excepto para � = 0, cuya continuidad se 
estudia a continuación. 
 
 Para que la función sea continua en � = 0 es necesario que sus límites laterales 
en ese punto sean iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 lim
→C* ���� = lim
→C 7�$
 = 7� = ��0�lim
→C9 ���� = lim
→C 7�:
 = 7�              � ⇒ lim
→C* ���� = lim
→C9 ���� = ��0�. 
 ���� 	� ������Z
 	� �. 

 
 Asíntotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la fun-
ción cuando x tiende a más o menos infinito. 
 

 � < 0 ⇒ � = e = lim
→$% ���� = lim
→$% 7�$
 = 7% = 0. 

 

 � > 0 ⇒ � = e = lim
→:% ���� = lim
→:% 7�:
 = 7% = 0. 

 2
 �	��
 � = 0 �	?	 @� 	� 
������
 ℎ���=���
� 	� − ∞ � 	� + ∞. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 
 �� ��	�	 
�í����
� �	����
�	�. 

(Los valores que anulan el denominador no pertenecen a la parte de la función) 
 

 No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 
 ��  
 Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se ha estudiado su 
continuidad. 
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 La función ���� es derivable en R, excepto para los valores � = 0 cuya deriva-
bilidad se va a estudiar a continuación. 
 
 Un función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por 
la derecha son iguales. 
 

 �F�0$� ⇒ C·��$
�$7·�$7���$
�� = 7��$
�� ⇒ �F�0$� = 7��$C�� = 7X�. 

 

 �F�0:� ⇒ C·��:
�$7·7��:
�� = $7��:
�� ⇒ �F�0:� = $7��:C�� = $7X�. 

 �F�0$� ≠ �F�0:� ⇒ ���� �� 	� /	���
��	 	� � = 0. 

 2
 �Z���ó� ���� 	� /	���
��	 	� � − 106. 
 
 La función derivada de ���� es la siguiente: 
 

�F��� = � 7��$
��   ��  � ≤ 0$7��:
��   ��  � > 0. 

 ��  . = � ����7$7 /� = � ����C$7 /� + � ����7C · /� = � 7�$
C$7 · /� + � 7�:
7C · /� =  

 = s−2|5 − �|t$7C + s2|5 + �|tC7 = �−25� − �−26� + 26 − 25 = 226 − 225 =  
 = 2 �(X� = 21,44 ≅ 0,36. . = � ����7$7 /� = 21,44 ≅ 0,36. 

 
********** 
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3º) Sea j el plano que contiene a los puntos A�0, 2, 1�, E�1, 0, 1� � I�−1, −2, −1�. 
Calcule el volumen del tetraedro que forma el origen de coordenadas con los puntos de 
intersección de j con cada uno de los ejes coordenados. 
 

---------- 
 

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores: 
 
 AEbbbbb⃗ = sE − At = s�1, 0, 1� − �0, 2, 1�t = �1, −2, 0�. 
 
 AIbbbbb⃗ = sI − At = s�−1, −2, −1� − �0, 2, 1�t = �−1, −4, −2�. 
 

j A; AEbbbbb⃗ , AIbbbbb⃗ ¡ ≡ d � � − 2 = − 11 −2 0−1 −4 −2 d = 0;  
 4� − 4�= − 1� − 2�= − 1� + 2�� − 2� = 0;   4� − 6�= − 1� + 2�� − 2� = 0;  
 2� + �� − 2� − 3�= − 1� = 0 ⇒  j ≡ 2� + � − 3= + 1 = 0. 
 
 Los puntos de corte del plano j ≡ 2� + � − 3= + 1 = 0 con los ejes de 
coordenadas son los siguientes: 
 j ≡ 2� + � − 3= + 1 = 0¢?	 @ → 1� = 0, = = 06 h → 2� + 1 = 0;  � = − 7X  ⇒ A �− 7X , 0, 0�. 

 j ≡ 2� + � − 3= + 1 = 0¢?	 £ → 1� = 0, = = 06 h → � + 1 = 0;  � = −1 ⇒ E�0, −1, 0�.  

 j ≡ 2� + � − 3= + 1 = 0¢?	 ¤ → 1� = 0, � = 06 h → −3= + 1 = 0;  = = 7�  ⇒ I �0, 0, 7��. 

 
 Los puntos A, B y C con el origen forman los vectores que determinan el tetrae-
dro. 
 

 ¥Abbbbb⃗ = �− 7X , 0, 0�.  ¥Ebbbbb⃗ = �0, −1, 0�.  ¥Ibbbbb⃗ = �0, 0, 7��. 

 
 El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores 
que los determinan: 

 y¦§¨© = 7( · ª¥Abbbbb⃗ , ¥Ebbbbb⃗ , ¥Ibbbbb⃗ ª = 7( · «− 7X 0 00 −1 00 0 7�
« = 7( · �− 7X� · �−1� · 7� = 7�(  Z�. 

 
********** 
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4º) Dado el plano j ≡ 3� + 3� + = − 9 = 0, se pide: 
 
� Determinar la ecuación del plano f perpendicular a j que contiene al eje OX. 
 �� Determinar el punto P del plano j más cercano al origen de coordenadas. 
 

---------- 
�  
 Un vector director del plano f pedido es el vector normal de j: �b⃗ = �3, 3, 1�. 
 
 El plano f, por contener al eje OX contiene al punto ¥�0, 0, 0� y tiene como 
vector director a �⃗ = �1, 0, 0�. 
 
 La expresión general del plano f es la siguiente: 
 

 f�¥; �b⃗ , �⃗� ≡ ¬� � =3 3 11 0 0¬ = 0;   � − 3= = 0. 

 f ≡ � − 3= = 0. 

 ��  
 La recta � que pasa por el origen y es perpendicular al plano j tiene la siguiente 

expresión dada por unas ecuaciones paramétricas: � ≡ v� = 3^� = 3^= = ^   . 
 
 El punto P pedido es la intersección del plano j con la recta �: 
 j ≡ 3� + 3� + = − 9 = 0

                        � ≡ v� = 3^� = 3^= = ^   � ⇒ 3 · 3^ + 3 · ^ + ^ − 9 = 0;   9^ + 9^ + ^ = 9;  
 19^ = 9 ⇒ ^ = P7P. _ �Xl7P , Xl7P , P7P�. 

 
********** 
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