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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una d
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
gida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica, siemf
gue no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo simbdlico. Tod
las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A
1°) Dada la funciof (x) = (6 — x) - e*/3, se pide:
a) Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relati
VOS.

c) Determinar el area de un triangulo que forman los ejes coordenados con la tanger
ala curvay = f(x) en el puntox = 0.

a)

La funcionf (x) esta definida para cualquier valor real d®gf) = R.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen infinito el valor de la
funcién:No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma la funciéon cuando x
tiende a mas infinito o menos infinito.
6—x 00

lim f(x) = lim [(6—x) €3] = lim ~F=—= Z = Indet.=
X—>—00 X——00 e co

X——00 ,73

= {L'Hopital} > lim —— = foo—i=0.
x—)—OO_%.e_g e by
. — i _ X3l = —op . o — —
i /00 = i [(6=2) ] = e e” = —on
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Larecta x = 0 es asintota horizontal en la parte negativa del eje X.

Cortes con el gje X:

f)=0=2(6—x)-e*3=0=>x=6 = A(6,0).

Cortescon el eje Y:

x=0=2y=f(0)=(6-0)-e3=6-¢°=6-1=6= B(0,6).

b)
fla)=—1-eP+(6—x) -3 =-e*3(-3+6—x) =-e*3(3 - x).

fle) =2-e**-(3-x).

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente:

fr(x) =§ex/3(3_x) =0>x=3.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcion es R, los periodos de creci
miento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento = f'(x) > 0 = x € (—x,3).

Decrecimiento = f'(x) < 0 = x € (3, +0).

Es condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo (maxim
0 minimo) que se anule su primera derivada:

fl)=;e*(3-x)=0=>x=3,

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo relati\
y, Si es negativa, de un maximo relativo.

y 1 [1 11 1
f (x)=§-[§ex/3(3—x)+ex/3(—1)]=§-§ex/3(3—x—3)=—§xex/3.
f"@3) = —%- 3-el= —g < 0 = Maximo relativo para x = 3.

f(3) = (6 —3) - e3/3 = 3e = Maximo relativo: C(3, 3e).



b)
La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor ©
Su primera derivada en ese punto:

m = f'(0) = §e°/3(3 —0)=e®=1.

El punto de tangencia 6&(0) = (6 —0) - e%3 =6-1 =6 = B(0,6).
La ecuacion de la recta punto-pendientg esy, = m(x — x,):
y—6=1-(x—-0) =x; x—y:—6=>tz_i6+%=1.

Los puntos de corte con los ejes de la tangent®&eh,0) y B(0, 6).

La representacion gréfica, aproximada, de la situacion es la siguiente:

I A.s\
\

x)(6 —x) - ex/3\
\

—

El area del triangulo eS§:= 62—6 = 32—6 = 18.
S = 18 u?.
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x—2z—1=0

[0) = = — .
2°) Dadas las rectas_{x+y+z_4=0 ys={(2+1,1—-341); LER}, se

pide:

a) Obtener la rectaque pasa por el puni(1,0,5) y corta perpendicularmente-a
b) Obtener el plano que contiene a la recyees paralelo a.

c¢) Hallar la distancie entre las rectag s.

a)
Un vector director de es cualquiera que sea linealmente dependiente de los
vectores normales de los planos que la determinan:

I j k
vy=11 0 -2|=-2j+k+2i—j=2i-3j+k=> 7 =(2,-31).
11 1

El haz de planog perpendicularesaesff = 2x —3y+z+ D = 0.

De los infinitos planos del hg, el planoa que contiene al punt®(1,0,5) es
el que satisface su ecuacion:

ﬂEZx—3y+z+D=O} A A
P(1,0,5) =22:-1-3:-0+5+D=0; 24+5+D=0;
7+D=0->D=-7 > a=2x—-3y+z—-7=0.

El punto Q, interseccidn deconr es:

a=2x—3y+z-—-7=0 2x—3y+z=7
- = {x —2z—1=0 } = xX—2z= 1}. Resolviendo por Cramer:

x+y+z—4=0 x+y+z=4
7 -3 1 \
1 0 -2
4 1 1 1+24+14+3 _ 42
x=2 =3 1 = =—=3
1+6+4+3 14
1 0 -2
1 1 1
2 7 1
11 -2 > = 0(3,0,1).
2+4-14-1+16-7 _ 22-22
14 14 14
2 -3 7
1 0 1
7-3-2+12 _ 14
Z—1 1 4'= =—=1 )
14 14 14

Los puntos P y Q determinan el vector:



P —

QP=[P-Q]=1(1,0,5-(3,0,1)]=(-2,0,4).

Un vector director de es cualquiera que sea linealmente dependien@de
por ejemplow; = (1,0, —-2).

x=1+21
La expresion de por unas ecuaciones paramétricag esjy = 0 :
z=5—-21

b)

El planorr pedido, por conteneracontiene al punt@(3,0 1) € r y tiene como
vector director &, = (2,—3,1) y, por ser paralelo satiene como vector director al
vectorv, = (1,-3,1).

La expresion general dees la siguiente:

x—3 y z-—1
Qv v)=| 2 -3 1 |=0;
1 -3 1

—3(x-3)+y—-6(z—-1)+3(z—-1)+3(x—-3)—2y=0; —y—3(z—1) =0.

n=y+3z—3=0.

c)

Los vectores directores de las reetgs son linealmente independientes por no
ser proporcionales sus componentes; por otra parteno tienen puntos en comun,
por lo cual se cruzan.

Para calcular la distancia entre las reetgs vamos a determinar un paralele-
pipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de lasiuggtas,y el vec-
tor w que tiene como origen al punto Qrdg extremo el punt®(2,1,0) des.

w=P0=[Q-P]=[3,01-(210]=(1-11).

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

~

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otr



parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la ba
por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rect

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

[v7- (Vs X W)|
V=_13:' (_13; X W)=|_ﬁ: X _13__;|h=|v_r> X v_s’ld =>d=—"—"F—"70—
[vr X Vg
2 -3 1
d(r S)_Ivr-(vsxw)l_ 1 -1 1ll _  1-6-1-3+3+243] _ [8-10| _
’ |77 % v I j k |-3i+j—6k+3k+3i—-2j| |-j—3k|
2 -3 1
1 -3 1
|-2] 2 2 _ 2J10 _ Y10

T JCD24(=32 Vite vio 10 5

d(r,s) = gu.
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3°) a) Determine, si es posible, los parametrgsf de modo que se verifique la igual-
. (3 —4 1 0y _(3 -8
dadia- (2 1)+, 1) =(5, Z5)

b) Determine los posibles valores Xi@ara que el rango de la matriz A sea 2, donde

a=r G D+

a)
G D=6 GG
3a+ 8 =3
@ Hrp D= Dogerimotmaz2p=-3
—a+f=-5
b)

Azl'(i §)+((1) (1)):(2/1;1 3/12:11)'

Para qukang A = 2 tiene que sgi| # 0:

|2/1+ 1 22
A

—0- —_ 7292 — ()
2 e =0 @+ DB+ -2 =0;
—5+v25-16 _ —5+9 _

61> +21+31+1—-222=0; 41> +51+1=0; 1= - .

—-543 1
= =21, ==1.1, = —=,
8 1 12 4

Rang A =2,VAER — {—1,—%}.
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4°) Cierta fundacion ha destinado 247.000 euros para la dotacion de 115 becas de
tudios. El importe de cada beca es de 3.000 euros, si el estudiante cursa grado univ
sitario; de 2.000 euros, si cursa la fundacion profesional y de 1.500 euros, si realiz
estudios de posgrado. Sabiendo que la fundacién ha concedido doble niumero de be
de formacién profesional que de posgrado, ¢ cuantas becas ha concedido a cada ni
de estudios.

Sean x, y, z el nUmero de becas concedidas a estudiantes de grado universitat
formacion profesional y postgrado, respectivamente.

3.000x + 2.000y + 1.500z = 247.000y 6x + 4y + 3z = 494
x+y+z=115 x+y+z=115
y =2z y—2z=0

Resolviendo por la regla de Cramer:

494 4 3
115 1 1
0 1 =2 —988+345—-494+920 1.265-1.482 —-217
X="¢7 3 = = = = 31.
11 1 —-12+3-6+8 11-18 -7
0 1 -2
6 494 3
1 115 1 2|6 494 ( )
— e —2-(690—494 —-2-196
y=0 0 2l _ 1 1150 _ — =2.28 = 56.
-7 -7 -7 -
6 4 494
1 1 115 |6 494
- 690—494 196
7 = 0 1 ol __11 1151 _ — = 28.
-7 -7 7 7

Se concedieron 31,56 y 28 becas de grado, f.profesional y posgrado, respec.
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OPCION B

2x+(a—1)y—2z=a

1°) Dado el sistema de ecuaciones Iine{&s% y—az =2 , Se pide:
—x+y+z=1-a

a) Discutirlo segun los valores del parametro

b) Resolverlo cuando sea posible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 a—1 -2 2 a-—-1 -2 a
M=<2 1 _a>yMr=(z L a z).

-1 1 1 -1 1 1 1-a
2 a—1 -2
Rang M = | 2 1 —a|l=0;2—-44+a(a—1)—-2+2a—2(a—1) =0;
-1 1 1

_ 1+V1+8 _ 1+V9 _ 143

—4+4+a’°—a+2a—2a+2=0; a*>—-a—-2=0; x . - ==
:>a1=_1,a2=2.
a#—1 L P
Para{aiz}zRangM—RangM =3 =n?%incog.=> S.C.D.

2 =2 -2 -1
Paraa=—1=>M’=<2 1 1 2>=>RangM’=>{Cl,CZ,C3}=>
-1 1 1 2

2 -2 -1
2 1 2
-1 1 2

=4—-24+4-1-4+8=16—-7+ 0= Rang M' = 3.

Paraa = —1 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

2 1 -2 2
Paraa=2=>M’=<2 1 -2 2>=>{F1=F2}=>RangM’=2.
-1 1 1 -1

Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.I.

b)
Resolvemos en primer lugar parg —1y a # 2 aplicando la regla de Cramer:



a a-1 -2
2 1 -a
1-a 1 1| _ a—4+a(a-1?*+2(1-a)+a?-2(a-1) _

(a+D(a-2) (a+1)(a-2)

X =

__a-4+a(a®*-2a+1)+4(1-a)+a® _ a-4+a3-2a*+a+4-4a+a? _ a*-a?-2a _ a(a®*-a-2) _
- (a+1)(a-2) - (a+1)(a-2) "~ (a+1)(a-2) (a+1)(a-2)

__a(a®-a-2) _ a(a-2)(a+1) _
" (a+D(a-2)  (a+D(a-2)

2 a -2
_ _21 1Ea _1a _ 4+a’-4(1-a)-4-2a+2a(1-a) _ a’—4+4a—2a+2a-2a%
Y= T are-n (a+1)(a-2) o (a+1)(a—2) a
_ —a*+4a-4 _ —-(a-2)* _ —(a-2) _2-a
" (a+1)(a-2) (a+1)(a-2)  a+1  a+1’
2 a-1 a
2 1 2
-1 1 1-al _ 2(0-a)+2a-2(a-1)+a-4-2(a-1)(1-a) _
T (a+D(a-2) (a+1)(a-2) o
_ —4(a-1)+3a-4+2(a-1)*> _ -4a+4+3a-4+2(a*-2a+1) _ -a+2a’-4a+2 _ 2a*-5a+2
- (a+1)(a-2) - (a+1)(a-2) T (a+D(a-2)  (a+1)(a-2)

_ (a-2)(2a-1) _ 2a-1
" (a+1D(a-2)  a+1’

L4 Z_a Za_l
Solucion: x =a,y=—,z = .
a+1 a+1

2x+y—2z2=2
Resolvemos ahora pasa= 2. El sistema result{:Zx +y—2z =2, equiva-
—x+y+z=-1

2x+y—2z=2

lente al sistem X+y+z=—1 gue es compatible indeterminado.

Hacienda = 1 = 2x+y=2+2/1} 2x+y =2+22

AR A }=>3x=3+3/1=>
sx=14+4 y=x—1-A=1+1—-1-21=0.

Solucion: x =1+ 1, y=0,z=1, V1 €R.
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1 )
— si x <0

2°) Dada la funcioif (x) = {°7* , se pide:

— si x>0
5+x

a) Estudiar la continuidad déy determinar sus asintotas.

b) Estudiar la derivabilidad deéy calcularf’(x) donde sea posible.

¢) Caleularl = [ f(x) - dx.

a)
La funcién f(x) es continu&x € R, excepto para = 0, cuya continuidad se
estudia a continuacion.

Para que la funcion sea continuaxea 0 es necesario que sus limites laterales
en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

= lim f(x) = lim f(x) = f(0).

. . 1 1
lim f(x) = lim-—=2=f(0)
l x—0~
5

x—=0~
. . 1
A LT

f(x) es continua en R.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la fun-
cion cuando x tiende a mas o menos infinito.

x<0=>y=k= lim f(x) = lim L =1=0).
X——00

x——o00 5—x

x>0=>y=k= lim f(x) = lim L:é=0.

xX—+00 x—+00 5+x

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal en — oo y en + co.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tiends
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

No tiene asintotas verticales.
(Los valores que anulan el denominador no pertenecen a la parte de la funcién)

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontale:

b)

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que S
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se ha estudiado
continuidad.



La funcionf (x) es derivable en R, excepto para los valares0 cuya deriva-
bilidad se va a estudiar a continuacion.

Un funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y pc

la derecha son iguales.

' r— 0:(5-x)-1:(-1) 1 rig-y 11
fr7)= (5-x)2 "~ (5-x)2 = f'(07) = (5-0)2 25

I rn+ 0-(5+x)-1-1 -1 s S |
f (07) = (G+x)2  (5+x)2 = f (07) = (540)2 25"

£'(07) # f(0%) = f(x) no es derivable en x = 0.

La funcién f(x) es derivable en R — {0}.

La funcion derivada dg(x) es la siguiente:

o S xS0

frf =471

(5+x)2

six>0'

c)
— - dx =

= [ F@ e = [ F0d+ [ 700 - dx = [0 55+ [

= [-L|5—x|]°y + [L]5 + x|]} = (=L5) — (—L6) + L6 — L5 = 216 — 2L5 =

- L% = 11,44 = 0,36.
I=[" f(x)dx =L1,44 = 0,36.
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3°) Sear el plano que contiene a los pun#®, 2,1), B(1,0,1) y C(—1,—-2,—1).
Calcule el volumen del tetraedro que forma el origen de coordenadas con los puntos «
interseccion de con cada uno de los ejes coordenados.

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:
AB=[B-A4]=1[(1,01) - (0,2, 1] = (1,-2,0).

AC =[C—-A]l =[(-1,-2,-1) = (0,2,1)] = (—1,—4,-2).
x y—2 z-—1

1 -2 0
-1 -4 —2

T[(A; E,Zﬁ) = =0;

4x —4(z—1)—-2(z—1)+2(y—2)=0; 4x—6(z—1)+2(y—2) =0;
2x+(y—2)-3(z-1)=0>n1=2x+y—3z+1=0.

Los puntos de corte del plano=2x+y—3z+1=0 con los ejes de
coordenadas son los siguientes:

n=2x+y—3z+1=0

1 1
Eje X » {y = 0,z = 0} }—>2x+1—0,x——5 :A(—E,O,O).

n=2x+y—3z+1=0
Eie¥ o {x = 0.2 = 0} }—>y+1—0,y——1 = B(0,—1,0).
n=2x+y—-3z+1=0 . )
EjeZ - {x =0,y = 0} }—>—32+1_0,z—§ =>C(0'0:§)-

Los puntos A, By C con el origen forman los vectores que determinan el tetrae
dro.

04 = (—% 0, 0). 0B = (0,—1,0). OC = (0, 0,%).

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectore
gue los determinan:

-2 0 o0
1 177 ~8 A~ 1 2 1 1 1 1
Voasc ==-|04,08,0C| =2-1 0 -1 (1)=g-(—5)-(—1)-§=£u3.
0 0 =
3
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4°) Dado el plana = 3x + 3y +z—9 = 0, se pide:
a) Determinar la ecuacion del plafgerpendicular @ que contiene al eje OX.

b) Determinar el punto P del planomas cercano al origen de coordenadas.

a)

Un vector director del plan® pedido es el vector normal den = (3,3, 1).

El planog, por contener al eje OX contiene al putt@, 0,0) y tiene como
vector director @ = (1,0, 0).

La expresion general del plafces la siguiente:

X y z
po; n,v) =3 3 1|=0; y—3z=0.
1 0 0
B=y—3z=0.
b)
La rectar que pasa por el origen y es perpendicular al ptatnene la siguiente
x =31
expresion dada por unas ecuaciones paramétriea{y = 3.
z=2A

El punto P pedido es la interseccion del plaramn la rectar:

n=3x+3y+z—-9=0

_x=3/1 >3:31+3-A4+4—-9=0; 94 +91+ 1 =09;
T = y:3/1
z=2

191 =9 = 1 =~
19
27 27 9
P(%.5.2).
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