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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una d
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion

gida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica, siemf
gue no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo simbdlico. Tod
las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A
L(1-x) . <0

1°) Dada la funciogf (x) = { 1= >'* =Y donde L denota el logaritmo neperiano,
x-e *sis=0

se pide:

a) Estudiar la continuidad déy calcular lim f(x).
X—>—00
b) Calcular la recta tangente a la cuva f(x) enx = 2.

c) Calcularf_llf(x) - dx.

a)

La funcion f(x) es continuslx € R — {0}, cuya continuidad vamos a estudiar.

Para quég(x) sea continua en x = 0 es necesario que sus limites laterales sea
iguales e iguales al valor de la funcidén en ese punto.

. T L(1—x)_E:9:
xllr(r)l—f(x)_}cl_% > 110 N
: — 1 oy =0 0 _
Jim, f(x) =lim(x-e™) =7 =7=0=f(0)

xlirgl_ f(x) = xlirggr f(x) = f(0) = f(x) es continua en x = 0.

lim f(x) = lim L(ll_;) =2 = Indet.= {L'Hopital} =
X——00 - o

X—>—00
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Jim @) =0,

b)
La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es el valor de su prime
derivada en ese punto:

Para x = 2 la funcion ¢9x) = x - e ™.
ffx)=1-e*—x-e*=e*1—-x)= 16;:

, 1-2 1
m=f(2)=?=—e—2.

El punto de tangenciae&2) =2-e72 =T (2:—2)

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la ¢
guiente:y — y, = m(x — x,).

y—iz—eiz(x—Z); e’y —2=—x+2.

e2
La ecuacion de la recta tangente pedida es la siguiente:

Recta tangente:t = x + e’y — 4 =0,

c)

1 (0 L(1-x) 1 _

L fO) dx= [ =—-dx+ [ x-e*-dx=A+B. (¥

L(l—x)=—-t _ _

_ (0 La-x) x=0-2t=0 (_ 0 __ .. _

A_f—l 1-x dxﬁ{dt=i-dx x=—1—>t=L2}_fL2 t-dt=
L2 ettt w22 02 122
=fra=3] =t -5=5=a

_ ol x. u=x->du=dx
B= [ x-e dxi{dv:e‘x-dxavz—e‘x}:'

=S [x-(—e™) —[—e*-dxlg=[-xe™*+ [e™ -dx]§ =[-xe™* —e¥]; =

=[-e G+ D =[e*@+ D =0+ -et-2=1-2=22=B.



Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B:

1 1?2  e-2 el?242e—4
f_lf(x)-dx—7+ —=——

eL?242e—4
2e )

[ FG0 - dx =
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2°) a) Despeje X en la ecuacién matrici&l- (CD)"*=A+ X -(D7C! - B),
siendo A, B, C, D matrices cuadradas invertibles. Expresar X de la forma mas simpl
posible.

2 0 -1 1 1 -1
b) Parad = (1 0 1 ) B = (—1 0 1 ) determine Y tal qu¥ - B = A.
2 1 1 1 1 1

a)

Para la realizacién de este apartado es muy importante saber que la inversa c
producto de dos matrices es el producto de las inversas de las matrices cambiandc
orden, es deci(CD)™! = D~1C 1.

X-(CD)'=A+X-D'C*'-B)=A+X-D'C'-X-B=
=A+X-(CD)"'-X-B. Eliminando los sumandos iguales:

X - B = A. Multiplicando los dos términos, por la derecha, por:

X-B-B'=A4-B™% X-1=A-B71.

X=A-B1
b)
Y - B = A. Multiplicando los dos términos, por la derecha, pof:
Y-B-B'=A-BL, Y- 1=4A-B'=>Y=A4-BL
Se obtiene la inversa de B por el método de Gauss-Jordan.
1 1 —-1]1 0 O
F. F, + F
(BII)=<—1 0 10 1 0):{1:2:1:2_1:1}:)
1 1 1lo o 1 3008
1 1 =111 0 O 1 0 =110 -1 O
=><0 1 0|1 1 0>:>{F1—>F1—F2}=><0 1 0|1 1 0):
0O 0 2I1-1 0 1 O 0 2I1I-1 0 1
1 0 -110 -1 0
:>{F3—>§F3}=><0 1 o1 1 0>=>{F1—>F1+F3}=>
0o 0 1l 0 3
1 0 o5 -1 3 (-1 -2 1
=(0 1 of1 1 0 :>B‘1:E-<2 2 0).
00 12 0 1 -1 0 1



Sustituyendo en el valor de Y el valorgie! y operando:

2 0 -1 . -1 -2 1 . -1 -4 1
Y=A-B_1=<1 0 1)-2-<2 2 0>=5'<—2 —2 2).
2 1 1 -1 0 1 -1 -2 3

(-1 41
Y=5-<—2 —2 2).
-1 -2 3
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3°) Dados los planos;, =ax+y—-—z+1=0yn,=x+ay+z—2 =0, deter-
mine, en caso de que existan, el valor o posibles valores del parametma cada
uno de los siguientes supuestos:

a) Quern, y m, sean paralelos. b) Quer, y m, sean perpendiculares.

c) Que la recta interseccion ge y m, sea perpendicular al plafo= x = y.

a)

Teniendo en cuenta sus términos independientes, la condicién necesaria y suf
ciente para que los planas y m, sean paralelos es que sus vectores normales sean
linealmente dependientes, 0 sea, que tengan proporcionales sus componentes.

Los vectores normales de los planos®pe (a,1,—1) yn, = (1,a,1).

a 1 -1
Z=-="=qg=-1.
1 a 1

Los planos m, y m, son paralelos para a = —1.

b)
Para que los planas y m, sean perpendiculares es condicién necesaria y sufi-
ciente que sus vectores normales los sean, o sea, que su producto escalar sea cero:

n—l)_n'_2_>=0 = (alll_l)'(1;a11)=0; a+a_1=0, 2a=1:a=%.

: 1
Los planos m; y m, son perpendiculares para a = s

c)
La recta r interseccion de los pla esr = {ax ty-z+1=0
plamQsy m, esr = x+ay+z—-2=0
Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependien
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan:

ik
mXn,=la 1 —-1l=i—j+ad’k—k+ai—aj=
1 a 1

=(a+1Di—(a+1)j+@@-Dk=((a+1i—(a+1)j+ (a+1)(a-—1)k.
Un vector director der &g = (1,—1,a — 1).

Un vector normal del plan® = x = y esng = (1,-1,0).



Para que la recta r intersecciondey , sea perpendicular al plago= x = y
es necesario que el vector director de la recta y el vector normal del plano sean linec
mente dependientes, 0 sea, que Sus componentes sean proporcionales:
-1 a-1 a-1

l:___:>—:1; a—1=0>=>a=1.
1 -1 0 0

Larectaryelplano f son perpendiculares paraa = 1.

*kkkkkkkkk



4°) Dado el punt® (2,1, —1), determine el punt8’ simétrico de P respecto al plano
que pasa por los puntdg0,2,—1), B(1,-3,0) yC(2,1,1).

Los puntos4(0,2,—1), B(1,—3,0) y C(2,1,1) determinan los vectores:
AB =[B—A]=[(1,-3,0) = (0,2,—-1)] = (1,=5,1).
AC=[C-A]=[(2,1,1) - (0,2,-1)] = (2,-1,2).

La expresion implicita o general de plangue contiene a los puntos A, By C

L x y—2 z+1
es la siguienter(4; AB,AC)=|1 -5 1 |=0;
2 -1 2

—10x+2(y—-2)—(z+1)+10(z+1)+x—-2(y—2) =0;
—9%x+9(z+1)=0;, x+z+1=0=>m=x—-2z—-1=0.
Un vector normal del planmesn = (1,0, —1).

La recta r, perpendicularraque contiene al punt®(2, 1, —1) tiene la siguiente

x=2+A
expresion dada por unas ecuaciones paramétriea%y =1 :
z=-1-21

El punto Q interseccion de ryes el siguiente:

n=x—2z—1=0
x=2+A1

rE{y:l S+ +A+)—1=0;
z=-1-121 r

2+A+141-1=0; 2A+2=0>41=-1.

x=2—-1=1 P’(x’y,
y=1; = Q(1,1,0).
z=-1+1=0

Para que P’ sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:

PG=QP = [Q-P]=[P' - Ql; [(1,1,0) — (2,1,-1)] = [(x,y,2) — (1,1,0)];
(-1,0,1)=(x—1,y—1,2) = P'(0,1,1).
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OPCION B
3x+y+mz=1

1°) Dado el sistema de ecuaciones |ine{IEST y+2z=-2 , Se pide:
S5x+(m+1)y+2z=4

a) Discutirlo segun los valores del parametro m.

b) Resolverlo en el caso de m = 0.

¢) Resolverlo en el caso de m = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 1 m 3 1 m 1
A= (1 -1 2>yA’ = <1 -1 2 —2).
5 m+1 2 5 m+1 2 4

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro m es el siguiente

3 1 m
1 -1 2
5 m+1 2

|A| = =—6+m(m+1)+10+5m—-6(Mm+1)—-2 =

=2+m?’+m+5m—-6m—-6=m?—4=0> my; = -2,m, = 2.

m ¥+ —2

Para{mi 2} = Rang A = Rang A" = 3 = n2%incog.= S.C.D.

3 1 -2 1
Param=-2= A" = (1 -1 2 —2) = Rang A' = {C,,C,,C,} =
5 -1 2 4

3 1 1
1 -1 -2
5 -1 4

= =—-12—-1-10+5-6—-4+0= Rang A' = 3.

Param = —2 = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.

3 1 2 1
ParamzZ:A’=<1 -1 2 —2>=>RangA’=>{F1<—>F2}:>
5 3 2 4

1 -1 2 =2 1 -1 2 =2

F, > F, — 3F.

:><3 1 2 1):{;:;_5;}:(0 4 —4 7>=>{F3:—2F2}=>
5 3 2 4 3 3 1 0 8 -8 14

= Rang A’ = 2.



Param =2 = Rang A = Rang A’ = 2 <n%incbég.= S.C.1I.

b)
3x+y=1
Param = 0 el sistema resultas —y + 2z = —2;, que es compatible determi-
Sx+y+2z=4
nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

1 1 0
-2 -1 2
-2+8-2+4 8
X = 4 1 2 = = — = —2
-4 -4 -4
3 1 0
1 -2 2
y = 5 4 ol _ -l2+10-24-2 28 _
-4 —4 -4 '
3 1 1
1 -1 -2
yols 1 al_ —12+1-10+5+6-4 _ 14 _ 7
—4 —4 -4 2
., 7
Solucion:x = -2,y =7,z = .
c)
3x+y+2z=1

Param = 2 el sistema resultax —y + 2z = —2}, que es compatible indeter-
5x+3y+2z=4
minado. Despreciando una ecuacion (tercera) y hacierda:

3x+y=1-21

1
x—y=—2—2/1} =>4x——1—4/1—>x——z—/1.

7

y=x+2+2/1=—%—/1+2+2/1=z+/1.

Solucién:x = —7—Ay=-+4z=1 VAER.
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2°) Se consideran los punt4€0, 5, 3), B(0,6,4), C(2,4,2) yD(2,3,1) y se pide:

a) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el poligono ABCD es ul
paralelogramo.

b) Calcular el area de dicho paralelogramo.

c) Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccion sobre el plan
ABCD es el punto medio del paralelogramo.

a)
Los puntos A, B, C y D son coplanarios cuando el punto D pertenezca al planc
1t determinado por los puntos A, By C.

Los puntos4(0,5, 3), B(0,6,4), C(2,4,2) determinan los vectores:
AB = [B — A] = [(0,6,4) — (0,5,3)] = (0,1, 1).

AC=[C-4]1=1[(2,4,2)-(0,53)] = (2,—1,—1).

o x y—5 z-3
n(A; AB,AC)=|0 1 1 |=0;
2 -1 -1

—x+2(y—-5)-2(z-3)+x=0; y—-5-2z+3=0=>n=y—-2z—-2=0.

n=y—z—2=0

D(2,3,1) }:3—1—2:0:SL:DE1I.

Los puntos A, B, C y D son coplanarios, como se pedia comprobar.

El poligono ABCD es un paralelogramo cuando se cumplan las siguientes igual
dades de vectoredB = DC y AD = BC. C
B
AB = (0,1,1).

DC=[C-D]=[(242)—(231D]=(0,11). A

S|

=[D—-A4]=1[(2,3,1)—-(0,53)] =(2,-2,-2).

BC=[C—-B]=1[(242) —(0,64)]=(2-2-2).

Como puede observarse, se cumple lo pedifo= DCy AD = BC.

Los puntos A,B,C y D forman un paralelogramo,c.q.c.




b)
El area de un paralelogramo es el médulo del producto vectorial de los dos vec

tores que lo determinan:

- i j ok i j ok
Suscp = |AB X AD| = 1 1f=2-{lo 1 1=
2 -2 -2 1 -1 -1

=2 |—i4+j—k+i|=2-]j—kl=2-/12+(-1D2=2-V1+1 =

ShBCD ::2\ﬂ22i2.

c)

El lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccion sobre el plano ABCD es e
punto medio Q del paralelogramo es la recta r, perpendicular alipléoee es el que
contiene a los puntos dados), que pasa por el centro del paralelogramo.

El punto medio del paralelogramo es el punto medio del segmérftotambién
el punto medio del segmenBd):

e 2 e(133)

Un vector normal del planlm=y —z—2=0esn = (0,1,—1).

N|U1N|&O._\

X
Lugar geométrico pedido: r =Y = , VAER.

>,>,

k*kkkkkkkkk



3°) a) Determine el polinomigf(x), sabiendo qué¢’”’(x) = 12, para todax ER y
ademas verificaf (1) = 3; f'(1) = 1; f'" (1) = 4.

b) Determine el polinomig(x), sabiendo qug'’(x) = 6, para todoc € R y ademas
verifica: folg(x) ~dx =5, fozg(x) ~dx = 14.

a)

b)

Por ser qug¢’’(x) = 12, el polinomiof (x) es de tercer grado.

Sea el polinomio pedidf(x) = ax® + bx? + cx + d.

f'(x) = 3ax? + 2bx + c. f"(x) = 6ax + 2b. f""(x) = 6a.
f'"(x) =12 =2 6a=12 > a = 2.

f'()=4 =26-2-14+2b=4; 12+2b=4; 6+b=2 =>b=—4.
ff()=1>3-2-12+2-(-4)-1+c=1, 6-8+c=1 =c=3.
f()=3>2-13-4-124+3-1+d=3; 2—-4+3+d=3>d=2.

f(x) =2x3 —4x? + 3x + 2.

Por serg’’ (x) = 6, el polinomiog(x) es un polinomio de segundo grado.
Seag(x) = ax? + bx + c.

g'(x) = 2ax + b. g (x) = 2a.

g'(x)=6 22a=6 =a=3.

El polinomio resultay (x) = 3x% + bx + c.

1

Lo(x) - dx = 1(3x2 dx = [P 42 =
fog(x) dx=5 = fO(Bx + bx +¢) dx—[3 += +cx]0_

12
=(1°+Z-+4c-1)-0=5 1+2+c=5 2+b+2c=10; b+2c=8. (1)

2

2 2 2 3 bxz
Jy g(x)-dx =14 = ['(3x +bx+c)-dx=[x +T+cx]0=



52
= (2°+2-+2c)-0=14 8+2b+2c=14 4+b+c=7 b+c=3. (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

b+2c=8} b+ 2c=28

b+c=3 —b—c=—3} = €=5b=-2.

g(x) = 3x% —2x +5.
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49 Estudie la continuidad y la derivabilidad de la fundfgn) = {Ia?LxIS; x=

donde L denota el logaritmo neperiano.

Teniendoencuentaqie < 0=>0<x < lyqueLx > 0= x > 1, lafuncion
0 si x<0

f(x) puede redefinirse de la fornfiédx) ={—x - Lx si 0 < x < 1.
x-Lx si x=>1

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidn necesaria que S
continua en ese punto.

La funcidnf(x) es continua en R, excepto para x = 0 y para x = 1 cuya conti-
nuidad es dudosa y se va a determinar.

Una funcién es continua en un punto cuando se cumple que sus limites por |
izquierda y por la derecha son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Jim_f(x) = lim = 0= £(0)

Parax =0 = 11m f(x)—llm( x-Lx)=0 (*)

(%) llm( x-Lx) = —llm (x Lx) =—0:(—) = Ind.> — llrr%)
x—0 =
1

= Ind.=> {L'Hopital} = —hrr})— = hrr%)x = 0.
— x—
lim f(x) = lir{)l+ = f(0) = f(x) es continuaen x = 0.
X—

lim f(x) = llm( x-Lx)=0
Parqa &t = {llm f(x)—llm(x Lx)=0= f(O)}

lim f(x) = xli_)rr11+ = f(1) = f(x) es continuaen x = 1.

Para que la funcion sea derivable para x = 0, sus derivadas laterales en ese pul
tienen que ser iguales:
0 si x<0 /
= 0
f'(x) ={—1—Lx sid<x<1= ]j:,((o
1+Lx si x=>1

S ey = ron=

f(x) no es derivable en x = 0.




0 Si x<0 1(q— _
o=y o Eh - L -

f(x) no es derivable en x = 1.
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