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Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una d
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion

gida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica, siemf
gue no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo simbdlico. Tod
las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A

19 Dada [ funcid x-e** si x<0
) Dada la funciorf(x) = L(;c:ll) si x>0

dondel significa logaritmo neperiano,
se pide:

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad féx) enx = 0.

b) Calcular lim f(x) y lim_f(x) ¢) Caleularl = [°, f(x) - dx.
X——00 xX—+o0

a)

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que s
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su c«
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 0, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) =lim(x-e?*)=0-1=0

x=0=""" *=0 =
lim f(x) =lim“22 =2 =2 = 0 = £(0)
x—0

x—-0 x+1 1

= xlirgl_ flx) = xll%l+ f(x) = f(0) = f(x) es continua en x = 0.
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Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales.

1-e?* +x-2-e?*=e?*2x+1) si x<0
1) = { Z@+D-La+D 1 1o L@e)

(x+1)2 T (x+1)2 st x=0

1-L(0+1) _ 1-L1 _ 1-0 _ 1

fl0)=e@2-0+1)=1-1=1. f'(0") = ==

(0+1)2

f'(07) =f'(0") = f(x) es derivable para x = 0.

b)

lim f(x) = lim (x-e*) =—-w-e™® = —% = -2 = Indet.=
X—>—00 X—>—00 e [ee]
= lim —=-—©H—= % = -2 5 Indet.> {L'Hopital} = lim 1,12.6,5 =
X—>—00 —5% —0 e co X—>—00 —
e e X
= —l llm 33x =_l.e—oo = — 100 — —lz 0
X——00 2 2-e co
lim f(x) = lim (x-e?*) =0.
X——00 X——00
lim f(x) = lim (x-e**) =00 -e® =00 = o0,
X—+00 X—>+00
lim f(x) = lim (x-e?*) = oo,
X—+00 X—+00
c)

0 0 . u=x-du=dx
I=[ f(x)-dx=[ x-e* -dx= dy = 2% dy > p = L. g2 ( =

N R

0
-1

0
1 1 1 1
:[x-—-ezx—f—-ezx-dx] =[—-x-ezx——fezx-dx]
2 2 2 2

et e <] -
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6x—y—z=1 _(3x—5y—2z=3

2°) Dadaslasrectagz{Zx_y_l_Z:1Yr2={3x+y+4z=3 ’

se pide:

a) Estudiar la posicidn relativa de las reotag r,.
b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

c¢) Hallar la ecuacién del planoque contiene g y al puntoP(1, 2, 3).

a)
La expresion de ambas recta r por ecuaciones paramétricas son las siguientes
_(x—y—2z= _ —-y—z=1-641 S
rl_{Zx—y+z—1=>x /1=>_y+z=1_2/1}:>—2y—2—81=>
— _ x=A
sy=—2+4 Y 27 1+6/1}=>22=4/1; z=20>1 =1y = —2 + 41,
—-y+z=1-21
z =21
_(3x—=5y—2z=3 . 3x —2z=3+4+5A 3x—2z=3+4+51
762_{3x+y+42=3 Sy=4= 3x+4z=3—/1}—3x—42=—3+/1}

> —6z=6A;, z=—-1, 3x+2A=3+51A=>3x=34+31, x=1+1>
x=1+1
> =yy=1 .
z=-A
Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:
Rectar;: A(0,—2,0) yv; = (1,4,2). Rectar,: B(1,0,0) yv, = (1,1,—1).
Los vectore®; y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las regt®s, se cortan o se cruzan. Para dife-

renciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector W que tiene como origen el punto A € r; y extremo el
punto B € r,: W = AB = [B — A] = [(1,0,0) — (0,—2,0)] = (1,2,0).

Segun que los vectores {v;, v, W} sean o no coplanarios las rectas r; y r, se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v;, V5, W} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas 1y y r, se cortan; en caso contrario, se cruzan.



1 4 2
Rang {(v;,v,,Ww}=|1 1 —-1|=4-4—-4+2=-2+0>
1 2 0

—_— — —> —_— — — .
= Rang {v{,v,,W} = 3 = v, V,, W no son coplanarios.

Las rectas r, y r, se cruzan.

b)

Para calcular la distancia entre las reetasr, vamos a determinar un parale-
lepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las wgagtas,, y un
tercer vectoiv que tiene como origen al punto Axjey extremo el punto B ds.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otr
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la ba
por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rect

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

V=9 @ x W) =5 X Bl h= 5 x 5l-d = d =)
1 2

1 2
-1
0
k

_ |-2] _ |-2]
|-4i+2j+k—4k-2i+j| |-6i+3j-3k|

1

1

l

1

1 -1
2 2 2 2 2VJ6 /6

= — = = = = =—u=d(r1,r2)_
3 |=2i+j-k|l = 3./(-2)2+12+(-1)2  3+/4+1+1 3V6 18 9

d = [v1- Wz x W)l _
v X 72

(SN N RSN

c)
f=4P=[P—-A] =[(1,2,3) — (0,—2,0)] = (1,4,3).

. x—1 y—2 z-3
n(P; vy, B) =| 1 4 2 [=0;
1 4 3



12(x—1)+2(y—2)+4(z—3)—4(z—-3)—-8(x—1)—-3(y—2) =0;
4(x —1)—(y—2)=0; 4x—4—-y+2=0.

n=4x—-y—2=0.
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3°) Se dispone de tres aleaciones A, By C que contlenen entre otros metales, orc

plata en las proporciones indicadas en la tabla

junta. Se quiere obtener un lingote de 25 gran — Orloog%) Platgl (%)
con una proporcion del 72 % de oro y una prof

cién del 16 % de plata, tomand@ramos de Ay (B: ég ;2

gramos de B y gramos de C. Determinense |
cantidadey, y, z.

Oro—->72%de25=0,72-25=18 gr
El lingote a obtener contiengPlata — 16 % de 25 = 0,16 - 25 = 4 gr.
Otros - 12 % de 25 =0,12-25 =3 gr

Plata — 0,15y + 0,22 = 4 15y + 22z = 400

Oro - x+ 0,75y + 0,6z = 18} 100x + 75y + 60z = 1.800
Otros —» 0,1y + 0,18z =3 10y + 18z = 300

20x + 15y + 12z = 360
15y + 22z = 400}. Resolviendo por la regla de Cramer:
5y +9z =150

360 15 12
400 15 22

150 5 91 _
20 15 12| —

0 15 22
0 5 9

48.600+24.000+49.500—27.000—39.600~54.000
2.700—2.200 -

X =

_122.100-120.600 _ 122.100-120.600 _ 1.500 3

500 - 500 ~ 500
20 360 12
0 400 22
72.000—66.000  6.000
y: 0 150 9 — — =12
500 500 500
20 15 360
0 15 400
45.000—40.000  5.000
7 = 0 5 150 — — =10
500 500 500

Hay que coger 3 gramos de A,12 gramos de By 10 gramos de C.
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4°) Dados dos sucesos, A y B, de un experimento aleatoria, con probabilidades tal
queP(A) =%,P(B) =~ y P(AU B) =, se pide:

a) Comprobar si los sucesos A y B son independientes o no.

b) CalcularP(A/B), dondeA denota el suceso complementario de A.

a)
Dos sucesos A y B son independientes cudt{don B) = P(A) - P(B).

8+9-12 _ 5

P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AUB) = =2

O | »

4_

N

2
3

P(4) - P(B) =

5
:/:E—P(AOB).

O | B
N |-
O N

Por lo expuesto anteriormente los sucesos Ay B no son independientes.

b)
P(A/B)=P(AnB)=P(B)—P(ANB) =
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OPCION B

2 0 0 1
1°) Dada la matrid = <0 0 1) y la matriz identidad = <0
0 1 0 0

a) Calcular lamatrid = (A —1) - (21 + 24).
b) Determinar el rango de las matrices 1,42 — 1 y A3 — 1.

¢) Calcular la matriz inversa d&, en caso de que exista.

1 0

a)
2 0 0 1 0 0
B=(A—1)'(21+2A)=<001)—(010)-(21+2A):
0 1 0 0 0 1
1 0 ONT [ /1 0 0 2 0 0
={0 -1 1 ]-|2-l0 1 o]+2-(0 0 1}||=
o 1 -1/ L \o o 1 01 0
1 0 0 2 0 0 4 0 0 1 0 0
=<0 —1 1)-(020)+<002)=<0 -1 1
0 1 -1 0 0 2 0 2 0 0 1 -1
6 0 0
={0 0 0]
0 0 0
b)
1 0 0 1 0 0
A—I=<0 —1 1>=>0—1 1]l=1-1=0.
0 1 -1 0 1 -1

Rang (A—1) = 2.

2 0 0 2 0 0 1 0 0
A2—1=<0 0 1)-(0 0 1>—<0 1 0>=
0 1 0 0 1 0 0 0 1




(

4 0 O 4 0 O 1 0 O
ABB—-1=4A*A-I=(0 1 0o]-[0o 1 0o)J—(0 1 0O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

16 0 O 1 0 0 15 0 O
0 1 0)—{0 1 OJ=|10 O Of
0 0 1 0 0 1 0 0 O

Rang (A3 —1) = 1.

16 0 O 16 0 O 256 0 O
A6=A3-A3=<0 1 0)-(0 1 0)=<0 1 0>.
0 0 1 0 0 1 0 0 1

|A®| = 256 # 0 = A°® es invertible.

Se obtiene la inversa d& por el método de Gauss-Jordan.

256 0 O
(A6|I)=<0 1 0

1 0 O
0 1 0>:>{F1—>LF1}=>
0 0 1

256
0 0 1

ol o0 o
Olo 1 o]
If o

SO -
)
—_

1

A6_1_E00
A)7=1"9 1 of
0 0 1
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e—x

x2+1

2°) Se considera la funcigif{x) = y se pide:

a) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la gurvg&(x) en el punto de abscisa
x = 0.

b) Estudiar la existencia de asintotas horizontales y verticales de la ffingi@m su
caso, determinarlas.

c) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y sus extremos
relativos en el caso de que existan.

a)
La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es el valor de su prime
derivada en ese punto.

, _ —eT*(x?4+1)-e ¥2x _ —e F(x%+42+1) _ —e ¥ (x+1)?
f) = (x2+1)2 (D2 (x%+1)2
o _—e%(0+n*  -11
m=£(0) = (02+1)2 1 1.
El punto de tangencia es el siguierfted) = 062;1 = % =1= A(0,1).

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la ¢
guiente:y — y, = m(x — x,).

y—1=-1-(x—0) = —x.

Recta tangente:t=x+y—1 = 0.

b)
Asintotas horizontales: son de la forgna k; son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

e—x

x2+1

k = lim f(x) = lim = 0= Larectay = 0 es asintota horizontal.
X—00 X—00

Asintotas verticales: son los valores finitoscdpue hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x?2+1+#0,Vx € R = La funcién f(x) no tiene asintotas verticales.

c)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivac
es positiva 0 negativa, respectivamente, en ese punto.



e *-(x+1)?

fro0 ==

(x+1)?
(x2+1)2

Teniendo en cuenta quee™ = —eix < 0,Vx € Ry que > 0,Vx €ER:

f'(x) <0,¥x € R = f(x) es monodtona decreciente en su dominio, que es R.

Por ser f'(x) # 0,Vx € R = f(x) no tiene extremos relativos.
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3°) Sea la recta que pasa por los puni§3,2,0) y P,(7,0,2). Se pide:
a) Hallar la distancia del punt@(3, 5, —3) a la rectar.

b) Hallar el punto de corte de la reetaon el planar perpendicular a que pasa por
el punto Q.

a)
PP, =[P, —P;]=1[(7,0,2)—(3,2,0)] = (4,-2,2) =2 v, = (2,-1,1).
x =342
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricas E{Zy =2—-1.
z=A

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta g
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el médulo de su producto vec
rial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un dibujo de la situacion.

S=|wAPQ =
Slzl/\v_r’llth} = [ APRQ| =19 -h =

[7nPrg]

|vr|

>h=d(Pr)=

P =[Q—P]=1[(35-3)—(320)]=(03,-3).

Aplicando la formula al punt@ y a la recta:

i j k i j k
— 2 _1 1 3 2 _1 1 . . . . .
d(P,7) = [oraPiQl o 3 —3ll _3llo 1 —1ll _ li+2k—i+2jl _ |2j+2k| _ 2:|j+k| _
' o7 ] J2Z+(-1)2+12 Vat+i+1 3v6 3v6 3v6
_2V12412 242 212 _ 243 w=d(P,r)
T 36  3/6 36 9 B v

b)
El haz de planos perpendicularesesff = 2x —y+2z+ D = 0.

De los infinitos planos del hg el planor es el que contiene al punto Q:

p=2x—y+z+D=0
Q(3,5,—3)

6—5—-34+D=0;,-2+D=0; D=2=>n=2x—y+z+2=0.

}:2-3—5+1-(—3)+D=0;



El puntoN pedido es la interseccion de la rectzon el planar:

n=2x—y+z+2=0
x=3+24 Al
rE{y=2—/1 52-B+20) -2 —-D+1+2=0;

z=2A
6+41—-24+14+1+2=0; 64+614=0; 1+A=0>1=-1.

x=3+2-(-1)=3-2=1
,1=—1=>{y=2_(—1):2+1:3 = N(1,3,-1).
z=-1
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4°) Se considera el triangulo de vértid€s,3,—1),B(3,1,0) y C(2,5,1) y se pide:
a) Determinar razonadamente si el triangulo es equilatero, isdsceles o escaleno.

b) Obtener las medidas de sus tres angulos.

La contestacion del apartadp conlleva la respuesta del apartago

b)
AB=[B-A]=[(3,1,0) - (1,3,-1)] = (2,-2,1). B
_ _ BC
AC=[C—-A]1=1[251)—(1,3-1]=(1,272). 4B
BC=[C-B]=[(251)~-@GB10]=(-141). A AC
Por el concepto de producto escalar:
AB -AC = |ﬁ| - |Z6| .cosa = cosa = l%_fl:i%l.
_ (2,-2,1)-(1,2,2) P 2-4+2 _ 0 _o_  ano
S = Co V2727 | VAtatiitard Voo 9 0=a=50"
El triangulo es rectangulo en A.
B = BABC (-2,2,-1)-(-1,4,1) _ 2+8-1 9
cosp = |BA|-|BC|  J(=2)2+22+(-1)2/(-1)2+42+12  VA+4+1VI+16+1 V918
9 1 o
= GSRAE- B p = 45°.
AN CACB (-1,-2,-2)-(1,-4,~1) _ —1+8+2 _
VS GaIeE] =~ JCD2r 0P+ (2)i A (8P4 (D2 VITATAVITIerl
9 9 1

= y = 45°.

~ Jovis Yooz V2

El triangulo es rectangulo en A e isOsceles.
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