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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberá escoger una de las 
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opción ele-
gida. Para la realización de esta prueba se puede utilizar calculadora científica, siempre 
que no disponga de capacidad de representación gráfica o de cálculo simbólico. Todas 
las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Dado el sistema de ecuaciones �2� + �� + � = �           � − 4� + �� + 1�� = 14� − �� = 0                   , se pide: 

 �� Discutirlo en función de los valores del parámetro real �. 
 �� Resolver el sistema para � = 1.   
 �� Resolver el sistema para � = 2. 

----------  ��   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �2 � 11 −4 � + 10 4 −� � y �′ = �2 � 11 −4 � + 10 4 −�     �10�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = �2 � 11 −4 � + 10 4 −� � = 8� + 4 − 8�� + 1� + �� = 0;    

 �� + 8� + 4 − 8� − 8 = 0;  �� − 4 = 0 ⇒ �� = −2, �� = 2. 
 ����  � ≠ −2� ≠ 2 " ⇒ #�$% � = #�$% �& = 3 = $º )$�ó%. ⇒ ,. -. .. 
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���� � = −2 ⇒ �& = �2 −2 11 −4 −10 4 2     −210 � ⇒ #�$% �& ⇒ /-�, -�, -01 ⇒  

 

⇒  �2 −2 −21 −4 10 4 0 � = −8 − 8 = −16 ≠ 0 ⇒ #�$% �& = 3. 

 ���� � = −2 ⇒ #�$% � = 2;  #�$% �& = 3 ⇒ ,)3456� )$�768�4)�95. 

 

���� � = 2 ⇒ �& = �2 2 11 −4 30 4 −2    210� ⇒ /-� = -01 ⇒ #�$% �& = 2.  

 ���� � = 2 ⇒ #�$% � = #�$% �& = 2 < $º )$�ó%. ⇒ ,. -. ;. 
 ��   
 Para � = 2 el sistema resulta: �2� + � + � = 1   � − 4� + 2� = 14� − � = 0           , que es compatible determi-

nado.  Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

� = �� � �� <0 �= 0 <��
�><0 = 0?0<@?�<A = �<A = − �A. � = �� � �� � �= = <��

<A = <�?�<A = <�<A = �A. 

 

� = �� � �� <0 �= 0 =�
�><0 = 0<@<A = <0<A = 0A. 

 ,79B�)ó$: � = − �A , � = �A , � = 0A. ��  

 Para � = 1 el sistema resulta: � 2� + 2� + � = 2� − 4� + 3� = 14� − 2� = 0         , que es compatible indetermi-

nado. Despreciando, por ejemplo, la segunda ecuación y haciendo � = D: 
 

 
2� + 2� = 2 − D               4� = 2D E ⇒ � = �� D.  2� + 2 · �� D = 2 − D;   2� = 2 − D − D; 

 2� = 2 − 2D ⇒ � = 1 − D.  
 ,79B�)ó$: � = 1 − D, � = �� D, � = D, ∀D ∈ #. 

 
********** 
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2º) Dados los puntos ��1, −2, 1�, I�−4, 0, 1�, #�−3, 1, 2� � ,�0, −3, 0�, se pide: 
 �� Hallar la ecuación del plano que contiene a P, Q y R. 
 �� Estudiar la posición relativa de la recta �, que pasa por los puntos P y Q, la recta 3, 
que pasa por R y S. 
 �� Hallar el área del triángulo formado por los puntos P, Q y R. 
 

----------  ��   
 Los puntos P, Q y R determinan los vectores: 
 
 �IJJJJJ⃗ = LI − �M = L�−4, 0, 1� − �1, −2, 1�M = �−5, 2, 0�. 
 
 �#JJJJJ⃗ = L# − �M = L�−3, 1, 2� − �1, −2, 1�M = �−4, 3, 1�. 
 
 El plano O que determinan los puntos P, Q y R tiene la siguiente expresión ge-
neral: 
 

 OP�; �IJJJJJ⃗ , �#JJJJJ⃗ Q ≡ �� − 1 � + 2 � − 1−5 2 0−4 3 1 � = 0; 
 2�� − 1� − 15�� − 1� + 8�� − 1� + 5�� + 2� = 0;   
 2�� − 1� + 5�� + 2� − 7�� − 1� = 0;   2� − 2 + 5� + 10 − 7� + 7 = 0. 
 � = 2� + 5� − 7� + 15 = 0. 

 ��  
 �IJJJJJ⃗ = LI − �M = L�−4, 0, 1� − �1, −2, 1�M = �−5, 2, 0�. 
 
 #,JJJJJ⃗ = L, − #M = L�0, −3, 0� − �−3, 1, 2�M = �3, −4, −2�. 
 

 La recta � que pasa por P y Q es � ≡ �� = 1 − 5D   � = −2 + 2D� = 1              y la recta 3 que pasa por los 

puntos R y S es 3 ≡ TA = U?A<0 = V<�. 

 
 Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes: 
 
 Recta �: ��1, −2, 1� � WXJJJ⃗ = �−5, 2, 0�.  
 

Recta 3: #�−3, 1, 2� � WYJJJ⃗ = �−3, 4, 2�. 
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 Los vectores WXJJJ⃗  y WYJJJ⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales 
sus componentes; esto implica que las rectas � � 3 se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente: 
  Se considera el vector gJJ⃗  que tiene como origen el punto � ∈ � y extremo el punto # ∈ 3: gJJ⃗ = �#JJJJJ⃗ = L# − �M = L�−3, 1, 2� − �1, −2, 1�M = �−4, 3, 1�.   Según que los vectores /WXJJJ⃗ , WYJJJ⃗ , gJJ⃗ 1 sean o no coplanarios las rectas � � 3 se cortan o se cruzan, respectivamente.   Los vectores /WXJJJ⃗ , WYJJJ⃗ , gJJ⃗ 1 son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y las rectas � � 3 se cortan; en caso contrario, se cruzan.  
 #�$% /WXJJJ⃗ , WYJJJ⃗ , gJJ⃗ 1 ⇒ �−5 2 0−3 4 2−4 3 1� = −20 − 16 + 30 + 6 = −36 + 36 = 0 ⇒ 
 ⇒ #�$% /WXJJJ⃗ , WYJJJ⃗ , gJJ⃗ 1 = 2 ⇒ WXJJJ⃗ , WYJJJ⃗ , gJJ⃗  37$ �789�$��)73.    s�3 �5�4�3 � � 3 35 �7�4�$.  ��   
 �IJJJJJ⃗ = LI − �M = L�−4, 0, 1� − �1, −2, 1�M = �−5, 2, 0�. 
 
 �#JJJJJ⃗ = L# − �M = L�−3, 1, 2� − �1, −2, 1�M = �−4, 3, 1�. 
 

El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del 
módulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos: 
 

 ,tuv = �� · w�IJJJJJ⃗ × �#JJJJJ⃗ w = �� · y ) z {−5 2 0−4 3 1y = �� · |2) − 15{ + 8{ + 5z| = 

 = �� · |2) + 5z − 7{| = �� · |2� + 5� + �−7�� = �� √4 + 25 + 49 = �� √78 B�.  

 
********** 
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3º) Se administra una medicina a un enfermo y 4 horas después la concentración en 
sangre del principio activo viene dada por ��4� = 4 · 5<�/� miligramos por mililitro. 
Determine el valor máximo de ��4� e indique en qué momento se alcanza dicho valor 
máximo. Sabiendo que la máxima concentración sin peligro es de 1 mg/ml, señale si 
en algún momento hay riesgo para el paciente. 
 

---------- 
 �&�4� = 1 · 5<�/� − 4 · �� · 5<�> = �� · 5<�> · �2 − 4�. 

 �&�4� = 0 ⇒ �� · 5<�> · �2 − 4� = 0;   2 − 4 = 0 ⇒ 4 = 2. 

 �&&�4� = − �0 · 5<�> · �2 − 4� − �� · 5<�> = − �0 · 5<�> · �2 − 4 + 2� =  

 = − �0 · 5<�> · �4 − 4�. 

 �&&�2� = − �0 · 5<>> · �4 − 2� = − A� · 5<� = − A�� > 0 ⇒ �á�)67 8��� 4 = 2. 

 

 ��2� = 2 · 5<�/� = �� ≅ 0,7358. 

 �9 6á�)67 35 8�7�B�5 8��� 4 = 2 � 53 �5 0,7358 6%/69. 
 �7� 35� 0,7358 ≪ 1, 59 8��)5$45 $7 �5�5 45$5� $)$%ú$ 4567�. 

 
********** 
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4º) Dada la función ���� = T>?T?�T<� , se pide: 

 �� Determinar su dominio y asíntotas verticales. 
 �� Calcular limT→� ��T�T .   �� Calcular � �����A · ��.  

 
---------- ��  

 Por tratarse de una función racional su dominio es R, excepto los valores reales 
de � que anulan el denominador. 
 .���  ⇒ # − /21. 
 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de � que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 
 �3í$474� W5�4)��9: � = 2. 
 ��  limT→� ��T�T = limT→�

�>������>T = limT→� T>?T?�T><�T = 1.  

 
 ��  � �����A · �� = � T>?T?�T<��A · �� = � �� + 3 + ��T<���A · �� =  

 = �T>� + 3� + 12s�� − 2��A
� =  

 = ��>� + 3 · 5 + 12s�5 − 2�� − �A>� + 3 · 3 + 12s�3 − 2�� =  

 = ��� + 15 + 12s3 − �� − 9 − 12s1 = ��� + 6 + 12s3 − 0 = 14 + 12s3.  

 � �����A · �� = 2�7 + 6s3�. 
 

********** 
  

+�� +� +6  � −2 −�� +2�   � +3 0 +3� +6    
 −3� +6    
 0 12    
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OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las funciones ���� = �T y %��� = 35$ �, se pide: 

 �� Calcular limT→= ����� − ���T��. 
 �� Calcular la ecuación de la recta tangente a la curva � = ���� en el punto � ��� , 4�. 

 �� Calcular el área delimitada por la curva � = ���� y la recta � = −� + 3. 
 

---------- ��  limT→= ����� − ���T�� = limT→= ��T − �Y�� T� = �= − �= = ∞ − ∞ ⇒ ;$�. ⇒  

 ⇒ 2 limT→= �1� − 135$ �� = 2 · limT→= 35$ � − �� · 35$ � = 2 · 0 − 00 · 0 = 00 ⇒ ;$�. ⇒ /s′ 78)4�91 ⇒ 

 ⇒ 2 · limT→= ¡¢Y T<��·Y�� T?T·£¤¥ T = 2 · �<��·=?=·� = == ⇒ ;$�. ⇒ /s′ 78)4�91 ⇒  

 ⇒ 2 · limT→= <Y�� T<=¡¢Y T?�·£¤¥ T<T·Y�� T = 2 · <=�?�<= = −2 · =� = 0.  

 ��  

 �&��� = − �T>.  6 = �&P¦>Q = − ��¦>�> = − �¦§ = −8. 

 

 � − �= = 6�� − �=�  ⇒  � − 4 = −8 · �� − ��� = −8� + 4. 

 #5�4� 4�$%5$45: 4 ≡ 8� + � − 8 = 0. 

 ��  
Los puntos de corte de la curva � = ���� y la recta � = −� + 3 tienen por abs-

cisas las soluciones de la ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 
 ���� = � ⇒ �T = −� + 3;   2 = −�� + 3�;  �� − 3� + 2 = 0;   � = A±√�<@� =  

 = A±√�� = A±�� ⇒ �� = 1 → ��1, 2�; �� = 2 → ©�2, 1�.   

 

La función ���� = �T es simétrica con respecto al eje Y por ser ��−�� = −���� 
y pasa por los puntos ��1, 2�, ©�2, 1� y sus simétricos ��−2, −1�, ª�−1, −2�. 
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 La representación gráfica de la situación se expresa en la figura adjunta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Como puede observarse en la figura, en el intervalo de la superficie a calcular, 
que es �1, 2�, las ordenadas correspondientes a la recta son iguales o mayores que las 
correspondientes ordenadas de la curva, por lo cual la superficie a calcular es la si-
guiente: 
 , = � L� − ����M · ���� = � ��3 − �� − �T� · ���� = � �3 − � − �T� · ���� =   

 = �3� − T>� − 2s���
� = �3 · 2 − �>� − 2 · s2� − �3 · 1 − �>� − 2 · s1� =  

 = 6 − 2 − 2s2 − 3 + �� + 2 · 0 = 1 + �� − s4 = A� − s4 = A<«��� ≅ 0,1137 B�. 

 
********** 

  

1 

-3 
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1 
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2º) Dadas las matrices � = �1 2 13 2 22 3 2�  � ¬ = �−1 0 00 2 00 0 1�, se pide: 

�� Determinar la matriz �<�, inversa de la matriz �. 
 �� Determinar la matriz ©<�, inversa de la matriz © = �<� · ¬<�. 
 �� Calcular el determinante de la matriz ��, siendo � = � · ¬ · �<�. 
 

---------- ��  

 La inversa de P se obtiene por la adjunta de la traspuesta: �<� = ®¯.  ®� t�|t| . 

 

 |�| = �1 2 13 2 22 3 2� = 4 + 9 + 8 − 4 − 6 − 12 = −1.       �� = �1 3 22 2 31 2 2�. 

 

��z. �5 �� =
⎝
⎜⎜⎛

³2 32 2³ − ³2 31 2³ ³2 21 2³
− ³3 22 2³ ³1 21 2³ − ³1 31 2³

³3 22 3³ − ³1 22 3³ ³1 32 2³ ⎠
⎟⎟⎞ = �−2 −1 2−2 0 15 1 −4�. 

 

�<� = ®¯.  ®� t�|t| = �<� <� �<� = �� � <0�
<�  ⇒  �<� = � 2 1 −22 0 −1−5 −1 4 �. 

 ��  
Se obtiene la inversa de ¬ por el método de Gauss-Jordan. 
 

�¬|;� = �−1 0 00 2 00 0 1�1 0 00 1 00 0 1� ⇒ · �̧ → − �̧�̧ → ¦> �̧ E ⇒ �1 0 00 1 00 0 1�−1 0 00 ¦> 00 0 1� ⇒  

 

⇒ ¬<� = �−1 0 00 ¦> 00 0 1�.  

© = �<� · ¬<� = � 2 1 −22 0 −1−5 −1 4 � · �−1 0 00 ¦> 00 0 1� = ¹−2 ¦> −2−2 0 −15 −¦> 4 º. 

 

© = �<� · ¬<� = ¹−2 ¦> −2−2 0 −15 −¦> 4 º. 
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��  

� = � · ¬ · �<� = �1 2 13 2 22 3 2� · �−1 0 00 2 00 0 1� · � 2 1 −22 0 −1−5 −1 4 � =  

 

= �−1 4 1−3 4 2−2 6 2� · � 2 1 −22 0 −1−5 −1 4 � = � 1 −2 2−8 −5 10−2 −4 6 �. 

 

        |�| = � 1 −2 2−8 −5 10−2 −4 6 � = −30 + 64 + 40 − 20 + 40 − 96 = 144 − 146 = −2. 

 
 |��| = |� · �| = |�| · |�| = |�|� = �−2�� = 4. 
 |��| = 4. 

 
********** 
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3º) �� Determine la distancia entre las rectas �� ≡ � = � = � y �� ≡  � + � − 1 = 0� − � + 1 = 0. 

 �� Obtenga el punto de corte de la recta 3 ≡ � = 2 − � = � − 1 con el plano perpen-
dicular a 3, que pasa por el origen. 

---------- ��  
 Un punto y un vector de �� son »�0, 0, 0� y W�JJJJ⃗ = �1, 1, 1�. 
 

La expresión de la recta �� por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 �� ≡  � + � − 1 = 0� − � + 1 = 0  ⇒ � = D ⇒ � = 1 − D;  � = 1 + D ⇒ �� ≡ �� = D        � = 1 − D� = 1 + D. 

 
 Un punto y un vector de �� son ��0, 1, 1� y W�JJJJ⃗ = �1, −1, 1�. 
 
 Para hallar la distancia entre dos rectas que se cruzan hacemos lo siguiente: 
 

Los vectores directores de las rectas �� � �� son linealmente independientes por 
no ser sus componentes proporcionales, lo cual implica que las rectas se cortan o se 
cruzan. Para diferenciar el caso consideramos el vector 6JJ⃗  que tiene como origen un 
punto »�0, 0, 0� de �� y como extremo el punto ��0, 1, 1� de ��: 

 6JJ⃗ = »�JJJJJ⃗ = � − » = �0, 1, 1� − �0, 0, 0� = �0, 1, 1�. 
 
Según que los vectores /W�JJJJ⃗ , W�JJJJ⃗ , 6JJ⃗ 1 sean coplanarios o no, las rectas �� � �� se 

cortan o se cruzan, respectivamente.  
 
Los vectores /W�JJJJ⃗ , W�JJJJ⃗ , 6JJ⃗ 1 son coplanarios cuando su rango es menor que tres, es 

decir, cuando el determinante que determinan es cero: 
 

 �1 1 11 −1 10 1 1� = −1 + 1 − 1 − 1 = −2 ≠ 0 ⇒ #�$%7 /W�JJJJ⃗ , W�JJJJ⃗ , 6JJ⃗ 1 = 3 ⇒  

 ⇒ s�3 �5�4�3 �� � �� 35 ��B��$.  
 

Se determina un paralelepípedo cuyas dimensiones son los vectores directores 
de las rectas W�JJJJ⃗  y W�JJJJ⃗  y el vector 6JJ⃗ . 
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base 
por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas. 
 
 Para una mejor comprensión se hace el esquema adjunto. 
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 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
 

 ¼ = W�JJJJ⃗ ·  �W�JJJJ⃗  ×  6JJ⃗ � = |W�JJJJ⃗  ×  W�JJJJ⃗ | · ℎ = |W�JJJJ⃗  ×  W�JJJJ⃗ | · � ⇒ � = |¾¦JJJJ⃗ · �¾>JJJJ⃗  × ¿JJJ⃗ �||¾¦JJJJ⃗  × ¾>JJJJ⃗ | . 

 

� = |¾¦JJJJ⃗ · �¾>JJJJ⃗  × ¿JJJ⃗ �||¾¦JJJJ⃗  × ¾>JJJJ⃗ | = y� � �� <� �= � �y
À�Á ¯ Â� � �� <� ��À = |<�?�<�<�||Á?¯<Â<Â?Á<¯| = |<�||�Á<�Â| = |<�||Á<Â| = �|�>?�<��> =  

 = �√�?� = �√� = √��  B$)���53 = ����, ���. 

 ��  

 La expresión de 3 dada por unas ecuaciones paramétricas es 3 ≡ �� = D        � = 2 − D� = 1 + D. 

 
 Un vector normal del plano es cualquier vector que sea linealmente dependiente 
de cualquier vector director de la recta 3. 
 
 Un vector director de 3 se WYJJJ⃗ = �1, −1, 1�. 
 
 La expresión general del plano O, perpendicular a 3, que pasa por el origen de 
coordenadas es O ≡ � − � + � = 0. 
 
 El punto � de corte de 3 y O es la solución del sistema que forman: 
 

 

O ≡ � − � + � = 0
      3 ≡ �� = D        � = 2 − D� = 1 + D Ã ⇒ D − �2 − D� + �1 + D� = 0;   D − 2 + D + 1 + D = 0; 

 3D − 1 = 0;   D = �A.  

 

ℎ � W�JJJJ⃗
W�JJJJ⃗

» 

6JJ⃗  

�� � 

�� 
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 � ⇒  
⎩⎪⎨
⎪⎧� = �A                � = 2 − �A = �A� = 1 + �A = 0A⎭⎪⎬

⎪⎫  ⇒  � ��A , �A , 0A�. 

 
********** 
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4º) El 40 % de los sábados Marta va al cine, el 30 % va de compras y el 30 % restante 
juega a videojuegos. Cuando va al cine, el 60 % de las veces lo hace con sus compa-
ñeros de baloncesto. Lo mismo le ocurre el 20 % de las veces que va de compras, y el 
80 % de las veces que juega a videojuegos. Se pide: 
 �� Hallar la probabilidad de que el próximo sábado Marta no quede con sus compañe-
ros de baloncesto. 
 �� Si se sabe que Marta ha quedado con sus compañeros de baloncesto, ¿cuál es la 
probabilidad de que vayan al cine? 

---------- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��  
 � = �P©Q = ��-)� · �P©/-)Q + ��-7� · �P©/-7Q + ��¼)� · �P©/¼)Q = 
 = 0,4 · 0,4 + 0,3 · 0,8 + 0,3 · 0,2 = 0,16 + 0,24 + 0,06 = 0,46. 
 ��  

 � = ��-)/©� = t�ËÁ∩Í�t�Í� = t�ËÁ�·t�Í/ËÁ�t�ËÁ�·t�Í/ËÁ�?t�Ë¢�·t�Í/Ë¢�?t�ÎÁ�·t�Í/ÎÁ� = 

 = =,0·=,�=,0·=,�?=,A·=,�?=,A·=,@ = =,�0=,�0?=,=�?=,�0 = =,�0=,�0 = 0,4444.  

 
********** 

 

-)$5 

© 

© 

© 

© 

© 

0,4 

-768��3
¼)�57zB5%73 

© 

0,6 0,4 

0,2 0,8 

0,8 0,2 

0,3 

0,3 

→ 8 = 0,4 · 0,6 = 0,24 

→ 8 = 0,4 · 0,4 = 0,16 

→ 8 = 0,3 · 0,2 = 0,06 

→ 8 = 0,3 · 0,8 = 0,24 

→ 8 = 0,3 · 0,8 = 0,24 

→ 8 = 0,3 · 0,2 = 0,06 
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