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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Este examen tiene dos opciones. Debes contestar a una de ellas. El examen consta de 
cinco ejercicios. Se podrán utilizar calculadoras no programables. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Se considera el sistema de ecuaciones lineales 








=++
+=++

=++
≡

1

12

22

azyx

zyax

zyx

S α , se pide: 

 
a ) Discutir su compatibilidad en función del parámetro a. 
 
b ) Resolver el sistema para α = 0. 
 

----------  
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
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b )  

Resolvemos para α = 0. El sistema resulta 

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
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=+

=++
≡

1

12

22

yx
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S , que es compatible de-

terminado. Resolviendo por la regla de Cramer: 
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2º) Sean los puntos A(3, 4, 1+2α) y B(-3, α, 0).  
 
a ) Calcular unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A y B. 
 
b ) Contestar de forma razonada a la siguiente pregunta: ¿existe algún valor de α para el 
cual dicha recta contenga al punto P(9, 4, 6)? 

 
---------- 

a ) 
 El vector director de la recta es cualquiera que sea linealmente dependiente del 
vector que determinan los puntos A(3, 4, 1+2α) y B(-3, α, 0). 
 

( ) ( ) ( )aaaaBABAv 21,4,60,,321,4,3 +−=−−+=−== . 
 
 Considerando, por ejemplo el punto B, obtenemos unas ecuaciones paramétricas 
de la recta r: 

( )
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b ) 

 Para que la recta r contenga al punto P(9, 4, 6) tiene que satisfacer su ecuación, 
es decir, se tiene que cumplir: 
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 Otra forma de resolver este apartado es la siguiente: 
 

La recta r contiene al punto P(9, 4, 6) cuando los vectores AP  o BP son lineal-
mente dependientes del vector ( )aaBAv 21,4,6 +−== . 
 

( ) ( ) ( )aaAPAP 25,0,621,4,36,4,9 −=+−=−= . 
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3º) Estudiar los máximos, los mínimos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
de la función ( ) 8123 −−= xxxf . Representar la gráfica de f. 
 

---------- 
 
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo cuando se anula su primera 
derivada. 
 

( ) ( ) 2;;204;;043;;0123' 21
222 =−=⇒=−=−=−= xxxxxxf . 

 
 Para diferenciar entre máximos y mínimos se recurre a la segunda derivada; si la 
segunda derivada es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata de 
un máximo relativo y si es positiva se trata de un mínimo relativo. 
 

( ) ( ) ( ) 20122·62''6'' −=⇒<−=−=−⇒= xpararelativoMáximofxxf . 

 
( ) ( ) ( ) ( )281624824882·1222 3 −==−=−+−=−−−−=− ff . 

 
Máximo relativo: P(-2, 8). 

 
( ) 20122·62'' =⇒>== xpararelativoMínimof . 

 
( ) ( )224824882·1222 3 ff =−=−−=−−= . 

 
Mínimo relativo: Q(2, -24). 

 
 Una función es creciente o decreciente en un punto según que su derivada sea po-
sitiva o negativa, respectivamente. 
 
 Por ser una función polinómica es continua en su dominio, que es R, por lo cual 
los valores que anulan la derivada (-2 y 2) dividen el dominio en entornos cerrados de 
crecimiento y decrecimiento. 
 
 Considerando un valor de uno de sus intervalos es suficiente para determinar los 
intervalos de crecimiento y decrecimiento, ya que son alternos. 
 
 Por ejemplo, considerando el valor x = 0, perteneciente al intervalo (-2, 2) resulta: 
 

( ) ( ) 0120'123' 2 =⇒−=⇒−= xparaeDecrecientfxxf . 

 
( ) ( )∞+∪−∞−⇒ ,22,oCrecimient  

 
( )2,2−⇒ntoDecrecimie  

 
Teniendo en cuenta lo anterior y que la función, por ser polinómica, no tiene asín-
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totas y que los puntos de corte con los ejes son los siguiente: 
 
 

( ) ( )8,080 −⇒−===⇒ AxfyxYEje . 

 
( ) ⇒=−−⇒==⇒ 08120 3 xxxfyxEje  Resolviendo por Ruffini se observa que 

no tiene raíces enteras; no obstante, tiene tres puntos de corte con los ejes, cosa que se 
deduce de sus puntos máximo y mínimo relativos y los periodos de crecimiento y de-
crecimiento. 
 
 La representación gráfica es la siguiente: 
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4º) Calcular la integral indefinida ∫ −+
+= dx
xx

x
I ·

2

8
2

, explicando el método seguido para 

el cálculo. 
 

---------- 
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5º) Las tres cifras de un número suman 18. Si a ese número se le resta el que resulta de 
invertir el orden de las cifras, se obtiene como resultado 594. Además la cifra de las de-
cenas es la media aritmética entre las otras dos. Hallar dicho número. 
 

---------- 
 
 Sea el número pedido ( )abcN = .  (No como producto). 
 
 Sabemos que las tres cifras del número suman 18: )1(18=++ cba . 
 
( ) ( ) ( ) ( ) )2(6;;5949999;;5941010010100594 =−=−=++−++⇒=− cacaabccbacbaabc  
 

( )302;;2;;
2

=+−=++= cbabca
ca

b  

 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3) obtenemos los 
valores de a, b y c: 
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El número pedido es el 963. 
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OPCIÓN B 
 

1º) a ) Discutir la compatibilidad del sistema de ecuaciones lineales 








=+−
=−−
=++

≡
azyax

zyx

zyx

S

2

323

232

, 

en función del parámetro α. 
 
b ) Resolver el sistema en el caso de indeterminación. 
 

----------  
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

  


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−
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



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−
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a
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'
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 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
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b )  

Resolvemos para α = 5. El sistema resulta 








=+−
=−−
=++

≡
525

323

232

zyx

zyx

zyx

S , que es compatible 

indeterminado.  
 

 Despreciando la tercera ecuación y haciendo λ=z : 




+=−
−=+

λ
λ
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. 
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yy =−=+−−= λλλ
7

11

7

10
232  

 

R

z

y

x

Solución ∈∀
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
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
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2º) Dado el plano que pasa por los puntos A(1, 0, 2), B(0, -1, 3) y C(α, 2, -4). ¿Es posi-
ble calcular el valor del parámetro α para que dicho plano contenga al punto P(-2, 3, 0)? 
En caso afirmativo, calcular dicho valor. 
 

---------- 
 
 Los puntos A(1, 0, 2), B(0, -1, 3) y C(α, 2, -4) determinan los siguientes vectores: 
 

( ) ( ) ( )1,1,12,0,13,1,0 −−=−−=−== ABABu . 
 

( ) ( ) ( )6,2,12,0,14,2, −−=−−=−== aaACACv . 
 
La expresión general del plano π que pasa por los puntos A, B y C es la siguiente: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) .0632744;;023714

;;06122122116;;0

621

111

21

,;

=+−−+−+−=−−+−+−

=−−−−−+−−−+−=
−−

−−
−−

≡

zaazyaxzayax

yxzazyax

a

zyx

vuAπ

 

 
( ) ( ) ( ) 012374 =−+−+−+≡ azayaxπ  

 
Para que el plano π contenga al punto P(-2, 3, 0) tiene que satisfacer su ecuación: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;0120·33·72·4
0,3,2

012374
=−+−+−+−⇒





−
=−+−+−+≡

aaa
P

azayaxπ
 

 
27;;027;;02202138 ==−=−++−+− aaaa . 

 
Para que el plano π contenga al punto P tiene que ser α = 27. 
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3º) Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva ( ) 124 3 +−= xxxf  que son 
paralelas a la recta 210 += xy . Estudiar los máximos y mínimos de f. 
 

---------- 
 
 La pendiente de la tangente a una curva en un punto es el valor de su derivada en 
ese punto. 
 
 La pendiente de la recta 210 += xy  es m = 10. 
 

( ) 1;;11;;1212;;10212' 21
222 =−=⇒===−= xxxxxxf . 

 
 ( ) ( ) ( ) ( )1,1112411·21·41 1

3 −−⇒−=++−=+−−−=− Tf . 

 
( ) ( )3,1312411·21·41 2

3 Tf ⇒=+−=+−=  

 
 Sabiendo que la ecuación de una recta conocidos un punto y la pendiente viene 
dada por la fórmula ( )00 xxmyy −=− , las rectas tangentes son las siguientes: 
 

( ) 091010101101 11 =+−≡⇒+=+=+⇒ yxtxxyt . 

 
( ) 0291030103101 22 =−−≡⇒−=−=−⇒ yxtxxyt . 

 
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo cuando se anula su primera 
derivada. 

( )
6

6
;;

6

6

6

6
;;

6

1
;;016;;0212' 21

222 =−=⇒±===−=−= xxxxxxxf . 

 Para diferenciar entre máximos y mínimos se recurre a la segunda derivada; si la 
segunda derivada es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata de 
un máximo relativo y si es positiva se trata de un mínimo relativo. 
 

( ) ( )
6

6
064

6

6
·24''24'' 6

6 −=⇒<−=








−=−⇒= xpararelativoMáximofxxf . 

 

( ) ( ) ( )
9

629

9

9636
1

3

6

9

6
1·2·4 6

63

6
6

6
6 +=++−=++−=+−−−=−f . 

 










 +−
9

629
,

6

6
: ArelativoMáximo  

 

( )
6

6
064

6

6
·24'' 6

6 =⇒>=








= xpararelativoMínimof . 
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( ) ( ) ( )
9

629

9

9636
1

3

6

9

6
1·2·4 6

63

6
6

6
6 −=+−=+−=+−=f . 
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
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
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

 −
9
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6

6
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4º) Sean ( ) ( )xxxf −= 4  y ( ) ( )6−= xxxg . Trazar un esquema gráfico del recinto que limitan 
y calcular su área mediante cálculo integral. 
 

---------- 
 
 La función ( ) ( ) 244 xxxxxf −=−=  es una parábola cóncava ( )∩  que corta al eje de 
abscisas en los puntos O(0, 0) y A(4, 0) y su máximo absoluto es el siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) )4,2(:424·22;;2024' BabsolutoMáximofxxxf ⇒=−==⇒=−= . 

 
 La función ( ) ( ) xxxxxg 66 2 −=−=  es una parábola convexa ( )∪  que corta al eje de 
abscisas en los puntos O(0, 0) y C(6, 0) y su mínimo absoluto es el siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) )9,3(:963·33;;3062' −⇒−=−==⇒=−= DabsolutoMínimogxxxg . 

 
 El punto de corte de las dos funciones se obtiene 
igualando sus expresiones: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ;;64;;64 22 xxxxxxxxxgxf −=−−=−⇒=  
 

( )
( )

( )







−→=

→=

⇒=−=−
5,55

0,00

052;;0102

1

1

2

Ex

Ox

xxxx . 

 
 La representación gráfica de la situación se refleja 
en la figura adjunta. 
 
 Para determinar el área del recinto que determinan 
tendremos en cuenta que las ordenadas de f(x) son iguales 
o mayores que las correspondientes ordenadas de g(x) en 
el intervalo correspondiente al recinto. 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )

Su
x

x
xx

dxxxdxxxxxdxxxxxdxxgxfS

==−=−=−







−=








−=








−=

=−=+−−=−−−=−= ∫∫∫∫

2
3

2

5

0

3
2

5

0

32

5

0

2
5

0

22
5

0

5

0

3

125

3

250375

3

250
1250

3

5·2
5·5

3

2
5

3

2

2

10

·210·64·64·
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5º) Sean x e y dos números positivos cuyo producto vale 16. ¿Puede ser la suma x + y 
menor que 7? Razonar la contestación. 
 

---------- 
 
 Se trata de calcular los dos números que cumpliendo lo pedido sumen lo mínimo. 
 
 .MínimoyxS ⇒+=  
 

S
x

x

x
xyxS

x
yyx =+=+=+=⇒== 161616

;;16·
2

. 

 
 Para que la suma sea mínima, su derivada tiene que ser cero: 
 

( ) ( ) ( )xS
x

x

x

xx

x

xxx
xS '

161621·16·2
'

2

2

2

22

2

2

=−=−−=+−= . 

 

( ) 4;;4016;;0
16

0' 21
2

2

2

=−=⇒=−=−
⇒= xxx

x

x
xS . 

 
La solución lógica es x = 4. (La solución x = -4, en teoría, es para máximo) 
 
Vamos a justificar que x = 4 es para que la suma sea mínima: 
 

( ) ( ) ( ) ( )xS
xx

xx

x

xx

x

xxxx
xS ''

32322216222·16·2
''

33

22

3

22

4

22

==+−=−−=−−= . 

 

( ) justificarqueríamoscomoxparaMínimoS ,40
2

1

64

32

4

32
4''

3
=⇒>=== . 

 

Para x = 4 es 4
4

16 ==y , cuya suma es 8 > 7. 

 
La suma de los números no puede ser menor ni igual que 7. 
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