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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Este examen tiene dos opciones. Debes contestaa dauellas. El examen consta de
cinco ejercicios. Se podran utilizar calculadoragrogramables.

OPCION A

x+(A+1)y+Az= A+l
1°) Dado el sistemaAy+z=0
x+y=1

a ) Discutirlo segun los valores del parametro A.

b ) Resolverlo, si es posible, para el caso dedA =

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesites:

1 A+1 A 1 A+1 A A+l
M=0 A 1|yM=0 A 1 O
1 1 0 1 1 0 1

El rango de M en funcion del parametro A es alisigte:

1 A+1 A
IM|=|0 A 1|=A+1-A’-1=A-A’=A(l-A)=0= A =0;; A =1.
1 1 0

AZ0
Para {A#l} = RangoM = RangoM '=3=n°incognitas= Compatibledeterminado
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Para A=0 = M'= = {F,=F,} = RangoM'=2.

P O R
P O R
o R O
P O R

Para A=0 = RangoM = RangoM'=2<n°incégnitas= Compatibleindeterminado

1 212 1 2 2
Para A=1= M'=|0 1 1 0|= RangoM'= |0 1 0|=1-2=-1= RangoM'=3.
1101 111

Para A=1 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilde

b)
X+35y+4z=5
Para A = 4 el sistema resukltay+z=0 , que es compatible determinado.
X+y=1

X+5y+4z=5

4y+z2=0; - z=-4y = 1—y+5y+4-(—4y):5;;4y—16y:4;; -12y=4;;.
Xx+y=1 - x=1-y
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2°) Dados los puntos A(1, 2, 3), B(1, -2, 4) y G@Lp):

a ) Calcular el valor del parametsp de tal manera que los tres puntos A, B y C estél
alineados.

b ) En el caso de = 5 hallar la recta r que pasa por el origen yapemas sea perpen-
dicular al planat que contiene a los puntos A, By C.

a)
Los puntos A, B y C estaran alineados cuandodosovesu = AB y v = AC sean
linealmente dependientes.

u=AB=B-A=(1, -2 4)-(1, 2 3)

(0, -4,1).
v=AC=C-A=(1 -3 a)-(1 2 3)=(0, -5, a-3).

Tiene que cumplirse quge:_—gEis = 4a-3)=5;; 4a-12=5;; a=1
— a_

Los puntos A, B y C estanalineados para azlz7

b)
Paraa = 5 los vectores son =(0, -4,1) y v=(0, -5, 2).

x-1 y-2 z-3
La ecuacion general del plan@s la siguienten(A; u, V)s 0
0
—8(x—1)+5(x—1)=0 " —3(x—1):O = m=x-1=0.

El vector normal der es'n =(1, 0, 0).

La recta r pedida es la que tiene como vectoctdirea n =(1, 0, 0) y pasa por el
origen de coordenadas; por ejemplo, su expresibomnsEs ecuaciones parametricas es:

Xx=A
r=<y=0, UAOR
z=0
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3°) Dada la funcioénf(x) = AxX’ + Bx, sabemos que pasa por el punto P(1, 1) y adengés q
en ese punto tiene tangente paralela a la rect8y.=

a ) De acuerdo a dichas condiciones calcular lmsesde Ay B.

b ) Determinar los extremos relativos, sus int@wvale crecimiento y decrecimiento y
por ultimo realizar un dibujo de la funcion.

a)
Por pasar por P(1, 1) tiene que cumplirse queB=1. (1)

Por ser su tangente en P paralela a la rect8y tiene que sef (1) =1:
f'(x)=3A¢ +B = f'(1)=3A+B=-3. (2)
Resolviendo el sistema formado por las ecuacifies(2):

A+B=1| -A-B=-1
= 2A=-4;; A=-2:; A+B=1 - -2+B=1;; B=3.
3A+B=-3] 3A+B=-3 -

b)
La funcion resulta sef(x) = -2x° + 3x.

Los extremos relativos son los siguientes:

f'(x)=-6x*+3=0 - 2x*=1;; =t xlz—ﬁ - xzzﬂ.
2 2 2
f (x)=—12x - f"(—TZ)=—12 (—%]=+6\/§>0 = Minimo relativo para x:—g.
3
f(—@):—Z —Q +3 —ﬂ =£——3ﬁ=—ﬁ = Minimo relativo: M —Q, -2 1.
2 2 2 2 2
f"(@):—12-72:— 2 >0 = Maximo relativo para ng.

f(@):—z[gf+3-g:—%+¥:ﬁ = Maximo relativo: N[% \/EJ

Nétese que la funcidri(x) = -2x°* +3x es impar por lo cual los extremos relativos
son simétricos con respecto al origen.



Teniendo en cuenta que la funcidn es polinomigal@ninio es R, y es continua
en R; por otra parte, una funcion es crecienteapedéente segin que su derivada sea
positiva 0 negativa, respectivamente:

2

f'(x)=-6x+3=0 - 2x*=1;; x*== = f'(x)<0 = |x|>7.

Decrecimiato: (—oo, —QJD(Q +oo]

N

2 2

f'(x)>0 = |x|<% = Crecimienb:

)

Los puntos de corte con el eje de abscisas son:

f(x)=-2x+3x=0;; -x(2¢-3)=0;; x=0-0(0,0) ;; 2x* =3 ;; x2=§ =

$-fifent )

=Ty o0 T )T 290

La representacion grafica de la funcion es, apragamente, la de la figura.

Yy t f(x) = -2x% +3x
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4°) Dadas las curvag=x* e y=x?;
a ) Dibujar el recinto finito limitado por las gigds de las dos curvas.

b ) Calcular el area de dicho recinto.

a)
‘ \i ’ / Los puntos de corte de las curvas se obtie-
y= NG nen igualando sus ecuaciones:
4
y=x*
V4 y = X2 = xX*=x';; x'"-x*=0; xz(z—l):o,,
3 4
LY y =X
\ / N
2 x=%=0-0(00) ;; ¥*-1=0=
S x, =1 - B(1, 1)
A g B, ‘ —
La representacion gréfica, aproximada, de la
situacion se puede observar en el gréfico.
-2 -1 O 1 2x

Como se observa, las dos curvas son simétrica
con respecto al eje de ordenadas.

b)

Teniendo en cuenta la simetria de las curvas ylagi@rdenadas de la curva
y=x* son iguales o mayores que las correspondientenadds de la curva=x*, la
superficie pedida es:

1 3 571 _
S:2'J-(X2—X4)'dX:2' X_—X_ =2. (E—Ej—o :E—g:w:iuzzs_
0 3 5 0 3 5 3 5 15 15
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59) En el patio de un Instituto hay 80 escolarirseados en 8 filas y 10 columnas. Ca-
da escolar da la mano a todos los escolares e @&su alrededor. Suponiendo que el
saludo entre dos personas se cuenta como un @himns ¢, Cuantos saludos se dieron
en total?

Cada uno de los 4 escolares situados en las asgs@tudan a tres compareros;
los que estan en la fila o columna externa (excldgdas esquinas) son 28 escolares,
gue saludan cada uno de ellos a 5 compafierosstes gee son 48, saluda cada uno de
ellos a 8 compaiieros. Teniendo en cuenta, com@seline, que el saludo entre dos
personas se considera un solo saludo, el totalddas es el siguiente:

_ 4:3+28:5+48 -8
2

N =2-3+14-5+24-8=6+70+192=268.

El total de saludos es de 268.
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OPCION B

a b 2
1°) Para cada par de numeres ), se consideran las matriceés=|1 1 -1| y
35 5
2 a 1
B=[1 b -1|.
2 2 -1

a ) Calcular los determinantes de las matriceBA y
b ) Paran = b =1, calcular el determinante de la matrizipicio A - B.

c ) Obtener, razonadamente, para qué valoresyde ninguna de las dos matrices tiene
matriz inversa.

a)

|A|= =5a-3p+10-6+5a-5b=10a~-8b+4=| Al

[ —
o~ T

|

=

(en
I
[EEN

|B|=|1 =-2b-2a+2-2b+4+a=-a-4b+6=|B|.

b)

Teniendo en cuenta que el determinante del prodietdos matrices es igual al
producto de los determinantes de las matrices,goarh = 1, el determinante de la ma-
triz producto A - B es el siguiente:

|A-B|=|A|-|B|=(10a-80+4)-(-a-4b+6) = Parao =b = 1:
|A-B|=(10-8+4)-(-1-4+6)=6-1=6=|A-B]|.

c)
Una matriz no tiene inversa cuando su determinesiteero, por lo tanto, para que

ninguna de las matrices A y B tengan inversa ess@io que sus determinantes sean
ambos cero:

= 6a-4=0;; a=

10a-8b+4=0| 5a-4b+2=0
-a—-4b+6=0| a+4b-6=0
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2°) Se sabe que el plame x+y+z=4 es perpendicular al segmento AB y que lo divide

en dos partes iguales. El punto es A(1, 0, 0).e8HaB coordenadas de punto B y calcula
la interseccién del segmento AB con el plano.

Un vector normal al plamm es: n =(1, 1, 1).

A(1, 0, 0) La recta r es la que pasa por el punto Ay
C es perpendicular al plano tiene como vector di-

rector an =(1, 1, 1) y su ecuacion, dada por unas

Iy 4 ecuaciones parametricas es la siguiente:
M
X=1+A
r=qy=4
z=A
B(X,y, 2)

' El punto M, interseccion del plaro con

la recta r, tiene que satisfacer las ecuacionesnib®s, por lo tanto:
ﬂEX+y+Z:4

X=1+A
r=ly=) = [1+2)+A+1=4;;31=3;; A=1 = M(211).

z=/

Para que M sea el punto medio de AB tiereeagumplirse que AM = MB:

1+x .;0+y=1ﬂy:2;;022=1ﬁz:2:3 B(3 2 2)

N
N
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3°) Una empresa fabrica cajas de cartdn sin tapagldmen 4.000 cinSe sabe que las
cajas tienen su base cuadrada. Hallar la altutdagle de la base de cada caja para que
la cantidad de carton empleado en fabricarlasespdanima posible.

V=x2-h=4000= h="209 " (x
I, S
| La superficie de la base &= x’ y la super-
h : ficie del resto del envase €S;=4xh y que, tenien-
—_—F-—-- do en cuenta el valor de h, se puede poner de |
e forma siguiente:
e
Z 4000
X S, =S +S, =x*+4xh=x*+4x - =

X2

N 16000 _ X + 16000 _
X X

S, .

Para que el carton empleado sea minimo, su derd@&atiene que ser cero:

_3x% - x—(x*+16000) -1 _ 3x* - x* ~ 16000 _ 2x° -~ 16000 _
S '= NG - NG - NE -

0=
= 2x®-16000=0 ;; x*-8000=0 ;; x> = 8000=20° = x=20 cm.
Sustituyendo el valor de x en (*) obtenemos ebvée h:

h:ﬂ):ﬂ):lo cm

La cantidad de cartdn es minima para 20 cm deldada base y 10 cm de altura.
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a)
u=Lx - du= Lol 4 s g
=23 Lx-dx = * b= =Lx X?-XE_X_
25 -dx=dv - v= X
2
4 4
Xkt ax= X k-t X e =X g x-1)+c =1,
2 2 2 2 4 8
b)
X—2 X—2 A B Ax-A+Bx+B
l.=|—— .dx=|——"—~——-dXx=|| —+—1-dx= .dx=
? Ixz—l X J-(x+1)(x—1) X I(x+1+x—1J X I x? -1 X
:j(AJ’B)X;(_AJ’B)-dx: AYBEL L oB=-1B=-1; Ast-B=1+2=32als
x -1 -A+B=-2 2 2 2
;3
:|2:J'( ot 1} dx=— x_+1 ——J'— dx——L|x+1| —L|x 1|+C.
3
|2=EL (X+1) +C=1,
2 x-1
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59 Compruebe que un poligono convexo de 6 ladogs ©® diagonales.
a ) ¢, Cuantas diagonales tendra un poligono cordexoados?

b ) ¢ Cuantos lados tiene el poligono convexo qeee@a30 diagonales?

a)

Un poligono de n lados tiene n vértices. El nuniBr@segmentos que unen cada
uno de los vértices con todos y cada uno de losageamn las combinaciones de n ele-
mentos tomados de dos en dos, pero de aqui tersgpmoguitar los lados, que no son
diagonales, por lo tanto, el nimero de diagonadasndpoligono de n lados es:

"ot T2 2 2

_ 2 _o_ _
N:Cn,z‘”:(gj_”_ n! _n(n 1)_n:n n-2n_n(n-3)

b)
Aplicando la formula anterior, sabiendo que N 8:23

230:@ - 460=n%-3n:: n>—3n-460=0.

_3+,9+4-460 _3++/9+1840 _3++/1849 _3+43
2 2 2 2

n

= n =23;; n,=-20.

La solucion -20 carece de sentido légico.

El poligono convexo que posee 230 diagonales #i8rdados.
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