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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Este examen tiene dos opciones. Debes contestar a una de ellas. El examen consta de 
cinco ejercicios. Se podrán utilizar calculadoras no programables. 
 
OPCIÓN A 

1º) Dado el siguiente sistema de ecuaciones 

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
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a ) Discutirlo según los distinto valores de α. 
 
b ) Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado. 
 

-----------  
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
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 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
 

( ) ( ) 101121221

021

10

11
2222 =⇒=−−=+−−=−+−=+−−=−= aaaaaaaa

a

a

a

M . 

 
adoerCompatibleincógnMRangoMRangoaPara mindet.º3'1 ⇒===⇒≠  

 

 { } 2'

0

1

1

021

110

111

'1 321 =⇒=+⇒
















−−=⇒= MdeRangoFFFMaPara . 

 
adoerinCompatibleincógnMRangoMRangoaPara mindet.º2'1 ⇒<==⇒=  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
b ) 

 Para α = 1 el sistema es 








=+
−=−

=++

02

1

1

yx

zy

zyx

, que es compatible indeterminado. 

 
 Despreciando una de las ecuaciones (primera) y haciendo λ=y : λ+=1z , λ2−=x . 
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2º) Dado el punto P(1, 0, -2) y la recta 




=−
=−+

≡
52

742

yx

zyx
r . 

a ) Determina la recta s que corta a r, es perpendicular a r y pasa por el punto P. 
 
b ) Halla la distancia entre el punto P y su simétrico Q respecto de la recta r. 
 

---------- 
a )  

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del produc-
to vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son los si-
guientes: ( )4,1,21 −=n  y ( )0,1,22 −=n . 
 

 ( )1,2,14844228

012

412' 21 =⇒−−−=−−−−=
−

−=∧= rr vkjiikkj

kji

nnv . 

 
 El haz β de los infinitos planos perpendiculares a la recta r tiene la siguiente for-
ma implícita o general: 02 =+++≡ Dzyxβ . 
 
 De los infinitos planos del haz β, el plano π que contiene al punto P(1, 0, -2) es el 
que satisface su ecuación: 
 

 ( ) 0121;;020·21
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=+++≡⇒==+−+⇒





−
=+++≡

zyxDD
P

Dzyx
π

β
. 

 
 El punto A intersección de la recta r y el plano π es la solución del sistema que 

forman, que es 
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 El vector director de s es ( ) ( ) ( )1,1,11,1,22,0,1 −−=−−−−=−== APAPvs .  
 

La recta s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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b )  

La distancia entre el punto P y su simétrico Q respecto de la recta r es el doble de 
la distancia de P a r. Para determinar un punto de la recta r la expresamos por unas 

ecuaciones paramétricas: =−+=+−=⇒=⇒

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7252
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rz . Un punto de r es B(0, -5, -3). 

 
La distancia d del punto P a la recta r puede determinarse teniendo en cuenta que 

B(0, -5, -3) es un punto de r y ( )1,2,1=rv  es el vector director de la recta r. 
 
 Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un gráfico aproximado de la 
situación. 

 Teniendo en cuenta que rvdS ·=  y que 

también puede ser BPvS r ∧= , se deduce que la 

distancia es: ( )
r

r

v

BPv
rPd

∧
=, . 

 
 El vector BP es:  
 

( ) ( ) ( )1,5,13,5,02,0,1 =−−−−=−= BPBP . 
 
 Aplicando la fórmula de la distancia: 
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3º) Una franquicia de tiendas de electrónica ha estimado que sus beneficios semanales 
(en miles de euros) dependen del número de tiendas n que tiene en funcionamiento de 
acuerdo con la expresión ( ) ( )241524 2 +−−= nnnnB . Determina razonadamente: 
 
a ) El número de tiendas que debe tener para maximizar sus beneficios semanales. 
 
b ) El valor de dichos beneficios máximos. 
 

---------- 
a )  

Para que los beneficios sean máximos es necesario que se anule la derivada de la 
función que determina dicho beneficio: 

 
( ) ( ) ( ) =−+−=+−−+−=−−+−−= 96120246016966081544241524' 2222 nnnnnnnnnnnB  

 

( ) 1;;4
2

35

2

95

2

16255
;;045;;04524 21

22 −==⇒
±=±=−±==+−=+−−= nnnnnnn . 

 
 La solución n = -1 carece de sentido lógico. 
 

El número de tiendas que maximiza los beneficios es cuatro. 
 
 La justificación de que se trata de un máximo nos viene dado por el signo de la 
segunda derivada para el valor encontrado: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ...,0123·45844''524'' jqcMáximoBnnB ⇒<−=−=−−=⇒−−=  

 
b )  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 644·163632·16246016·2·16244·154·2·4·44 2 =−−=−−=+−−=+−−=B . 
 

El beneficio máximo es de 64.000 euros. 
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4º) Dadas las tres funciones ( )
x

xf
1= , ( ) xxg 9=  y ( ) xxh 25= . 

 
a ) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las tres gráficas. 
 
b ) Calcular el área de dicho recinto. 

---------- 
a )  
 Los puntos de corte de f(x) con las otras dos funciones en el primer cuandrante 
son los siguientes: 
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 La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b )  

De la observación de la figura se deduce el área a calcular, que es la siguiente: 
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5º) El número 140120 7·3=N  es muy grande. ¿Sabrías obtener el dígito correspondiente a 
las unidades? Razónalo. 

---------- 
 
 Las sucesivas potencias de 3 son las siguientes: 
 
 ····21873;;7293;;2433;;813;;273;;93;;33;;13 76543210 ========  
 
 Se observa que las terminaciones son los dígitos 1, 3, 9, 7 en sucesivas repeticio-
nes periódicas. En general n3  termina en el mismo dígito que 3 elevado al resto de la 
división de n entre 4. 
 
  
 
 
 Las sucesivas potencias de 7 son las siguientes: 
 
 ;;1176497;;168077;;24017;;3437;;497;;77;;17 6543210 =======  
 

····82354377 =  
 
 Se observa que las terminaciones son los dígitos 1, 7, 9, 3 en sucesivas repeticio-
nes periódicas. En general n7  termina en el mismo dígito que 7 elevado al resto de la 
división de n entre 4. 
 
  
 

 
El número N = 3120 · 7140 termina en 1 · 1 = 1. 

 
********** 

120    4 
  0    30  3120   → →    30   →   1 

140    7 
  0    20  7140   → →    70   →   1 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dada la matriz  
















=
m

m

m

A

71

31

31

. 

 
a ) Estudia el rango de A en función de los valores del parámetro m. 
 
b ) Para m = 0 halla la matriz inversa de A. 
 

---------- 
a )  
 El rango de M en función del parámetro m es el siguiente: 
 

( ) ⇒=−=−=−=−−−++== 03;;03412432197
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m

m

m
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b )  

Para m = 0 la matriz es 









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=
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310
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A . Se obtiene la matriz inversa por el método 

de Gauss-Jordan. 
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2º) Se consideran los puntos A(1, -1, 0) y B(2, 0, 3). 
 
a ) ¿Es posible encontrar un plano que sea perpendicular a la recta que une A y B y que 
además pase por el punto C(2, 2, 3)? En caso afirmativo hallar la ecuación de dicho 
plano, en caso negativo razonar la respuesta. 
 
b ) ¿Es posible encontrar una recta que pase por A, B y C? En caso afirmativo hallar la 
ecuación de la recta, en caso negativo razonar la respuesta. 
 

---------- 
a )  
 Los puntos A y B determinan el vector: ( ) ( ) ( )3,1,10,1,13,0,2 =−−=−= ABAB . El 
haz de planos β perpendiculares a la recta que pasa por A y B tiene por ecuación general 
 

03 =+++≡ Dzyxβ . Si existe un plano π del haz β que contenga al punto C(2, 2, 3) tiene 
que satisfacer su ecuación: 
 

( ) 13;;013;;094;;03·322
3,2,2

03
−==+=++=+++⇒



=+++≡

DDDD
C

Dzyxβ
.  

 
El plano existe y es: 

0133 =−++≡ zyxπ  

 
b )  

Para que exista una recta r que pase por A, B y C, los vectores ( )3,1,1=AB  y AC  
tienen que ser linealmente dependientes. 

 
( ) ( ) ( )3,3,10,1,13,2,2 =−−=−= ACAC  

 
Los vectores ( )3,1,1=AB  y ( )3,3,1=AC  no son linealmente dependientes por no 

ser proporcionales sus componentes: 
3

3

3

1

1

1 ≠≠ . 

 
No existe ninguna recta que pase por los puntos A, B y C. 
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3º) Dada la función ( ) CBxAxxxf +++= 23 . 
 
a ) Hallar los valores de los parámetros A, B y C para que f tenga un extremo en x = 0 y 
otro en x = 2. ¿Son únicos dichos parámetros? 
 
b ) Determinar de qué tipo de extremo se trata (máximo o mínimo). 
 
c ) Representar f en el caso de C = 0. 
 

---------- 
a )  
 La función ( ) CBxAxxxf +++= 23  tendrá un extremo para x = 0 y para x = 2 cuan-
do su primera derivada se anule para estos valores: 
 

 ( )
( )

( )







−==+=++=

==

⇒++=
3;;03;;004122'

00'

23' 2

AAAf

Bf

BAxxxf . 

 
 La función resulta ( ) Cxxxf +−= 23 3 . 
 

Son únicos los parámetros hallados, pero C puede tomar cualquier valor real. 
 
 
b )  

 ( )
( )

( )








=<⇒>=−=

=⇒<−=

⇒−=−=
2066122''

0060''

66'';;63)(' 2

xpararelativoMínimof

xpararelativoMáximof

xxfxxxf . 

 
 
c )  

Para C = 0 la función es ( ) 23 3xxxf −=  y los extremos relativos son los siguientes: 
 

( )
( ) ( )

( ) ( )







−⇒−=−=−=

⇒=

⇒−=
4,2:41282·322

0,0:00

3
23

23

PrelativoMínimof

OrelativoMáximof

xxxf . 

 
La función pasa por el origen de coordenadas, donde tiene un máximo relativo, y 

además corta al eje X en los siguientes puntos: 
 

( ) ( ) ( )0,33;;03;;030 223 Qxxxxxxf ⇒==−=−⇒= . 

 
Con los datos anteriores y teniendo en cuenta que pasa por el punto R(-1, -4), 

puede hacerse una representación gráfica, aproximada de la función, que es la que apa-
rece en el siguiente gráfico. 
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4º) Explicar en que consiste el método de integración por partes y aplicarlo para calcular 
las integrales ∫= dxxLxA ··  y ( )∫= dxxxA ·2cos· . 

 
---------- 

 
 El método de integración por partes está basado en la diferencial (derivada) de un 
producto, teniendo en cuenta que si u y v son dos funciones de x se cumple que: 
 

( ) dvuvduvud ··· +=  
 

 Teniendo en cuenta que la integral de una suma algebraica de funciones es igual a 
la suma algebraica de las integrales de las funciones, podemos escribir: 
 

( ) ∫∫∫ += dvuvduvud ···  

 
 Teniendo en cuenta que ( ) vuvud ·· =∫ , la expresión anterior puede ponerse de la 

forma: 

∫∫ −= duvvudvu ···  

  
 La expresión anterior es la que se conoce como la del método de integración por 
partes. 
 
 Aplicando la fórmula anterior podemos determinar las integrales pedidas. 
 

=−=⇒



















=→=

=→=
⇒= ∫∫ dx

x

xx
xLA

x
vdvdxx

dx
x

duxLu
dxxLxA ·

1
·

22
·

2
·

·
1

··
22

2
 

 

( ) ACxL
x

C
x

xL
x

dxxxL
x =+−=+−=−= ∫ 12

42
·

2

1
·

2
·

2

1
·

2

2222

. 

 
 

( ) ⇒














=→=

=→=
⇒= ∫ )2(

2

1
·2cos

·)2(cos·
xsenvdvdxx

dxduxu
dxxxB  

 

=−=−=⇒ ∫∫ dxxsenxsen
x

dxxsenxsenxI ·)2(
2

1
)2(·

2
·)2(

2

1
)2(

2

1
·  

 

( )[ ] BCxxsenxCxxsen
x =++=++= )2(cos2·2

4

1
)2(cos·

2

1
·

2

1
)2(·

2
. 
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5º) La suma de 25 múltiplos seguidos de 13 es 7.150. ¿Cuál es el primer múltiplo de 13 
que aparece en dicha suma? ¿Cuál es el último múltiplo de 13 que aparece en dicha su-
ma? 

---------- 
 
 Los 25 múltiplos consecutivos de 13 forman una progresión aritmética de 25 su-
mandos y cuya diferencia es 13. 
 
 Sabiendo que el término general de una progresión aritmética es ( ) dnaan ·11 −+= . 
 
 En la expresión anterior del término general conocemos n = 25 y d = 13, con lo 
cual el último término de la progresión aritmética es: ( ) 31213·125 11 +=−+= aaan . 
 
 Sabiendo que la suma de los términos de una progresión aritmética viene dada 

por la fórmula n
aa

S n
n ·

2
1 += , y sabiendo que Sn = 7.150 y expresando el valor de αn en 

función de α1: 
 

 ( )
130;;2260;;2312732;;3122

25

2·150.7
;;25·

2

312
150.7 1111

11 ===−+=++= aaaa
aa . 

 
 4423121303121 =+=+= aan . 
 

El primer múltiplo de 13 es 130 y el último, 442. 
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