I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

JULIO — 2014
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Este examen tiene dos opciones. Debes contestaa dauellas. El examen consta de
cinco ejercicios. Se podran utilizar calculadoragrogramables.

OPCION A
—-X+my+2z=m
1°) Dado el sistema de ecuaciones linegles+ my-z=2
mx—y+2z=m
a ) Discutir el sistema segun los valores del patéom.

b ) Para m = -1 resolver en caso de que sea poSibds imposible explicar por qué.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

-1 m 2 -1 m 2 m
A= 2 m -1lyA={2 m -1 2].
m -1 2 m -1 2 m

El rango de A en funcion del parametro m es elisige:
-1 m 2

|A|=|2 m -1=-2m-4-m’-2m’+1-4m=-3m*-6m-3=0;; m’+2m+1=0 ;;
m -1 2

(m+1)?=0 = m=-1.

Para m# -1 = RangoA= RangoA'=3=n°incognitas = Compatibledeter minado

-1 -1 2 -1
Param=-1= A=| 2 -1 -1 2 |= {F,=F,} = RangoA=2.
-1 -1 2 -1
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Para m=-1 = RangoA=RangoA=2<n°incognitas= Compatibleindeterminado

b)

-X-y+2z=-1
Resolvemos para m = -1. El sistema res

y-z=2 , que es equivalente al
-X-y+2z=-1
. 2X-y—-2=2 . . .
sistema , que es compatible indeterminado.
-X-y+2z=-1

Parametrizando una de las incognitas, por ejempia,, resulta:

2X—y=2+A1
X7y = 3X=3+31;; X=1+A;; y=1+2A-x=1+24A-1-4;; y=A.
X+y=1+24 —
Xx=1+A
Solucion <y=A ; OAOR
z=A
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2°) Dado el punto P(2, -1, 3) y la recrtagz%7=T

a ) Calcular la proyeccion del punto P sobre léarec
b ) Calcular la distancia de P arr.

c ) Obtener el simétrico del punto P respectoradta r.

a)
El haz de planoB perpendiculares a la recta r tiene como vectomaba cual-
quier vector que sea linealmente dependiente d#bwelirector de la recta r, que es

v, =(3 5 2).
La expresion general iees la siguientes =3x+5y+2z+D =0.

De los infinitos planos del hdgz el planor que contiene al punto P(2, -1, 3) es el
gue satisface su ecuacion:

L=3x+5y+2z+D =0

}:3-2+5-(—1)+2-3+D=0;; 6-5+6+D=0;; 7+D=0;;
P(2 -1, 3)

D=-7 = m=3x+5y+2z2-7=0.

El punto P’ pedido, proyeccion de P sobre r, gauato de interseccion del plano
mcon larectar.

x=31
La expresion de r por unas ecuaciones parameasias, y =-7+54.
z=2+2A

T=3X+5y+2z-7=0
x=31

r=<y=-7+54
z=2+24

= 3(34)+5(-7+514)+2(2+24)-7=0 ;;

94 -35+25)+4+4A-7=0;; 381-38=0;; 1-1=0;; A=1= P'(3 -2 4).
b)
La distancia d del punto P a la recta r puede oht@rse teniendo en cuenta que

A(0, -7, 2) es un punto de ry =(3 5, 2).

Para facilitar la comprension del ejercicio haceman gréafico aproximado de la



situacion, que es el que expresa la figura adjunta.

—_—

Teniendo en cuenta qu&e=d -| v, | Y que también puede s8k

v Dﬁv‘ , se de-

v, OAP

\Y/

r

duce que la distancia es(P, r)=

El vector AP es:
AP=P-A=(2 -1 3)-(0, -7, 2)=(2 6, 1).

Aplicando la formula de la distancia:

_|Bi+4j+18k-10k-12 -3j| _|-7i+j+8k|
2 452 422 9+25+4 V38

(-7 +12+8 _J49+1+64 114 /3 uni
- = = =+/3 unidades=d(P, r).
V38 V38 V38 )

c)
Para que P” sea el punto simétrico de P con
respecto ar, tiene que cumplirse lo siguiente:

El punto P’ de interseccion de la recta r con el
planorn es P’(3, -2, 4) obtenido en el apartado a ).

Con objeto de clarificar la situacién, la expre-
samos en la figura adjunta.

Para que P” sea el punto simétrico de P c,on/
respecto ar, tiene que cumplirse que:

PP=PP" = P-P=P"-P' ;;

(3 -2 4)-(2 -1, 3)=(xy,2)-(3 -2 4);;

x-3=1 - x=4
(1 -1, 1)=(x-3 y+2 z-4) = {y+2=-1 - y=-3} = P"(4, -3 5).
z-4=1 -5 z=5
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3°) a ) Dada la funciérf(x)=x® -3x+1, estudiar sus intervalos de crecimiento y decre-
cimiento y los maximos y minimos.

b ) Trazar un dibujo aproximado de la grafica decontestar de forma razonada a la
siguiente pregunta: ¢ cuantos valores de x satrisf@ce= 0?

a)
Por ser f(x)=x*-3x+1 una funcién polinémica tiene por dominio al confude
los nimeros reales.

Una funcion es creciente o decreciente cuand@suadia es positiva 0 negativa,
respectivamente.

f'(x)=3x>-3. f'(x)=0 =3x*-3=0;; 3.(x2 —1)=O = x =-1 x, =1.

Los valores que anulan la primera derivada dividledominio de la funcién en
tres intervalos en los cuales la funcion es, atéramente, creciente o decreciente. Pa-
ra diferenciarlos determinamos el signo de la @éeiavpara un valor sencillo, por ejem-
plo para x = 0:f'(0)=-3<0.

De lo anterior se deducen los periodos de crentmig decrecimiento, que son
los siguientes:

Decrecimiato: f'(x)<0 = x0O(-1 1).

Crecimieno: f'(x)>0 = xO(-c0, —=2)0(1, +0o).

Una funcion tiene un maximo o un minimo relativogolas valores de x que anu-
lan la primera derivada; para diferenciar los masrde los minimos se recurre a la se-
gunda derivada: si es positiva para los valoresaguéan la primera derivada se trata de
un minimo y, si es negativa, de un maximo.

x, =-1 - f"(-1)=-6<0 - Maximo relativo para x=-1

fr(x)=6x = {

x,=1 -~ f"(1)=6>0 - Minimo relativo para x=1

f(-1)=(-2°-3-(-1)+1=-1+3+1=3 = Maximo: A(-1, 3)

f(1)=1°-3-1+1=1-3+1=-1 = Minimo: B(1, -1)

b)

La representacion grafica de la funcién se dedecéos datos obtenidos en el
apartado anterior. Para una mayor aproximacioradgdfica se determinan los puntos
de corte con los ejes que son los siguientes:



Eje Y: Se obtienen para x = 0. El punto de cornt€@s 1).
Eje X: Son los puntos cuyas abscisas son los \atigex que anulan la funcién:

f(x)=0 = x*-3x+1=0. Resolviendo por Ruffini se comprueba que tresesade

la ecuacion f(x) = 0 son numeros irracionales. dthero de raices son tres porque las
ordenadas de su maximo y minimo son de signo diieréo cual permite establecer
tres intervalos de la forma (-p, -1), (-1, 1) y ¢),en los cuales puede aplicarse el teo-
rema de Bolzano, con tal de que p y g sean loisnfemente grandes.

Por consiguiente, la contestacion gue se pideess t

La representacion grafica de la funcion es, apragamente, la que indica la fi-
gura siguiente.

f(x)=x*—3x%+1
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4°) Dibujar el recinto encerrado entre la grafieda funciony=x*-6x y la de la fun-
cion y=3x y calcular su area.

\(A

y = X* — BX Los puntos de corte de la recta y la parabolale®n
siguientes:

x, =0 - 0O(0, 0)

x? —6x=3x ;; X2 -9x=x(x-9)=0 =

x,=9 -~ A9, 27)

La funcion y=x*-6x corta a los ejes de coordenadas
en los puntos O(0, 0) y B(6, 0).

La representacion grafica de la situacion es lade
gura.

Por ser todas las ordenadas de la parabola memozes
las correspondientes ordenadas de la recta emeelaio re-
ferente al area a calcular, (0, 9), la superfiaalaular es:

9 9 2 o]’
S=£[3x—(x2 —6x)] : dx:!;(—x2 +9x)-dx={—§+7}o =

3 2 —
:(_9_+ 9-9 J—o:93(1—1j:531-9-3—62:81-3-%:%)’:1215u2 =s
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59 Se hacen variar las tres dimensiones de uaactjca (las tres dimensiones igua-
les) de la siguiente manera: se aumenta un 20 8fiisa, se disminuye un 20 % su an-
chura y se mantienen la misma dimension para gurkar

a ) ¢ Afecta esta variacion a su volumen? ¢ Cuanto?

b ) ¢ El area total de la nueva caja disminuye endrlveinte por ciento?

|
|
|
|
, |
1'2 x |
|
|
|
/I___ JE S —
///
s 0’8 x
X
a)
Llamando x a las tres dimensiones de la cajaiatipio, el volumen ey, = x°.
El volumen después de la reforma\es: 12x -08x - x= 096 x* = 096V, .
Como puede observarse, afecta la variacion ahwertu
La disminucién es del 4 %.
b)

La superficie de la caja al comienzo gs=6x°.

La superficie después de la reforma®s: 2 - (x - 08x + x -12x+ 08x -12x) =
= 2.(08x? +12x° + 096x)= 2.296x* = 592X =S, .

80% de S, = 08-6x> =48x*<S, .

La disminucién es menor del 20 %
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OPCION B

1°) Dada la matriZA:(C+OI d ]

2c c+d

a ) Determinar para qué valores de c y d la mattiene inversa.

b ) Determinar la inversa de la matrizén el casodec=1yd = -2.

*) La matriz A tiene inversa cuando su determinantissto de cero.
| A= C;Cd cfd =(c+d)?-2cd =c?+2cd +d? - 2cd = c2 +d?2.
A esinversibledc,dOR, ¢ +d*#0
b)

Parac=1yd=-2 es=[_l _Zj.
2 -1

) -1 -2\ (-1 -2\ (-3 4
A=A A= . = .
2 -1)(2 -1) (-4 -3
Hallamos la inversa de®4or el procedimiento de Gauss-Jordan:

-3 4|1 0 1 711 -
(AZ/I):(_4 _3‘0 1]:{F1—’F1_F2}:>(_4 _3‘0 1]3{F2—>F2+4F1}:>

1 7]1 - 1 711 -1 1 0]-= -4
= ={F, - 4F}= ={F - F-7F}= S
0 254 -3 0 1|+ -2 0 1| 2 -2

SO e
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2Xx-y+z=0

2°) Dada la rectas{ y el planon=3x-5y+ Az=-31.

X—-y+4z=1
a ) Calcular el valor del pardmetro A para queetda y el plano sean paralelos.

b ) Para A = 12 calcular la interseccion de laagogl plano.

a)
La recta r y el plana son paralelos cuando el vector director de largcl vec-

tor normal del plano son perpendiculares, por k,gu producto vectorial tiene que ser
nulo.

Un vector director de la recta r es cualquieraspaelinealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales delasos que la determinan, que son los

siguientes:n, =(2, -1, 1) y n, =(1, -1, 4).

i ]k
v, =[2 -1 1|=-4i+j-2k+k+i-8j=-3-7j-k = v, =(3 7, 1).
1 -1 4

Un vector normal del plane =3x-5y+Az=-31esn=(3 -5, A).

v, n=0=(371)-(3 -5 A)=9-35+A=0;; -26+A=0;, A=26.

r

La recta r y el plana son paralelos para A = 26

b)
Para A =12 e%=3x-5y+12z=-31.

El punto de interseccion de r cares el punto cuyas coordenadas son las solu
ciones del sistema que forman.

(= 2x-y+z=0 2Xx-y+z=0
B X-y+4z=1 X-y+4z=1 - X=1l+y-4z=>

201+ y—4z)—y+z:O}
T=3x-5y+12z=-31] 3Xx-5y+12z=-31

3(1+y-4z)-5y+12z=-31

19

2+2y-8z-y+z=0 -7z2=-2
ymezmyTz 1} y— iz :>17—7z:—2;;7z=19;;z=7.

3+3y-12z-5y+12z=-3 —2y=—34} - y=17

x=1+17-4 . 2= [HI9776 126276 30, pf30 44 Qj.
7 7 7 7 7
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3°) Se sabe que la suma de los cuadrados de desasipositivos A y B vale 32. Cal-
cular dichos numeros para que su producto A - Bree@amo.

A*+B*=32 . B=+/32-A%.

P=A-B = Maximo= P=A.+y/32- A2 =/32A2 - A* |

A =0
64A-4A° 5 )
P=—————=0= 64A-4A°=0;; 4All6-A%*)=0 = { A =-4.
232A% - A* ( ) A =4

Por condicion del problema, de las solucionesriamés la valida es A = 4.

B=+/32- A? =4/32-4% =/32-16=/16=4.

Los numeros son A=B =4
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3X+7

- -dx, explicando el método utilizado
X —3x+2)(x—3)

49) Hallar la integral indefinida= j(

para dicho calculo.

X —3x+2=0 1 x=oF ”29'8=3§1:>x1=1 X, =2 = x*-3x+2=(x-1)(x-2).

3X+7 3X+7
I :I( - dX.

) e R | oo ey e

3x+7 _ 3X+7 :A+B+C:
(X -3x+2)(x-3)  (x-1)(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3

_ A(x-2)(x-3)+B(x-1)(x—-3)+C(x-1)(x-2) _ A(x2 —5x+6)+ B(x2 —4x+3)+C(x2 -3x+ 2) _
(x? -3x+2)(x-3) (x? -3x+2)(x-3)

A+B+C=0| , C=-A-B
-5A-4B-3C =3 =
6A+3B+2C =7

_(A+B+C)x* +(-5A-4B-3C)x+(6A+3B+2C)
(x? —3x+2)(x-3)

-5A-4B-3(-A-B)=3
-B)=7| 6A+3B-2A-2B=7| 4A+B=7

. -5A-4B+3A+3B=3] -2A-B=3
6A+3B+2(- A

}:ZAzlo  A=5:

20+B=7;, B=-13;; C=-A-B=-5+13=8=8B.

3X+7 _ 3x+7 -9 . 8 13
(X -3x+2)x-3) (x-1)(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3°

Sustituyendo en la integral:
3x+7 13 5dx 8dx  13dx
| = - dx= + - =
I(x2—3x+2)(x—3 o= I[x 1 x- 2 x— 3) § Ix—1 Ix—2 Ix—3

(x=1°(x-2f
(x-3)"

=5-1|x-1|+8-L|x-2|-13-L|x-3[+C=L +C=1.
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59 Al sumar 21 multiplos seguidos de 3 obtenenhasiler 1.260. En esta suma ¢ cual
es el primer maltiplo de 3? ¢Y el Gltimo?

Los multiplos de 3 son de la forma 3 - x, siendmxumero entero.

El problema consiste en sumar 21 términos de uwgrgsion aritmética de dife-
rencia 3 y cuya suma se conoce.

Si el primer término de esa sumanes 3X, el Ultimo es:

a, =a +(21-1) -3=a, +20-3=a, +60.

Sabiendo que la suma de los n términos de unagsiog aritmética viene dada

A — a:I.+an 1 .
por la formulas, = 5 aplicada al caso que nos ocupa es:

sﬂ:%-zlz w 21=1.260;; 6XJ2’60=1'§$0 - 3x+30=60 :; 3x=30 ;; x=10.

El primer multiplo de 3 es 30

El dltimo multiplo de 3 es 90
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