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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Se valorara el planteamiento correcto, tango globalo de cada una de las partes, si
las hubiere. No se tomaran en consideracion ernoweséricos, de célculo, etc.,
siempre que no sean de tipo conceptual. Las igeai;os, presentaciones, esquemas,
etc., que ayuden a visualizar mejor el problemauy ssluciéon se valoraran
positivamente. Se valorara la buena presentaciéexdenen.

OPCION A
a b c
1°) Se sabe qu+p q r
X y z

propiedades adecuadas, el valor de los siguiestesninantes:

= 10. Calcular de manera razonada, aplicando las

2a 2b 2c 3p 3q 3r
A=|a+p b+q c+r|. B=1|2a 2b 2c|.
—-x+a -y+b —-z+c —Xx -y —Z

2a 2b 2C a b c a b c
A=|a+p b+q c+r|=|la b c|+|p q r|=0.
—-x+a —-y+b —z+c —x =y —zI la b c
3p 3q 3r p q p q r
B=|2a 2b 2c|=3-2-]a b cl=—=6-la b c|=
—x _y —7 —X —y —Z X y Z
a b c
=6-|p q r[=6-10=60.
X y z

Se han utilizado las siguientes propiedades dedteyminantes:

1.- “Si todos los elementos de una linea de unaizmatadrada se descomponen en
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dos sumandos, el valor del determinante es iglmlsama de los determinantes que
tienen en dicha linea el primero y el segundo sdmarespectivamente, siendo los
restantes elementos iguales a los del determimanial”.

2.- “Si una matriz cuadrada tiene dos filas igual@soporcionales su determinante es
cero”.

3.- “Si se multiplica o divide una linea de un det@ante por un nimero, el valor del
determinante queda multiplicado o dividido por dictumero”.

4 .- “Sj se intercambian entre si dos lineas destierchinante, el valor del determinante
cambia de signo”.
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2% a) Halla la ecuacién de plano que pasa por el pAftel, 2,3) y es paralelo a los
vectoresi = (—1,—2,-3) y b=(1,3,5).

b) Calcular el valor de m para que el plano calcuktel apartado anterior y el plano
m = mx — Yy + 5z = 8 sean perpendiculares.

a)

La ecuacion general o implicitas del plano pedisita siguiente:
. x+1 y—2 z-3
p(P;db)=| -1 -2 -3|=0;
1 3 5
—10(x+1)—3(y—2)—-3(z—-3)+2(z—-3)+9(x+1)+5(y —2) =0;
—(x+1)+2(y—-2)—(2z—-3)=0;, x—1+2y—4—-z+3=0.

f=x—-2y+z+2=0.

b)

Un vector normal del plang esng = (1,—2,1) y un vector normal del plano
mT=mx—y+5z=8esn,; =(m,—1,5).

Dos planos son perpendiculares cuando lo sonesiisres normales.

Dos vectores son perpendiculares cuando su pesacalar es cero:

ng-ng=0=(1,-21-(m-1,5=0 m+2+5=0 >m=-7.

Para que los planos [ y m sean perpendiculares tiene que ser m = —7.
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3°) Dado el polinomid®(x) = x3 + ax? + bx + c:

a) Determinar los coeficientes reated y c sabiendo que tiene extremos relativos en
x = —1yenx =1y que ademas pasa por el origen de coordenadas.

b) Estudiar la naturaleza de ambos extremos relafsian maximos 0 minimos) y
realizar un dibujo aproximado del polinomio.

a)

Por pasar por el origen de coordena@d8) =0 = ¢ = 0.

La condicidon necesaria para que un polinomio (fumctenga un extremo
relativo es que se anule su primera derivada.

P'(x) = 3x% + 2ax + b.
P(-1)=0=23-(-1)2+2a-(-1)+b=0; 3—2a+b=0; —2a+b =-3.
PP(1)=0=>3-124+2a-1+b=0; 3+2a+b=0;2a+b=-3.
Resolviendo el sistema formado por las dos ecnasiobtenidas:

—2a+b=-3

e a3} =a=0b=-3

El polinomio resultaP(x) = x3 — 3x.

b)

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada:
Si es positiva para los valores que anulan la panderivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

P'(x) = 3x% — 3. P"(x) = 6x.
P'(-1)=6-(—1) = -6 <0 = Maximo relativo para x = —1.

P(-1)=(-1)3-3-(-1) = —1 + 3 = 2 = Maximo relativo: P(—1, 2).

P'(1)=6-1=6>0 = Minmo relativo parax = 1.

P(1)=13-3-1=1-3=-2 = Minimo relativo: Q(1,—2).

Con los datos obtenidos y teniendo en cuentaP@uges una funcién continua
en R por ser polinbmica y cuyos puntos de cortd@®rejes son los siguientes:



Eje Y= x =0 - 0(0,0).

xl =:0
EieX=2f(x) =0 =2 x3-3x=0; x(x2-3)=0={x, = —V3.
x3 =:\ﬁ§

Los puntos de corte so@10,0), A(—3,0), B(¥/3,0).

También conviene observar gfiex) es impar, por sef(—x) = —f(x), 0 sea,
gue es simétrica con respecto al origen.

Las funciones polinbmicas no tienen asintotas.

La representacion gréafica, aproximada, es la sigeie

‘ YA

?\ f (%)
A’/é\ :
N

Xy
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4°) Dibujar la regién encerrada por las siguiemp@sibolasy(x) = x> —2x+ 1y
g(x) = —x? + 5y calcular el area de dicho recinto.

Los puntos de interseccion de las parabolas s@olasiones de la ecuacion que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

1+v1+8

2

x2—=2x+1=—-x%45;2x2-2x—4=0;x*—-x—-2=0; x =

_ 1+J/9 _ 143

X =—1- A(-1,4)
2 2

x, =2 - B(2,1)
El vértice de la parabola conveia) — f(x) = x? — 2x + 1 es el siguiente:
ff(x)=2x—2=0-x=1 = (C(1,0), que es punto de corte con el eje X.

El vértice de la parabola concaa) — g(x) = —x? + 5 es el siguiente:

g x)=—-2x=0->x=0 = E(0,5), que es punto de corte con el eje Y.

f(x) =x>-2x+1

La representacion grafica de la situacion se egpea la figura adjunta.

Por ser las ordenadas de la pardlgéld = —x? + 5 iguales o mayores que las
correspondientes ordenadas de la pargffala= x* — 2x + 1 en el intervalo del area
a calcular y de la observacion de la figura se dedue:

§=["[(-x*+5) = (x? = 2x + D]dx = [* (—2x% + 2x + 4) - dx =

3 2 2 3 2
=|-E+Z 44| =[-E+x2+ax| =
3 2 -1 3 -1



=(-Zta+8)-[-Z 1?4 (-D] =R 12-2 144 =

=—6+15=9u?=2S.
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59 Con los digitos 2 y 3, ¢,cuantos numeros distide 5 cifras se pueden formar?

N = VRS = 25 = 32.

Se pueden formar 32 nameros.

Los numeros son los siguientes:

22222 22223 22232 22322 23222
32222 22233 22332 23322 33222
22323 23223 32223 23232 32232
32322 22333 2332 3332 23233
32233 32332 33232 33223 23323
32323 23333 3332 32333 33323
3333 33333
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OPCION B

x+y—z=-4
1°) Dado el sistema de ecuacio{@s +ay+z=a-1.
2x +ay = —2

a) Discutir el sistema segun los valores del parametr
b) Resolver el sistema en el caso o casos de indatsidn.

c¢) ¢ Existe algun valor detal que el sistema no tenga solucion? Razonajpuesta.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagesites:

1 1 -1 1 1 -1 -4
M=<3 a 1>yM’=<3 a 1 a—l).
2 a 0 2 a 0 -2

El rango de M en funcion del parametres:

1 1 -1
RangM =3 a 1|=-3a+2+4+2a—a=0; 2—-2a=0>a=1.
2 a 0

Paraa # 1= Rang M = Rang M' = 3 = n®%incég.= S.C.D.

1 1 -1 —4
Paraa =1esM'={3 1 1 0 |= Rang M’:{FZ gk 3F1}=>
2 1 O _2 F3 - F3 - 2F1

1 1 -1 —4
= <0 —2 4 12) = {F, = 2F;} > Rang M’ = 2.
0 -1 2 6

Paraa=1= Rang M = Rang M' = 2 <n%incbdg.= S.C.I.

b)
xX+y—z=-4
Resolvemos para = 1. El sistema result%sx +y +z =0, que es compatible
2x+y=-2
indeterminado. Despreciando una ecuacion (segynagiendoc = A:

y—z=—-4-121

V= _2-22 }=>—2—2/1—z=—4—,1=>z=2—/1.

Solucion:x = A,y =—-2—-2A,z=2—- A VA ER.




c)

Segun el teorema de Rouché-Frébenius, para quastema de ecuaciones
lineales no tenga solucion es necesario que lgosatke las matrices de coeficientes y
ampliada sean diferentes y, como se ha comprobadbapartada), esto no ocurre,
por lo cual:

No existe ningun valor real de a para que el sistema sea incompatible.
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2°) Encontrar la recta r que tiene como vectorcttm, = (1,2,3) y pase por el punto
P’, siendoP’ el punto simétrico del punt®(0,—2,0) respecto del siguiente plano:
n=x+3y+z=>5.

Un vector normal del planmesn = (1, 3,1).

La recta s, perpendicularraque pasa por el punk{0, —2, 0) tiene la siguiente

x=A1
expresion dada por unas ecuaciones paramétric—:a%y = -2+ 3
z=2A

El punto Q de interseccion de la recta s y el@lartiene por componentes la
solucion del sistema que forman:

T=x+3y+z=5

x=A e s
s={y=-2+32 =>A+3(-2+31)+1=5 1-6+91+1=35;
z=2A

11A=11=>1=1 =Q(1,1,1).

Para que el punt®’ sea el simétrico del punR{0,—2, 0) con respecto al plano
7 €S necesario que los vectoRes = QP':

PG =[Q—-P]=1[(1,1,1) - (0,—2,0)] = (1,3,1).

QP =[P - Ql=[(xy,2) - (L1, 1] = (x-1Ly—1,2z-1).

L x—1=1->x=2

PQ=QP’:>(1,3,1)=(x—l,y—l,z—l):{y—lz3—>y=4}=>
z—1=1->2z=2

= P'(2,4,2).

La recta pedida s dada, por ejemplo, por unascemes continuas es:
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3°) Seqf (x) = (3x — 2x2) - e*:
a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecmueale la funcion f.
b) Calcula los extremos relativos de f (maximos yimas).

a)
Una funcidn es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

f'(x) = (3 —4x)-e*+ (3x —2x?)-e* = (-2x* —x + 3) - €*.
ffx)=0>(—2x?—x+3)-e*=0,—2x2—x+3=0; 2x+x—3 =0;

—1+v1+24 —14++v25 —-145 3
= = = $x1=——,x2=1.
2:2 4 4 2

X

Por sere* > 0,Vx € R, y teniendo en cuenta que el dominio de la fune®h
recta real, la funcion es creciente o decreciegérsque la expresida-2x2 — x + 3)
sea positiva 0 negativa, respectivamente.

Los valores encontrados dividen al dominio deulacfon en tres intervalos
alternativos de crecimiento y decrecimiento, que(seoo, —%) ) (—% 1) y (1, +0).
Por ejemplo, para =2 € (1,+x)es f'(x) < 0.

Los periodos de crecimiento y decrecimiento sersiguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0,x € (—00,—3) U (1, +0).

Decrecimiento: f'(x) < 0,x € (—%, 1).

b)

Para que una funcion tenga un extremo relativooadicion necesaria que se
anule su primera derivada. Para diferenciar losimm@s de los minimos relativos se
recurre a la segunda derivada: si es positiva ljpgraalores que anulan la primera
derivada, se trata de un minimo relativo y, sieggativa, de un maximo relativo.

f'(x) = (—2x*>—x+3)-e*.

fl'(x) =(—4x—1)-e*+ (-2x* —x +3) - e* = (—2x* - 5x + 2) - €*.

=2 =5 (Dra] e = (54 542) >0



= Minimo relativo para x = — %
F-Y= (92 (] = (-39 H= 25

Minimo relativo: P (— i —)

") =(-2-12-5-1+2)-el =-5e<0=>
= Maximo relativo para x = 1.
f(H)=@B-1-2-1%) el =e.

Maximo relativo: Q(1,e).

kkkkkkkkkk



4°) Calcular el valor de la siguiente integral diefa:/ = [ x2 - Lx - dx.

En primer lugar se resuelve la integral indefiMda [ x? - Lx - dx.

u=Lx—>du=-dx 03 21
A= [x* Lx-dx= ot l-=—[=-=-dx=
dv=x2-dx—>v=x? 3 X

3 3 3

3
=X Lx—=[x?-dx=%Lx—=- LT =X.3Lx-1).
3 3 3 3 3 9

I=[°x? Lx-dx= [%3-(3Lx—1)]i =[¢-BLe-D]-[5-@BLL-D] =

—(3—1)—- 3-0-1) == g

Ze +1

I=f1 - Lx - dx
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59) Escribimos en orden creciente 250 multiplosigkyg del 5, comenzando por el 50.
Ahora suprimimos los 90 primeros. ¢ Cuanto valeltassde los restantes nimeros?

La primera progresiéon que se forma 68; 55, 60, 65,-++++++ , Ays0-

La progresion anterior consta de 250 términosgdsie,, el siguiente:
a,=a;+(n—1)-d = ay50 =50+249-5 =50+ 1.245 = 1.295.

La progresion que se suprime 88,55, 60, 65, , Agp-

La progresion anterior consta de 90 términos, sieggl el siguiente:
a,=a;+(n—1)-d = agy=50+89-5 =750+ 445 = 495.
Dos formas de hacer el problema:

Primera: sumando los términos de las dos progresionestreéolos.

a,+an

Sp = n = S50 = LR 250 = (50 + 1.295) - 125 = 1.345 - 125 =

— 5250 = 168125

Sp =" n = Sgg =BT10.90 = (50 +495) - 45 = 545 - 45 =

2

Syso — Soo = 168.125 — 24.525 = 143.600.

La suma de los restantes numeros es 143.600.

Segunda sumando los términos de la progresion que seandi

Téngase en cuenta que el primer sumando es pl@&to que el nimero 90 se
resta.

La progresion resultante eg;;, gy, Ag3, gy, =+ , Q250

El nimero de términos de la progresion es 250 = DG0.

500+1.295

S, = @ (250 — 90) = 160 = 1795 - 80 = 143.600.
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