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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Se valorará el planteamiento correcto, tango global como de cada una de las partes, si 
las hubiere. No se tomarán en consideración errores numéricos, de cálculo, etc., siem-
pre que no sean de tipo conceptual. Las ideas, gráficos, presentaciones, esquemas, etc., 
que ayuden a visualizar mejor el problema y su solución se valorarán positivamente. 
Se valorará la buena presentación del examen. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Discute el sistema �� + � + � = 0            −� + 2� + �� = −3� − 2� − � = �         . Encontrar la solución, si existe, para el 

caso de � = 2. 
----------  )   

 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = � 1 1 1−1 2 �1 −2 −1� y �′ = � 1 1 1−1 2 �1 −2 −1   0−3� �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro b es el siguiente: 
 |�| = � 1 1 1−1 2 �1 −2 −1� = −2 + 2 + � − 2 + 2� − 1 = 3� − 3 = 0 ⇒ � = 1. 

 �� � ≠ 1 ⇒ ��� � = ��� �� = 3 ⇒ �.  . !. 

 

         Para � = 1 ⇒ �� = � 1 1 1−1 2 11 −2 −1   0−31 � ⇒ " #,  %,  &' ⇒ � 1 1 0−1 2 −31 −2 1 � = 

 = 2 − 3 − 6 + 1 = −6 ≠ 0 ⇒ )*+, -� = .. 
 �� � = 1 ⇒ ��� � = 2;  ��� �� = 3 ⇒ �01234 0�564720�83. 
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�)   
 Se resuelve para b = 2; el sistema es compatible determinado.  
 
 Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

 � = � 9 # #:; % %% :% :#�
;·%:; = =>&:&:;; = ;; = 1. 

 

 � = � # 9 #:# :; %# % :#�
; = ;:%>;:&; = 9; = 0. 

 

 � = � # # 9:# % :;# :% % �
; = &:;:=>%; = :;; = −1. 

 �68?50ó�: � = 1, � = 0, � = −1. 

 
********** 
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2º) Calcular la distancia del punto �B4, 4, 3) al plano que pasa por los puntos DB1, 1, 0),  B1, 0, 1) y !B0, 1, 1). 
---------- 

 
Los puntos B, C, y D determinan los vectores: 

 D EEEEE⃗ = G − DH = GB1, 0, 1) − B1, 1, 0)H = B0, −1, 1). 
 D!EEEEEE⃗ = G! − DH = GB0, 1, 1) − B1, 1, 0)H = B−1, 0, 1).  

 
Considerando, por ejemplo, el punto B: 
 

IJD; D EEEEE⃗ , D!EEEEEE⃗ K ≡ �� − 1 � − 1 �0 −1 1−1 0 1� = 0;  −B� − 1) − B� − 1) − � = 0;  
 � − 1 + � − 1 + � = 0  ⇒   M ≡ N + O + P − Q = R. 
 

La distancia de un punto �9B�9, �9, �9) al plano �� + D� +  � + ! = 0 viene 

dada por la fórmula SB�9, I) = |TUV>WXV>YZV>[|√T]>W]>Y] . 

 
Aplicando la fórmula al plano I ≡ � + � + � − 2 = 0 y al punto �B4, 4, 3): 
 

 SB�, I) = |#·&>#·&>#·;:%|√#]>#]>#] = |&>&>;:%|√; = √̂; = ^√;; = 3√3 ?�0SS31. 

 
********** 
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3º) Calcular los valores A, B, C y D para que la función _B�) = ��; + D�% +  � + ! 
tenga extremos relativos en `B0, 0) y �B2, 2). 
 

---------- 
  

Por pasar por ̀B0, 0) y �B2, 2): 
 
 _B0) = 0 ⇒ 0 + 0 + 0 + ! = 0  ⇒   ! = 0. 
 _B2) = 2 ⇒  � · 2; + D · 2% +  · 2 = 2;   8� + 4D + 2 = 2;  
 b- + Qc + d = e.     (1)  
 
 _�B�) = 3��% + 2D� +  . 
 
 Para que una función tenga un extremo relativo en un punto es condición nece-
saria que se anule su primera derivada en ese punto: 
 
 Por tener extremos relativos en `B0, 0) y �B2, 2): 
  
 _�B0) = 0 ⇒ 0 + 0 +  = 0  ⇒    = 0. 
 
 _�B2) = 0 ⇒  3� · 2% + 2D · 2 = 0;   12� + 4D = 0;   .- + c = R.     (2) 
 
 Con las ecuaciones (1) y (2) con C = 0 se forma el sistema: 
 

 4� + 2D = 13� + D = 0 f   −4� − 2D = −16� + 2D = 0 f  ⇒ 2� = −1;  � = − #% ;   D = ;%. 

 

 La función resulta ser: _B�) = − #% �; + ;% �%. 

 
********** 
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4º) Resolver las siguientes integrales: ) g = h ijUU]:;U>%.        �) g = hB2� + 1)& · S�. 

 
---------- )  g = h ijUU]:;U>%.   

 

 �% − 3� + 2 = 0;   � = ;±√^:l% = ;±#%  ⇒  Ne = e, NQ = Q. 

 
 �% − 3� + 2 = B� − 1)B� − 2). 
 

         
iU]:;U>% = mU:# + nU:% = mU:%m>nU:nBU>%)BU:#) = Bm>n)U>B:%m:n)U]:;U>% ⇒   o + p = 0−2o − p = 5f ⇒  

 ⇒ −o = 5;   r = −s ⇒ t = s. 
 

 � = h iU]:;U>% · S� = h u mU:# + nU:%v · S� = h u :iU:# + iU:%v · S� = 

 = −5 · w|� − 1| + 5 · w|� − 2| +  = w xuU:%U:#vix +  . 

 h iU]:;U>% · S� = w xuU:%U:#vix +  . 

       �)  g = hB2� + 1)& · S� ⇒ y2� + 1 = 2S� = #% · S2z ⇒ #% · h 2& · S2 = #% · {|i +  =  

 = #% · B%U>#)|i +  . hB2� + 1)& · S� = ##9 · B2� + 1)i +  . 

 
********** 
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5º) Calcula la cifra de las unidades del número p = 3%.9#= + 2%.9#=. 
 

---------- 
 
 39 = 1, 3# = 3;  3% = 9;  3; = 27;  3& = 81;  3i = 243, ······· 
 
 Nótese que las sucesivas potencias de 3 terminan en 1, 3, 9, 7, 1, 3, 9, 7, ····· 
 
 En general 3� termina en el resto de la división de n entre 4. 
 
 En particular 3%.9#= termina en 1 por ser 2.016 divisible por 4. (resto 0) 
 
 29 = 1;  2# = 2;  2% = 4;  2; = 8;  2& = 16;  2i = 32, 2= = 64, ······· 
 
 Nótese que las sucesivas potencias de 2 (excluyendo 29) terminan, sucesiva-
mente, en 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, ······ 
 

 En general, 2� termina en: �6 → �3126 �: 4 31 02 → �3126 �: 4 31 14 → �3126 �: 4 31 28 → �3126 �: 4 31 3. 

 
 El resto de 2.016 entre 4 es 0, por lo cual 2%.9#= termina en 6. 
 
 Como 6 + 1 = 7: 
 p = 3%.9#= + 2%.9#= 23�40� 3� 7. 
 

********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Determina el rango de la matriz � = �−1 2   − 3 −10 2 1 � según los valores del pa-

rámetro . En caso de existir, calcula la inversa de A para  = 1. Si no existe tal inversa 
explica porqué. 

---------- 
 

 |�| = �−1 2   − 3 −10 2 1 � = −B − 3) + 2% − 2 − 2 = 

 = − + 3 + 2% − 2 − 2 = 2% − 3 + 1 = 0;    = ;±√^:l%·% = ;±√#& = ;±#& ⇒  

 ⇒  # = #% , % = 1. 

 

 Por existir el menor de A: �−1 20 2� ≠ 0: 

 �� � ≠ ½ ≠ 1 f ⇒ ��� � = 3. 

 �� � = ½ = 1 f ⇒ ��� � = 2. 

 
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 
 Como quiera que para  = 1 ⇒ |�| = 0. 
 w 42�0� � �6 203�3 0��3�1 7�  = 1. 

 
********** 
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2º) Sea r la recta que pasa por los puntos �B1, 2, 3) y �B−1, 0, 1). 
 ) Determinar la ecuación del plano I# perpendicular a la recta r y que pase por el 
punto �B4, −2, −1). 
 �) Determinar la ecuación del plano I% perpendicular a la recta r y que pase por el 
punto DB2, 1, −3). 
 5) Calcular la distancia que hay entre ambos planos. 
 

---------- )  
 Los puntos Q y P determinan el vector: 
 ��EEEEE⃗ = G� − �H = GB1, 2, 3) − B−1, 0, 1)H = B2, 2, 2). 

 
Cualquier vector linealmente dependiente del vector ��EEEEE⃗  es normal al plano pe-

dido I#, por ejemplo, �#EEEE⃗ = B1, 1, 1). 
 
La expresión general de I# es I# ≡ � + � + � + !# = 0. 
 
Como I# contiene al punto �B4, −2, −1) debe satisfacer su ecuación: 
 I# ≡ � + � + � + !# = 0�B4, −2, −1)                       � ⇒ 4 − 2 − 1 + !# = 0 ⇒ !# = 1. 

 I# ≡ � + � + � + 1 = 0. 

 �)  
Cualquier vector linealmente dependiente del vector ��EEEEE⃗  es normal al plano pe-

dido I%, por ejemplo, �%EEEE⃗ = B1, 1, 1). 
 
La expresión general de I% es I# ≡ � + � + � + !% = 0. 
 
Como I% contiene al punto DB2, 1, −3) debe satisfacer su ecuación: 
 I% ≡ � + � + � + !% = 0DB2, 1, −3)                          � ⇒ 2 + 1 − 3 + !% = 0 ⇒ !% = 0. 

 I% ≡ � + � + � = 0. 

 5)  
 La distancia entre los planos paralelos cualesquiera dados por sus ecuaciones 
generales: �# ≡ �� + D� +  � + !# = 0 y �% ≡ �� + D� +  � + !% = 0, viene 

dada por la fórmula: SB�#, �%) = |[�:[]|√T]>W]>Y]. 
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 Aplicada a los planos I# ≡ � + � + � + 1 = 0 y I% ≡ � + � + � = 0 es: 
 

 SBI#, I%) = |[�:[]|√T]>W]>Y] = |#:9|√#]>#]>#] = #√;. 

 SBI#, I%) = √;;  ?�0SS31. 

 
********** 
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3º) Dada la función polinómica �B�) = U�% − �; + U]% : 

 ) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de �B�). 
 �) Obtener sus máximos y mínimos. 
 5) ¿Existe algún valor de x tal que �B�) < 0? Razonar porqué. 
 

---------- )  
 Una función es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada 
es positiva o negativa, respectivamente, en ese punto. 
 
 ��B�) = 2�; − 3�% + � = �B2�% − 3� + 1). 
 
 ��B�) = 0 ⇒ �B2�% − 3� + 1) = 0;  ⇒ �# = 0;   2�% − 3� + 1 = 0; 
 � = ;±√^:l%·% = ;±√#& = ;±#& ⇒ �% = #% , �; = 1. 

 
 Teniendo en cuenta que �B�) es continua en R por ser una función polinómica, 
los valores que anulan la primera derivada dividen el dominio de la función en cuatro 
intervalos crecientes o decrecientes de forma alternativa. 
 
 Teniendo en cuenta que, por ejemplo, ��B2) = 6 > 0, los periodos de creci-
miento y decrecimiento son los siguientes: 
  �350403�26: ��B�) > 0 ⇒ �� u0, #%v ∪ B1, +∞). 

 !35�350403�26: ��B�) < 0 ⇒ ��B−∞, 0) ∪ u#% , 1v. 

 �)  
 Una función tiene un máximo relativo en un punto cuando se anula la primera 
derivada y es negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera y, 
tiene un mínimo relativo para los valores reales que anulan la primera derivada y hacen 
positiva la segunda derivada. 

 ���B�) = 6�% − 3� + 1 ⇒ ����B0) = 1 > 0 → 4í�.                        ���B½) = ;% − ;% + 1 = 1 > 0 → 4í����B1) = 6 − 3 + 1 = 4 > 0 → 4í�.. 
 
 �B0) = 0 ⇒ oí�046 ⇒ `B0,0). 
 

 �B½) = #;% − #l + #l = #;% ⇒ oá�046 ⇒  � u#% , #;%v. 
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 �B1) = #% − 1 + #% = 0 ⇒ oí�046 ⇒  DB1,0). 

 5)  

 �B�) = U�% − �; + U]% = U]% B�% − � + 1). 

 

 �% − � + 1 = 0;   � = #±√#:&% ⇒ � ∉ �  ⇒   �% − � + 1 > 0. 

  

 Según lo anterior y siendo 
U]% > 0 se cumple que �B�) > 0, ∀� ∈ �. 

 p6 3�0123 �0��?� �86� �38 S3 � 28 �?3 �B�) < 0. 

 
**********  
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4º) Dadas las funciones � = _B�) = 9 − �% e � = �B�) = 2� + 1. 
 ) Dibujar el recinto acotado por sus gráficas. 
 �) Hallar el área de dicho recinto. 
 

---------- )  
Los puntos de intersección de la parábola y la recta son las soluciones de la ecua-

ción que resulta de la igualación de sus expresiones:  
 9 − �% = 2� + 1  ; ;  �% + 2� − 8 = 0;    

 � = :%±√&>;%% = :%±√;=% = :%±=% = −1 ± 3 ⇒  

 ⇒ ��# = −4 → �B−4, −7)�% = 2 → DB2, 5)           . 
 
 El vértice de la parábola � = 9 − �% es:  
 
 �� = −2� = 0 → � = 0 ⇒  �B0, 9). 
 
 La representación gráfica del conjunto es el 
indicado en la figura adjunta. 
 �)  
 Para el cálculo del área limitada por la parábola y la curva, que es la parte som-
breada de la figura, se tiene en cuenta que, en el intervalo B−4, 2), todas las ordenadas 
de la parábola son mayores que las correspondientes ordenadas de la recta. 
 

 � = h GB9 − �%) − B2� + 1)H · S�%:& = h B−�% − 2� + 8) · S�%:& = 
 = �− U�; − %U]% + 8��:&

% = �− U�; − �% + 8��:&
% =  

 = u− %�; − 2% + 8 · 2v − �− B:&)�; − B−4)% + 8 · B−4)� =  

 = − l; − 4 + 16 − =&; + 16 + 32 = 60 − �%; = 60 − 24 = 36 ?%. 

 
********** 
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 5º) Ampliamos una fotografía rectangular de manera que sus dimensiones, largo y 
ancho, sean un 20 % más que las dimensiones originales. Si la nueva fotografía ocupa 
432 centímetros cuadrados, ¿cuánto ocupaba la fotografía inicial? 
 

---------- 
 
 
 
 
 
 
 
 Siendo x e y las dimensiones del rectángulo inicial, el rectángulo final tiene, 
respectivamente, 1,2 x y 1,2 y como dimensiones. 
 
 �# = � · �  ⇒   �% = B1,2�) · B1,2�) = 1,44� · � = 1,44 · �# = 432 ⇒ 
 ⇒  �# = &;%#,&& = &;.%99#&& = 300. 

 w _626��_í 0�0508 65?7� 300 53�2í432�61 5?S�S61. 

 
********** 

 

1,2y y S1 

1,2x 
x 

S2 = 432 

Fotografía final Fotografía inicial 
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