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JULIO — 2022
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Ese examen tiene cinco partes. Debes respondeiA3 RO de ellas. En cada parta
debes responder u una Unica pregunta. En casspender a mas preguntas de las
estipuladas, las respuestas se corregiran en bedta llegar al nUmero necesario. No
se podran usar calculadoras que tengan algunas diglientes prestaciones: pantalla
gréfica, posibilidad de transmitir datos, prograteatesolucion de ecuaciones, opera-
ciones con matrices, calculo de derivadas e inegyealmacenamiento de datos alfa-
nUMEricos.

Primera parte.
+y+az=a

X

1°) Discute la existencia de soluciones del sist%&wai— ay + az = 1 en funcién del
x+ay+z=1

parametraiz. Resuelve el sistema pata= —1 y a = 1, si es posible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son lagesiges:

1 1 a 1 1 a a
M=<2 a a)yM'=<2 a a 1).
1 a 1 1 a 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:

1 1 a
2 a a
1 a 1

M| = =a+2a’+a—-a*—a*-2=0; 2a—2 = 0;

a—1=0=>a=1.

Paraa +#1 = Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.

1 1 1 1
Paraa=1=>M’=<2 1 1 1>=> Rang M' = 2.
1 1 1 1
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Paraa=1= RangM = Rang M' = 2 < n?incég.= S.C.1.

x+y—z=-1
Paraa = —1 el sistema result{azx —y—z=1, que es compatible determi-
x—y+z=1

nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

-1 1 -1
oot 1+1-1-1+1-1 0
- +1-1-1+1-
X = 1 1 1 = = — = 0
-2-2 —4 —4
1 -1 -1
21 T iasieieiez o4
—2+1+1+1+
y = 1 1 1 = = — = —1
-4 -4 -4
1 1 -1
1 1+2+1-1+1-2 _ 0
Z=1_11=_++_+_=—=0_
-4 -4 -4
Solucion:x =0,y = -1,z = 0.
x+y+z=1
Paraa = 1 el sistema result{a?x +y +z =1, que es compatible indeterminado
x+y+z=1
+y+z=1

y equivalente al sisten{% . Haciendaz = A:

x+y+z=1

Solucion:x =0,y=1—-A1,z= A1, VA ER.
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m m 2
2°) Sea la matrid = (1 m—2 0).
0 2 2

a) Determinar para qué valores del parametra matriz A no tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de Aapar= 0.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinantissto de cero.

m m 2
|IAl=(1 m-2 0l=2m(m—-2)+4—-2m=0;
0 2 2

2m? —4m+4-2m=0; 2m?>—-6m+4=0; m>*-3m+2=0;

3+v/9-8  3+y/1  3+1
= == == > = my = 1,Tn2 = 2.

2 2

La matriz A es invertible Vm € R — {1, 2}.

?) O 0 2 O 1 0
Param=0esA:<1 -2 0). |A| = 4. At=<0 -2 2).
0O 2 2 2 0 2
G -2|\ o
Adj.de At = | — |0 2| |(2) <2 0 2).
\ 1 0 0 / 00
|—2 2| _|o |o —2|
-4 4 4
Adj. de At <_22 8 ﬁ) , [72 2 2
A7l = m = " = A1 = o (—1 0 1).
1 0 O
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Segunda parte.

x=t
39) Sea considera la reatee {y = 2t, y el planaor = x + y + z — 2 = 0. Calcula las
z=0

coordenadas de un punto P perteneciente a larr¢éatgue la distancia de P al plano
7 sea igual que la distancia de P al origen de emadbs. ¢ Es Unico dicho punto?
Contesta razonadamente.

Un punto genérico deesP(t, 2t,0).

La distancia del punt®,(x,, vy, 2,) al planoAx + By + Cz+ D = 0 viene

s _ |Ax0+By0+CZO+D| - 7
dada por la formulad(P,,m) = o Aplicando la férmula al punto

P(t,2t,0)yalplanot=x+y+2z—-2=0:

lt+2t+0-2| _ [3t-2| _ [3t-2|
V1212412 V3 YER

d(P,m) =

La distancia de(t, 2t,0) al origen de coordenadas es igual que el modulo de
vectorOP = (t,2t,0).

d(0,P) = Vt2 + 4t2 = V/5t2 = t/5.

[3t—

d(P,m) = d(0,P) = 222 = tv/5; |3t — 2| = tV15; (3t —2)? = 15¢t2;

V3
00 126+ 4= 155 6%+ 120~ 4= 0; 34 6t~ 2 = 0; ¢ = T _
-6+V60 —6+V4-15 —-6+2V15 -3+V15 —3-y135 _3+y15
= - = - = - = 3 =t = 3 , by = . .

Los puntos que cumplen la condicién pedida son:

3 (—3—3@) —6—:\/E, 0) y P, (—3+3\/E’ —6+:\/E, 0)_
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49°) Sea el punt®(1,2,a), dondea # 0, y el planor = x + y + 2z = 3. Halla las
coordenadas del punid, simétrico de P con respecto al plano

La rectat que pasa pa?(1,2,a) y es perpendicular al plamg tiene como vec-

x=1+21
tor director al vector normalde 1= (1,1,2) =2t={y=2+1 .
z=a+ 21

El puntoM, interseccion del plano con la recta es la solucidn del sistema que

forman: ¢
e P(1,2,a)
n=x+y+2z=3

(I A 424 2+a+a=3
r=yy=2+141 WM
Zz=a+ 24 |

T |

a 3—a
(x=1-5=) POy )
3/1——a,/1=—2=>{y 2 %= }:M (52529, nye
3 3 3 3
a
\z=a-5=3)
=% 3x+3=6-2a; 3x=3-2a=>x=" )
Y=t 3y +6=12-2a; 3y=6-2a=>y ="/
2t %, 3z243a=2a; 3z=—a>z=— J
2 3 3

- p’ (3—2a 6—2a —a)

3’ 3 '3
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Tercera parte.

5°) Dada la funciorf (x) = (x — 1)? - e~2*, estudia sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento y calcula sus maximos y minimos.

Una funcidn es creciente o decreciente cuandoisiefa derivada es positiva 0
negativa, respectivamente.

(x—1)2

fQ) = (x— 1?72 = 520

2-(x-1)-e**—(x-1)%2-e?* _ 2-(x-1)-[1-(x-1)] _ 2-(x—-1)-(2—x)

f') = e4x 22X 22X
, _ 2:(x-1)-(2-x) _ . _ _ _
f'(x)=0 :T—O, x—-1)-2-x)=0=x, =1,x, = 2.

Por serf (x) una funcién continua en su dominio, que es Rda®s de la deri-
vada dividen al dominio en los intervalgs, 1), (1, 2) y (2, +), donde la funcion
es, alternativamente, creciente o decreciente.

Considerando, por ejemplo,= 0 € (—,1):

2:(0-1)-(2-0) _ —4

£'(0) = 202K

=<0,
1

e

De lo anterior se deducen los periodos de creabmig decrecimiento, que son
los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o0,1) U (2, +0).

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(1, 2).

De los periodos de crecimiento y decrecimientaasio de la continuidad de
la funcién se deducen los maximos y minimos radatino obstante, se hace su estu-
dio mediante derivadas.

Para que una funcién tenga un maximo o minimoivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en ese punt

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primegdrata de un minimo y, si es negativa,
de un maximo.

2:(x—-1)-(2-x) _ 2-(2x—-x%-2+x) _

f,(x) = e2x - e2x —2 e2x




f”(x) — 7. (2x—3)-e?*—(x%2-3x+2)-2-e%* — 7. 2x—3-2x%4+6x—4 _
e4x er

f'"a)y=2- 2_68;7 = :—2 > 0 = Minimo relativo para x = 1.

f(1) =0= Min.= A(1,0).

fl'"@2)=2- 8_22” = ;—f < 0 = Maximo relativo para x = 2.

f(2) === Max.> B (2(}4)
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6°) Sea la funcioérf (x) = x3 + Ax? + Bx + C. Encuentra los valores de los parame-
trosA, B y C para qug se anule en el punto de abscisa 1 y las rectas tangentes a
la grafica def en los puntos de abscisa= —1 y x = 3 sean paralelas a la recta de
ecuaciony = 2x + 1.

Por anularse para= 1= f(1) = 0:
f()=13+A4-12+B-1+C=0; A+B+C=-1. (1)

Por tener tangentes paralelas a la rgcta2x + 1 parax = —1 y x = 3 tiene
que cumplirse quef’'(—1) = f'(3) = 2:

f'(x) =3x%+ 24x + B.
flf(-1)=2>3-(-1)?+24-(-1)+B=2; -2A+B=-1. (2
f'3)=2>3-324+24-3+B=2; 6A+B=-25. (3)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci{f)es(3):

=84 =-24; A= -3.

—2A+B=—1} 2A—B=1 }
6A+ B =—-25) 6A+ B =-25

—2-(-3)+B=-1; 6+B=-1; B=—7.

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de Ay B

A+B+(C=-1,-3-7+C=-1; C=09.

kkkkkkkkkk



Cuarta parte.

7°) Calculdl = [ ——22 . gy,

(x+1)(x%2-x-2)

1+/1+8 1+V/9 143
X2 —x—-2=0; x= === >x =-1x,=2>

El polinomiox? — x — 2 puede expresarse corpo+ 1)(x — 2).

=f 7x+13 _f 7x+13 . (*)
(x+1)(x2—x—2) (x=2)(x+1)2
7x+13 A n B C _ A(x+1)?4B-(x—-2)(x+1)+C-(x—2) _
(x-2)(x+1)2  x-2  x+1  (x+1)2 (x—2)(x+1)2 -

_ A(x?+2x+1)+B-(x?—x-2)+Cx—2C _ Ax?+2Ax+A+Bx*—-Bx-2B+Cx-2C
- (x—2)(x+1)2 o (x—2)(x+1)2

A+B=0
= 2A-B+C=7{=>B=-4A>
A—2B—2C =13

7x+13 _ (A+B)x?+(2A-B+C)x+(A—2B-2C)
(x—2)(x+1)2 (x—2)(x+1)2

2A+A+C=7 3A+C=7 3A+C =7

34—-2=7, 34=9;, A=3;, B=-3.

Sustituyendo en la expresion (*):

7x+13 3 2
I'= f(x—z)(x+1)2 Hdx = f [x—z x4l (x+1)2] Hdx =

=3- f— dx—3- f— dx—Zf dx =

1)2

=3-Llx—2|-3 -Lix+1| -2 =

e A A )

Il—f(+1)2 dx = [(x +1)72 dx=>{x+1:t}:ft‘2-dx=

dx = dt
1
= t— +K=—- + K=1 =- x_J1r1 + K. Sustituyendo este valor en (**):
7x+13
=] +D(2-x-2) + E + K.
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8°) Dibuja el recinto limitado por las gréficas lde funciones (x) = e* y g(x) =
e~ * y la recta horizontal = e, y calcula el area de ese recinto.

La funciones (x) = e* y g(x) = e™ son simétricas con respecto al eje de or-
denadas por s¢i(—x) = g(x) y se cortan en el pun#ti0, 1).

f(x) = e* es mondtona creciente por gefx) = e* > 0,Vx € R.

Por serlim f(x) = 0, el semieje-X es asintota horizontal ¢éx) = e*.
X——00

g(x) = e~ es mondtona creciente por gefx) = —e* < 0,Vx € R.

Por ser liErn g(x) = 0, el semiejetX es asintota horizontal g€x) = e™*.
X—>+00

Los puntos de corte de la regta e con las funcioneg(x) y g(x) son By C,
respectivamente. A
v

— /’
B

—6 —3 -1 0 1 3 g6 X

o]
—

gx) =e™*

La representacion gréfica, aproximada, de laaibmese expresa en la figura.
Teniendo en cuenta la simetria de las funciones eq el intervalo de la super-

ficie a calcular las ordenadas de la rgcta e son iguales o mayores que las corres-

pondientes ordenadas de las funcigfes y g(x), y de la observacién de la figura se
deduce la superficie a calcular, que es la sigaient

S=2-f01[y—f(x)]-dx=Z-fol[e—ex]-dx=2-[ex—ex]%=
=2-[(e-1—-eV)—(e-0—-e]=2-[(e—e)—(0—-1)]=2-(0+1) =2.

S =2u.
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Quinta parte.

99 Tenemos dos urnas con el siguiente nimero lds btancas y negras: la T con 4
bolas negras y 6 blancas y la R con 7 bolas nggBaslancas. Se selecciona al azar
una urna, se extrae una bola y se coloca en laiotea A continuacion, se extrae una
bola de esta ultima urna. Calcula la probabilidaedjde las dos bolas extraidas:

a) Sean negras. b) Sean blancas. ¢) Sean de distinto color.

8 32

‘.8 41 7.5 _32 35 _ 67 _ 3045,

10 11 2 10 11 220 220 220

P=P(BB)=PBNT)-P(BNR)+P(BNR)-P(BNT) =

6 4 1 3 7 24 21 45 9

=18 2yl 3 T 2250 2045,
10 11 2 10 11 220 220 220 44
c)
67 45 112 28
P=1-[P(NN) +P(BB)] =1— (=) =1-2=1-2=

= 25728 _ 27 _ () 4909,
55 55
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10°) El peso (en gramos) de una pieza fabricadem® sigue una distribucion normal
de media 52 y desviacion tipica 6,5.

a) Calcula la probabilidad de que el peso de unaapiericada esté comprendida
entre 50 y 68 gramos.

b) Si el 30 % de las piezas fabricadas pesa masmupieza dada, ¢ cuanto pesa esta
altima?

Datos: u=52; o =6,5.

X > N(w; 0) = N(52; 6,5). Tipificando la variablez = ==,
a)
50-52 68—52 - 16
P=P(50<X<68)="P( <7< )=P(aszsa—5)=

= P(—0,31<Z<246)=P(Z<246)—P(Z<—-031) =
=P(Z<246)—[1-P(Z<031)]=P(Z<246)—1+P(Z<031) =

=09931-1+0,6217 =1,6148 — 1 = 0,6148.

b)
— — B=52\ _ 1 _ B=52\ _ 3
P=P(X>p)=03>P(Z> — )=1-P(z< = )=03;
B-52 : :
P (Z < ?) =1-0,3 =0,7. Mirando este valor en la tabN0,1) de forma in-
versa, al valor 0,7 le corresponde el valar2:

ﬁ6—§2 =0,52; —52=0,52-6,5=23,38; p=3,38+52=055,38.

El130 % de las piezas pesa mas de 55,38 gramos.
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