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Contestar una opcion en cada grupo de preguntas.

GRUPO 1

Opcibén a)

a 1) Construye un triangulo rectangulo con dostoatde igual longitud tal que su hi-
potenusa es el segmento de vértices A(2, 2, 2ByB( 1) y el tercer vértice esta en el
plano n=x+2y-z=1. Calcula también el area de dicho triangulo.

Los puntos A y B determinan el vector= AB=B-A=(1, -4, -1).

El punto mediode Ay B em(g 0, gj

El planop mediador o mediatriz del segmento de extremosBAeg el que tiene
como vector normal & =(1, -4, -1) y contiene al punto/ (g 0, gj

Su expresion general es de la forprax-4y-z+D =0. Por contener al punto M
tiene que satisfacer su ecuacion:

L=x-4y-z+D=0 5 3
= ——+D=0;;1+D=0;;D=-1> =x—-4y-z-1=0.
(302 22 e

X+2y-z-1=0

Los planog y n determinan la recta= :
X=4y-z-1=0

La expresion de r dada por unas ecuaciones pareaséts la siguiente:
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x=1+A

X+2y-z-1=0
y=z = y=0;;2=A = x=1+A = r=qy=0
X-4y-z-1=0 — =

r

Un punto genérico de r eX1+1, 0, A).

El punto P con los puntos A(2, 2, 2) y B(3, -2d&jermina los vectoresn = AP
y n =BP, que son los siguientes:

—_—

m=P-A=(1-1 -2 A-2)y n=P-B=(4-22 A-1).

Los vectoresm y n tienen que ser perpendiculares, por lo que swigtodesca-
lar tiene que ser cero:

m-n=0=(1-1-21-2-(1-22 1-1)=0;;

NP =20=-A+2-4+ P -A-24+2=0;; 24*-61=0;; *-31=0= A, =0;; A, =3.

Por otra parte tiene que #w‘ ‘ ‘ lo cual se cumple para cualquier valor real

de por tener los dos vectores componentes igualeslen absoluto, por lo tango las
soluciones halladas son habiles las dos.

Los puntos pedidos sa®(1, 0, 0) y P,(4, 0, 3).

Los vectores som=(-1 -2 -2) y n=(-2 2 -1).

[} n]_2fm]

El area del triangulo e3= ‘ m‘ (-2 +(-2) +(-2) =3.

Spep =3 u’®
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a 2 ) Prueba si son ciertas o falsas las siguiefit@saciones:

- - Si en un sistema compatible indeterminadoX= B intercambiamos los valores
de dos componentes de b con distinto valor obtesemaistema incompatible.

- - Si el sistema es homogéneo (es decir B Fe@)me es compatible indeterminado.

La primera afirmacién es cierta.

Si el sistema es compatible indeterminado impjiga las matrices de coeficien-
tes Ay ampliada (A/B) tienen el mismo rango.

Si se alteran dos coeficientes de B de distintor\se altera el rango de la matriz
(A/B) y el rango de A sigue siendo el mismo.

La segunda afirmacion es falsa.

Como las matrices de coeficientes y ampliada tiesiempre el mismo rango,
puede afirmarse que el sistema es compatible (detado o indeterminado), depen-
diendo del rango de la matriz de coeficientesusasgo coincide con el nimero de in-
cognitas es compatible determinado (solucion thiviasi el rango es menor que el nu-
mero de incognitas, el sistema es compatible incétado.
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Opcidén b)

0100
. 0001 3 1 Cr ol
bl)SeaIamatrm:O 0 1 0.Compruebaqueﬁclyqueﬁi:A.Utlllzaestas
1 000
2
i 4 3 4
relaciones para resolve(v:.\ +3A +A—3|)- X = 6l
8
01 00)(0100) (0001
, |00 01({|00O01 (2000 ,
A? = : = =A%,
0010/|0010/ (0010
1 000/l1 000 0100
00O01(f01 00 (1000O
s o 1 000/|00O0T1 |01 00 5
A*=A?. A= : = =l =A%,
0010|/|/0010/|0010
01 00/(1 000 (00O0T1

Teniendo en cuentaque AlAlyque - A=A’=| = A?2=AL

At

I
o O +— O
m O O O
O r»r O O
O O O Bk

A*+3A°+ A-3I = A*-A+3l +A-31 =1 - A+ A= A+ A=2A.

2 0 2 0 0)(x 2 2%, =4 x =1
4 0 00 2| |x 4 2%, =8 X, =2
2A-X = ' - = = = .
6 0 0 2 0] |x 6 2%, =6 X, =3
8 2 0 0 0) (%, 8 2x, =2 X, =4
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2x-y+1=0
b 2 ) Encuentra el valor o valores de m que hacenlas rectas = y
mx—z+1-m=0
X-y+2z=0 . o
s= formen un angulo de 45°,
2x-2y+3z+1=0

El angulo que forman las rectas r y s es el miga@®forman sus vectores direc-
tores.

Los vectores directores de las rectas son linedkreependientes de los vectores
normales de los planos que las determinan.

= ZTYTE0 (2 21 0)y T, =(m, 0, -1)
" Imx-z+1-m=0 v y I P
i ]k
v, =nxn, =2 -1 0|=i+mk+2j=i+2j+mk=(12 m)=v, .
m 0 -1
X-y+2z=0 — —
s= = p =(1-12 =(2, -2 13).
{2x—2y+3z+1=0 p=0-12y p,=( )
i ]k
V,=p xp,=|1 -1 2|=-8+4j-2k+2k+4i-3j=i+j=(110)=v, .
2 -2 3

—_ —

v, -v, _ (12 m) (110

v | v V22 m? 2240

r

V, sV S|V, ||V

r s | Vr

- COSa = COSsqa =

—_— — ‘_q

1+2+0 3

1
= = =— ;;3=45+m* ;;9=5+m* ;; m*=4 = m=#2.
Vit4+n? V141 B5em? V2 V2
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GRUPO 2

Opcién c)
c 1) Seaf(x)= ):(211. Encuentra los valores de los parametrgsb que hacen que f(x)

tenga puntos criticos en x = -2 y x = 2. Estudia&s® caso Si esos puntos son maximos
0 Minimos.

Una funcion tiene un punto critico para un valerxdcuando se anula la primera
derivada para ese valor.

, :1-(x2+b)—(x+a)-2x_x2+b—2x2—2ax:—x2—2ax+b: ,
£(x) (x2+b)2 (x2+b)2 (x2+b)2 £'(x).

-(-2)*-2a-(-2)+b

(-2 +f

=0;; —4+4a+b=0;; 4a+b=4

f'(-2)=0 =

—22 _ )
f'(Z) 2°-2a-2+b

=0= ——=0;;, -4-4a+b=0;; -4a+b=4
(2°+b)

4a+b=4; 4a+4=4 = a=0.

X
x?+4

La funcién resulta sef(x)= y f'(x)=

£(x) = —-2X - (x2 +4)2 —(4—x2) 2 (x2 + 4) 12X _ = 2% (x2 +4)—4x(4—x2)
(x2 +4)f (x2 +4)

_ -2 -8x-16x+4x° _ 2x*-24x _ 2x{x*-12) _ e
b +af beraf (< +af |

f"(—2):ﬁ=2—32>0 = Minimo relativo para x = -2.
+

f(2)= ?24_53) = _8§2<0 = MA&ximo relativo para x = 2.
+
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c2) Siendof(x):%ﬂl, estudia los intervalos de crecimiento y decresma, conca-
X

vidad y convexidad de f(x), asi como la preseneiagintotas y dibuja su grafica.

Una funcién es creciente o decreciente cuandaisem derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

F1(x)= 1-(x2+4)—x 22X XPH4-2xF  4-X%°

(x2 + 4)2 B (x2 + 4)2 !xz + 4!2 '

4-x*

f'(x)=0 = W

=0;,4-X"=0= x=-2;, X, =2.

Teniendo en cuenta que el dominio de f es R,da®s de la primera derivada
dividen la recta real en tres intervalos dondaufecion es, alternativamente, creciente o

470 0 = creciente.

©rey

De lo anterior se deducen los periodos de crentmig decrecimiento, que son
los siguientes:

decreciente; considerando, por ejemplo, x = @'@§=

Decrecieng = x0(-e, —2)0(2, +0o)

Creciente= x[(- 2, 2)

Una funcién es convexél) o concavan) cuando su segunda derivada es posi-
tiva o negativa, respectivamente.

f"(X): —-2X - ()(2 +4)2 _(4—)(2) 2. (XZ + 4) 2% _ —2x- (Xz +4)_4X(4—X2)
(X2 + 4)4 (x2 + 4)3

_ =26 -8x-16x+4x° _ 2x* = 24x _ 2x{x* -12) _ (4
(o +af b raf [ +af |

2§!X2 —12!

=0;; 24 -12)=0 = %, =0;; x, =23 ;; x, =23,
o)

£(x)=0 =

Teniendo en cuenta que el dominio de f es R,da®s de la segunda derivada
dividen la recta real en cuatro intervalos dondeiteion es, alternativamente, cOncava
21-12)

(L+a)

0 convexa; considerando, por ejemplo, x = I ¢g) = <0 = concavaln).



De lo anterior se deducen los periodos de conadwdconvexidad, que son los
siguientes:

Convexidad=> (1) x0(-2v3, 0)0(2v/3, +)

Concavidad= (n) xD(—oo, —2\/§)D(O, 2x/§)

Asintotas horizontales: son los valores finito$edfeincion cuandox — o :

im f(x)= im f(x)= M x _on =0 (Eje de abscisa}
X — +00 X o —oo Tx o wxra = L2 :

Asintotas verticales: son los valores finitos dgue hacen que la funcion valga
mas o menos infinito; son los valores que anulateebminador.

x> +4# 0, OxOR = No tiene asintotasverticales

Asintotas oblicuas: No tiene. (para que una fun¢enga asintotas oblicuas es
necesario que sea racional y el grado del denomirssd una unidad mayor que el gra-
do del denominador).

Con objeto de facilitar la representacion grafeacalculas los maximos y mini-
mos de la funcion.

Y A
1
B
f(X) .
-3 -2 -1 7./____-.‘ 4
- — 0 1 2 3 v
A
-1

f"(—2):ﬂz3—32>0 = Minimo relativo para x = -2.

@y 8
__ =2 _-2_1 inimo: Al —2 1
f( 2)—(_2)2+4 5= Mlnlmo.A{ 2 4).

f(2)= 1(124_41)3) = _8:’;2<0 = Maximo relativo para x = 2.
+



f(2):—=—:1 = Maximo: B(Z, %)

Teniendo en cuenta que la funcion esta definidR,eque pasa por el origen de
coordenadas y que por ser f(-x) = -f(x) es simatdon respecto al origen, la represen-
tacion grafica es, aproximadamente, la de la figutarior.

Los puntos P, O y Q son los puntos de inflexion.
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Opcidon d)

d 1) Un agricultor va a vallar una finca de 10.0@€tros cuadrados en forma de sector
circular. Encuentra las dimensiones del radio grejulo del sector que harian que el
agricultor emplease menos metros de valla.

La superficie de un sector circular viene
dada por la formulas =

El perimetro esp=2r +¢, que tiene que
ser minimo.

Para expresar el perimetro en funcion
de una sola variable tenemos en cuenta la:
siguientes proporciones:

Si a 36(° corresponeé 27r . 360 _ 27
a a° correspone / a® 4
2mr _r? _2mr-S_2S
= = = (==——==""=y,
) l S r r
Si a 360 correspone 7r? _, 360 _ mr?
a a°® correspong S a® S
Q000

Teniendo en cuenta que S = 10.000 metros cuadrad -

Sustituyendo la expresion deen el perimetro:

20000 _ 2r% + 20000 _ D
r r

p=2r+/=2r+

Para que el perimetro sea minimo su derivada tjeaeser cero:

yo .r—(2r2+ 20000) -1 _ 4r?-2r2 - 20000 _ 2r - 20000 _ ;
- r2 - r2 - r2 - M

=0::2r*-20000=0 :; r?-10000=0:: r?=10000:; r =+100.

. 2r? - 20000
p=0= = =

r

La solucion r = -100 carece de sentido l6gico @s pnaximo), por lo que la so-
lucién logica es r = 100.

_ 20000_ 20000
r 10C

l

=200="/.



Para hallar el anguletenemos en cuenta la proporcion utilizada al griac

3607
a° / 2mr

Si a 36(° corresponeé 27r . 360° _ 27
a a° corresponeé /

Aplicando la formula a los datos obtenidos:

go=—300-200 _360_,, 169-11403530'=0 .
2-314-100 314

El radio tiene que ser de 100 metros y el angutal 14° 35’ 30
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d 2 ) Utiliza el cambio de variable x = cos t phedlar el valor de la siguiente integral

indefinida: | =

X+1
2

fiox

La integral indefinidaA:j dx se resuelve del modo siguiente:

L X = cost L
+ +
X dx=><{dx=-sent -dt; = A= —j cost

V1-x* t =arc cosx J1-cos't

+
-sentdt:—jﬂ-sentdt:

Jserft

=_J‘1+cost _

- sentdt= —j(1+ cost) - dt =—t —sent + C = —arc cost — sen(arc cost)+C = A.
sen

Teniendo en cuenta el calculo anterior, la intggedida se resuelve asi:

1
-dx=[-arc cost - sen(arc cost)]2 =

1
IZE X+1

NJ1-x?
1 1 m Vi V4 V4

=|—arc cos—-—sen arc cos— | |— [— arc cosO—- sen(arc cosO)] =|-—-sen— |—-| ——-sen— |=
2 2 3 3 2 2

—27m-3J3+37+6 _ m+6-3V3 _
6 6

+1= I .

T N3 T
=+ —
3 2

2
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