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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responde a una opcién de cada grupo de preguntas.

GRUPO 1
Opcién A

1°) Prueba que la funcién(x)= x? - 2x + cos x tiene al menos un minimo relativo en el
intervalo (0, 7).

La condicion necesaria para que una funcion temga&xtremo relativo en un
punto es que su derivada se anule para ese ptir(t:= 2x - 2—-senx

La funcién f(x) es continua en todos los puntesidtervalo[o, 7] y derivable
en todos los puntos del intervdl® 7), por lo cual le es aplicable el Teorema de Bol-

zano, que dice que: “si una funcién f es continuareintervalo cerrado [a, b] y en los
extremos de éste toma valores de distinto sigrioneas existe al menos un valor
cO(a, b) tal que f(c)=0".

f'(0)=-2-sen0=-2-0=-2<0
f'(x)=2x-2-senx =

f'(m=2m-2-senm=2m-2-0=2(r-1)>0

Lo anterior demuestra que la funcion f(x) tieneeMtremo relativo en el intervalo
(0, ). Para diferenciar si se trata de un maximo o deimmo relativo recurrimos a la

segunda derivadai f"(x)<0= maximoy si f'(x)>0= minimo.

f"(x)=2-cosx>0, OxOR

f(x) =x* - 2x+cosx tiene un minimo relativo en (0, 77), cqd.
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2°) Dibuja la region del plano limitada por lasgi@lasy = x? +2x+1 e y=-2(x* + ).
Calcula también el area de dicha region.

Los puntos de corte de cada funcion con el eggbdeisas son:

X y=x?+2x+1=0 = (x+1)° =0 = x=-1
y=x+2x+1

A
Y = A-1,0) - (Minimo)
Y/ / y:—2(x2+x):O:>—2x(x+1):O:>
=0 -~ 0O(0, 0
S ) X (0 0)
B
AALO X %=1~ A-10)
2 -1 1 X
Los puntos de corte de las dos
y= —2(X+X) / \ parabolas se obtienen igualando sus
\ ecuaciones:
\ X2 +2x+1=-2x? -2x ;; 3x* +4x+1=0 =

x,=-1 -~ A-1 0)
~4+416-12 -4+4 -4+2 -2=+1

X= =
6 6 6 3 x,=-% B(}, E)
3 3° 9

La representacion grafica, aproximada, de la Gibnaes la de la figura.

Por ser todas las ordenadas de la paréﬂo@th’ﬂz(x2 + x) iguales o mayores que las
correspondientes ordenadas de la parébelg +2x+1 en el intervalo-1, -1), la su-
perficie pedida es la siguiente:

1

1 1 1
S= f[— 2(x2 + x)—(x2 +2X + ])]-dxz f(— 2x% = 2x — X —2x—])-dx: f(—3x2 —4x—])-dx=
-1 -1 -1

e RN CHI (5B SO

-1 2,1 440421 2,1 17649 4 0o
27 9 3 27 9 3 21 21
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Opcion B
1°) Calcula y expresa lo mas simplificadamentelppeda derivada de las siguientes
funciones: f(x)=Ltag x Yy g(x)=(cos x)**.

1 1 1
U=tag x g cos’ X _ COSX
cos’ X
f(x)=Ltag x=Lu ;; f'(x):E = 9, 1 = f'(x)= = = =
u u= tag x senx  senx
cos” X —
COS X
= 1 = 2 = 2 :f'()()
senx-cosx 2-senx-cosx sen(2x)
De otra forma:
f(x)=Ltag x=L "% =| senx-L cosx
COS X
1 2 _

, COSX —Senx CcoSX senx cos X+sert X
f()(): - = + = =

senx COs X senXx CosX senx - CoSX Senx - cosx 2-senx-cosx

g(x)=(cosx)** = Lg(x)=L (cosx)*** =cosx - L cosx

g'(x) —Senx
~7~ =COSX-L cosx+cosx - =CcosX - L cosx—senx ;;
a(x) COS X

g'(x)=g(x) - (cos x - L cosx - senx)=(cos x)*** - (cosx - L cosx - senx) = g'(x)
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2
2°) Calcula la siguiente integral definidaz= j X -|1-x] - dx.
-1

Teniendo en cuenta que la funciéfx)=| x-1| puede expresarse de la forma “de-
1-x si x<1

finida a trozos” asf: f(x)=
x=1si x>1

Y4 - . .,
f(x) =[x-1] como puede apreciarse en la representaciol
grafica de la funcidon que se expresa en la

figura adjunta.

Considerando también la siguiente
propiedad de las integrales definidas:

v

O 1 X ) b ¢
j f(x) - dx:j f(x) - dx+£ f(x) - dx,

a

siempre que se cumpla que a < b < c, la integdiipguede resolverse como se hace &

continuacion:

2 1 2 1 2
I:jx-|1—x|-dx:jx-(1—x)-dx+jx-(x—])-dx:J-(x—xz)-dx+.[(x2—x)-dxz
-1 -1 1 -1 1
TSNS S R S 5 O VR S I S S
2 3|, 18 2], \2 3)| 2 3 3 2) (3 2
:1—}—1—}+§—2—}+1=—1+§—2+1:—3+§+1:w=1 u2=|
2 3 2 3 3 3 2 3 2 3 2 6 6
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Opcion C
1°) Sea C un cuadrado, cuyos lados tienen longittal que:

Uno de sus vértices es el punto A(1, 1, 1) y deellos, B, esta en el plano de
ecuacionmz, =x-y-z=0.

Uno de sus lados esta contenido en la rectanseteion de los planos de ecua-
cionesm, =x+z=2Yy m=x+4y-z=4,

Encuentra los otros tres vértices que permitastooin el cuadrado C cumpliendo
las condiciones anteriores.

Una de las diferentes formas de resolver el gjereis la siguiente.

X+4y-z-4=0

, que
X+z-2=0 g

La recta r expresada por dos ecuaciones implieﬁaﬁ{

contiene al punto A(1, 1, 1) por satisfacer amlzaseones.

La expresion de r por unas ecuaciones parameagasi:

_=
1]l

{x+4y—z—4:O

= z=A ;; X=2-A ;; Ay=4+A-X=4+1-2+A=2+21 ;;
Xx+z-2=0

Un punto genérico de r es de la form(ep_—/], %+%/}, /]j.

Teniendo en cuenta que = 3:

E)=P—A=(2—A, EE Y /1]—(], 1 1)=(1—/1, Y —1+,1j.
2 2 2 2

D = 2 1.1,) 2 _n .. 2,1 1, X 2 _g -
AD= [(1-AP +|-Z+ZA| +(-142)" =3 ;; 1-20+ P2 += - A+ 2 +1-2A+ 1* =9 ;;
2 2 4 2 4

2
_ 4]+ 2N +%—%A+%:7 1B +8A2+1-2A+ A2 =28 Of2 181 —27=0::



s A =3 - D1 2 3
N —21-3=0 - /1:24_”/4+12:21 16 _2+4 -

2 2 2

=1+2 =
A,=-1 - D,(3 0 -1

Considerando, por ejemplo, el punte({, 2, 3) y teniendo en cuenta que los
puntos pertenecientes al planp=x-y-z=0 son de la forma(x, x-z, z), la distan-

cia entre los puntos B y A es el lado, o sea, 8ades y la distancia entre B y,[Que
es la diagonal del cuadrado, tiene queBsBI=d =+/3? +3? =./18.

AB=3=1/(x-1? +(x-z-1) +(z-1)?
O=xX? —2X+1+X? + 22 +1-2Xxz2—2Xx+22+7* =2z+1 ;; 2x* +27* —-4x-2xz-6=0 ;;

x> +27* -2x-xz-3=0 @)

BD, =+18=(x+1f" + (x-2-2)" + (2-3)" :

18=X> +2X+1+X> + 2 +4-2xz—-4x+4z+ 72> —62+9 ;; 2x> +22° - 2x—-2z-2xz-4=0 :;

X*+2° -x-z-%x2-2=0 2

De las expresiones (1) y (2) se deduce:

X2 +2722=2X—-xz2-3=xX*+2°-X-2-x2-2 : —-2Xx-3=-x-z-2 1 z=x+1

Sustituyendo el valor obtenido de z en la expre€ld:
X2+ (x+1)° - 2x - x(x+1)-3=0 ;; x>+ x> +2x+1-2x- x> -x-3=0 ;; x> -x-2=0

x=2 - =3 5 y=x-z=-1 = B/(2 -1 3
_12V1+8 1249 _1%3 _ ' P E—
2 2 2

x,=-1 - 2,=0 - y,=x,-2z,=-1 = B,(-1 -1, 0)

Considerando los tres vértices del cuadrado A(1),1B:(2, -1, 3) y O( B(-1, 2, 3),
el cuarto vértice puede obtenerse de forma vetterigendo en cuenta qu&D, =B,C

AD, =D, -A=(-123)-(1 1 1)=(-21 2)
B =(-212)=(x-2 y+1 z-3) =

Blc:C—Blz(x, Y, z)—(2, -1 3):(x—2, y+1, z—3)



X—-2=-2 - x=0
= y'+];:1 — y:=

= (0, 0, 5)

ol

z—-3=2 - z=

La representacion grafica de la situacion se egpea la figura adjunta.

Solucién A(1, 1, 1), B(2 -1 3), ¢(0,0,5 y D(-1 2 3)
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2°) Encuentra el valor, o valores, del parametrgue hacen que el siguiente sistema
0 -2 «a X 1

matricial:|1 -a 1|-|y|=|2| seaincompatible.
1 1 0)\z) (1

-2y+az=1
El sistema lineal resultante @s-ay+z=2; y las matrices de coeficientes y am-
Xx+y=1
0 -2 «a 0 -2 a1
pliadas son las siguiente®:=|1 -a 1|y M'=|1 -a 1 2]|.
1 1 0 1 1 01

Para que el sistema sea incompatible, segun e¢faode Rouché-Frobenius, los
rangos de las matrices M y M’ tienen que ser difeae

El rango de M en funcion del parametrces el siguiente:

0 -2 «a
|M|:1 -a ll=a-2+a%=0:; a*+a-2=0
1 1 O

go 124148 ~1+49 _-1+3

= = = a=1;, 0,=-2

2 2 2
0 -2 11
Parag=1resultaM'=|1 -1 1 2|y surango es el siguiente:
1 1 01
0 -2 1
.. c,,cl=l1 -1 2|=1-4+1+2=0
1 1 1
011
RangoM' = {{C,, C,, C,}=|1 1 2|=2-1-1=0 — RangoM'=2
101
-2 11
{c,. c,,c}t=l-1 1 2|=-2+2-1+1=0
1 01
0 -2 -2 1

Paraag=-2 resultaM'=|{1 2 1 2|Yysurango es el siguiente:
1 1 0 1



0 -2 1
RangoM' = {C,, C,, C,}=|1 2 2|=1-4-2+2=-3#0 = RangoM'=3
11 1

Para a=-2 = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Sistemalncompatile

El dnico valor que cumplelo pedido es a =-2
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Opcion D

12 a
1°) Supongamos que la matriz cuadr 0 1 b| esinversible. Prueba que la solu-
3 2 c
X 1
cion del sistema - | x, |=| 1 | verifica quex, =0.
X, -1

X, 1 X, 1 X, 1
AT A X [SAT D L X [EAT L] [ X% [=AT ] L *)
X, -1 Xs -1 Xs -1
La inversa de A, en funcion de a, b y c, es laisige:
1 2 a 1 0 3
|A|=|0 1 b|=c+6b-3a-2b=-3a+4b+c=|A| ;; AT=[2 1 2
3 2 c ab c
‘1 2l ]2 2| |2 1‘
bO C3 1a 3C al bO c-2b 2a-2c 2b-a
Adj (A7) =] - - =l 3 c-3 -b |=
b c a c ab _3 A L
03 |13 10
1 2 2 2 21
1 c-2b 2a-2c 2b-a
= A'=——— .| b c-3a -b Sustituyedo en (*):
-3a+4b+c
-3 4 1
X, 1 c-2b 2a-2c Zb-a 1 1 c-2b+2a-2c-2b+a
X, |=————| b «¢-3aa =-b | |1|l=——— 3Bb+c-3a+b =
—-3a+4b+c -3a+4b+c
X, -3 4 1 -1 ~3+4-1
1 3a-4b-c
=—— | -3Ba+4b+c| = x,=0, cd.j. (como debiamosverificar)
-3a+4db+c —

0
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2°) Estudia, en funcion del parametro m, la posiciativa de los siguientes planos:
X=1+A
TM=EX-y+z=0, m,=3x-2y+z=2y m,=qy=mi+yu

z=-1+A+2u
X=1+A
La expresion del plana, ={y=mi + i en forma general es como sigue:
z=-1+A+2u

Contiene al punto P(1, 0, -1) y tiene como vestatieectores au =(1 m, 1) y
v=(01 2).

x-1 vy z+1
”s(Pi u, Tf)E 1 m 1 [=0; 2mx-1)+(z+1)-(x-2)-2y=0 ;;
0 1 2

2mx-2m+z+1-x+1-2y=0 ;; 7, =(2m-1)x-2y+z+(2-2m)=0

X-y+z=0
El sistema formado por los tres planos 8s-2y+z-2=0

(2m-1)x-2y+z+(2-2m)=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:

1 -1 1 1 -1 1 0
M = 3 -2 1|y M'= 3 -21 -2
2m-1 -2 1 2m-1 -2 1 2-2m

El rango de M en funcion del parametro m es elisige:

1 -11
IM|[=| 3 -2 1|=-2-6-2m+1+4m-2+2+3=2m-4=2(m-2)=0 ;; m=2
2m-1 -2 1

Para m#2 = RangoM =Rango M'=3=n° incdg = Compatible Determinado

X-y+z=0
Para m = 2 el sistema resulta-2y+z-2=0; donde se aprecia que los planos
3x-2y+z-2=0
segundo y tercero son coincidentes.



Para m# 2 los tres planos son sexantesy se cortan en un punta

Para m=2 los planos 77, y 77, son coincidenés y secantes a 7.
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