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Responde a una pregunta de cada una de las opciones.

OPCION A

1°) Estudiar el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
X+y=2

resolverlo en los casos en que sea compati{amﬁ 4y+az=7
x+3y+ (& +a-1z=2a+3

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 1 0 11 0 2
M=|2 4 a y M'=12 4 a 7
1 3 a*+a-1 1 3 a+a-1 2a+3

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente

11 0

IM|[=[2 4 a |= 4d+a Jra- a-4a’+a-1=0; 2 +a-1-2a=0
1 3 a’+a-1

#+ a- 2 2=0;2"-20;’-1)=0=a=1;a,=-1
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1102
Paraa=1 = M'=|2 4 17| ={C,=C,+C,+C,} = RangoM'=2
1315

Para a=1= RangoM= RangoM'= 2< rf inc6g. = Compatible Indeterminado

11 0 2
Paraa=-1= M'=| 2 4 -1 7| = Veamos cual es el rangode M":
1 3 -11

112
={C,C, C}=|2 4 7|= 4 12 7 8 21-2=-8#20 = RangoM'=3
131

Para a=-1= RangoM = 2 ;; RangoM '= 3= Incompatile

En primer lugar resolvemos para el caso de compatible determinado, para los
lores reales de x distintos de 1 y -1, aplicando la Regla de Cramer:

2 1 0
7 4 a
_|2a+3 3 a*+a-1 _ s(é+ a :)+ a(2a+3—6a—7(a2+a—1):
2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1)
_d+a-1+2a+3-6a_ 3 -2a-1 _(a-1(3+1)_ 3a+1 .
2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1) 2(a+1)a-1) 2(a+1)
1 2 0
2 7 a
_ 1 2a+3 a’+a-1 _ 7(a2+ a- j+ 2a- a(2a+3)—4(a2+a—1):
Y 2(a+1(a-1) 2(a+1(a-1)
_d@&+a-)+2a-2a°-3a_ a’+2a-3 _ (a-1a+3) _ a+3 _
B 2(a+1)(a-1) ~2a+d@-1) 20@+1@@-1) 2(@+1) Y
11 2
2 4 7
o113 2a+3] &+ 12 1% 7-821-4a-6_  4a-4 _ 4a-1) _
2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1)




Resolvemos ahora el caso de compatible indeterminado, que resulta para a =
X+y=2
cuyo caso resulta el siguiente sistemax+ 4y+z=7; despreciando una ecuacion, por
X+3y+z=5
ejemplo la segunda, y parametrizando la variable z:

Xry=2 ) o XY= T I
X+y:2;;X=1—y=2—§+£A;;x:£+ij
2 2 2 2
x:£+£/]
2 2
Solucion: yzé—ij OAOR
2 2
z=A
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2 _ yl—l = 22 que estan a distancia 1

2°) Encuentra los dos puntos de la rec‘saxl

del planon =2x+2y+z-5=0.

Una de las varias formas de resolver este problema es la siguiente:

El haz de planos paralelos que determina el pfatienen una ecuacién genérica
de la formay =2x+2y+2z2+D =0.

[D-D|
JA+B2+C?

La distancia entre dos planos paralelosi¢s; 77') =

Los dos planos del haz que distan 1 del plane son los siguientes:

D+5=3_. D, =-2

_ [D-(-5) _ [D+5] _|D+5[ _[D+5]_

dig, m)= =
(‘// ) \/22_'_22_'_12 \/4+4+1 \/5 3 -D-5=3-D,=-8

Los planos som, = 2% 2y z= 2= 0 y 71, = 2x+ 2y+z-8=0.

Los puntos pedidos son las intersecciones de la recta r con los plagos, .

Xx=2+/
Teniendo en cuenta que la recta r en unas ecuaciones parameétrieasyesl+ A, los
z=-2/
puntos son:
X=2+A
I it = {2+ )+ A1+ A)+ (- 20)-2=0 ;

m = 2x+ 2y+z-2=0

4 2+ 2 A- 2A-2=0;;21+4=0;; A=-2 = P(0, -1 4)
X=2+/

rsiy=1+A41

z=-2/
T, = 2X+ 2y+z-8=0

= L2+ 1)+ A1+ A1)+ (- 24)-8=0 ;;

4 2+ 2 2-2A-80;;21-2=0;;A=1 = P(32 -2
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OPCION B

: . 1 0 , :
1°) Se considera la matrig= {0 } Razona por qué ¢8 - A| =0 para cualquier

valor B de tamafio 3 x 2. Encuentra una matriz B de tamafio 3 x 2 que cumpla
|A-B|=1.

a b
Sea la matriz real de dimension 3 x@=| c d|. El producto B - A es:
e f
a b 100 at0 O+b 0+2b a b 2b
B-A=|c d -{012}: c+0 0+d O+2d|=|c d 2d|.
e f e+0 O+f O+2f e f 2f
a b 2b
El determinante de la matriz producto anterioresd 2d |, cuyo valor es cero
e f 2f

por ser proporcionales las columnas segunda y tercera, por consiguiente: para cual
matriz real B de dimension 3 x 2 se cumple gBe A/ = 0, cq.d.

a b
Sea la matriz anteridd=|c d|.
e f
a b
1 00 a+0+0 b+0+0 a b
A-B= lc di= = .
01 2 o O+ c+2e 0+d+2f ct+2e d+2f

b

Para que se cumpla qua - B| =1 tiene que ser 2 =1=
q P ) d ct2e d+2f| =

= (@d2 J- be 2%=1;; ad+2af- bc-2be=1 = Haciendg pe: a=e=0 =

= —-bc=1;;b=1c=-1

0 1

Una matriz solucion de lo pedido 8s=|-1 d|,, Od, fOR.
0O f
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o o ) Xx+z—-3=0
2°) Hallar el simétrico del punto P(4, -1, 1) respecto a la ree Y- 2y-2+3=0"

<|

~

La expresion por unas ecuaciones parametricas de la recta r es la siguiente:

r

<
1

A
U

{x+z—3:O X+z=3

x—2y—z+3:O:>— x—z:—3+2/1}:>2)(:2/1 3 X=4

A
A
3-

N < X

x+z=3;;z2=3-Xx=3-A=7z2 = E{
A

Un vector director de r puede ser=(1, 1, -1).

El plano ', perpendicular a r por P, es el que tiene como vector normay a
contiene al punto P:

m=x+y-z+D=0
= 4-1-1+D=0;;D=-2 = m=x+y-z-2=0.

P(4, -1 1)

El punto N de interseccion de la recta r con el plaines el siguiente:




Para que N sea el punto simétrico de P con respecto a r, tiene que cumplirse q
_ 2 2 2 2 2 2
PN=NP = N-P=P-N;; |2, =, -2 |-(4-29)=(xv2)-|=, =, -= |
(3 3 3) (4-19=(xv7 (3 3 3)

2—4’ g+1’ —E—l = X—g, y—g, Z+E i
3 3 3 3 3 3

(_E g, _§j:(3x_2 3y_2 3Z+2j ’(_ 10’ 5’_ 5:(3(_ 2’ 3y_ 2’ 3Z+2) —

3’ 3 3 3 ' 3
3(_2:_10 — X:_§
3
7 8 7 7
= -2=5 5 y=— = P|-=, =, —=
¥ 773 ( 3’3 3)
¥+2=-5 z:—Z
i 3
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OPCION C

1°) Calcular las siguientes integrales indefinidas: [ L(x+1)dx e I, = szi dx.

I, = [ L(x+1)dx

Sabiendo que la férmula de la integracion por partdsies= uv- | vdu y que:

u= L(x+1) - du= L
L =] L(x+1) dx= x+1 = I, =L(x+ 1 - x-[x-—— -dx=
dv=dx - v=xX

1
X+1

X+1
X+1

X+1-1
X+1

X
X+1

dx =

= xL(x+1)- dx= xL(x+1)- | dx= xL(x+1)= [=—dx+|

= x(x2)-] dt [ x1)= xl{ x1)- x+ Lx+1)+ C=(x+1)L(x+1)-x+C=1,

2 2 A B Ax— A+ Bx+B
|2:Ixz—1dX:j—(x+1)(x—l)dxzj(X+l+X——lj g e P
A e (4 v

x-1
X+1

+C =1,

_.1 1 1 1
= I(:X4-14H;iTEJCD(: _j)(+{ldX4-j;Z:i:dX::_-L(X4—1)+ L(X-_1)+_C:: L
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x?+1

2°) Hallar las asintotas de la curya 5
X —

Las asintotas de la funcién son las siguientes:
Horizontales: son los valores finitos que toma f cuando x tiende atvaler

lim x%+1

y:k: lim f(x):

=ow = Notiene
X - 0 X - 00 X —_—

Verticales: son los valores de x que anulan el denominado2=0 ;; x=2.

li li
Oblicuas: son de la formg = m»+n, siendom= 1) yn= T Tf(x)-mA,

siendo m un valor real distinto de cero (asintota horizontal) y n cualquier valor real.

x?+1
lim f(x [im lim x?+1
m= _(): X = 5 =1=m
X - 00 X X —» 00 X X > 00 X
[im lim (x®+1 lim x?+1-x2 lim 1
n= [ £(X)-mx = -1.-x|= RANELES Ay ~=0=n
X - © X - 00 X X - 00 X X > 00X

Asintota oblicua: y = x
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OPCION D

1°) Demuestra que la pendiente de la tangente a la qu#\gﬁagiin en el punto de

abscisax = e*, valee “.

La pendiente m a una curva en un punto es el valor de la derivada para el valc
la abscisa en dicho punto.

La derivada de la funcién puede obtenerse de la forma siguiente:

= Jtag(LX) = U
y=./ tag LX) =Ju = _2\/5 @

z
cos z

= tad LY=tagz;; u'= )

z=LXx;; z':1 ;; Sustituyendo el valor de Z en (2):
X

X | =

, z
u'= —

_ - ==u';; Sustituyendo el valor de u en (1):
cos’z cos'z

1
. u_ xcog (Lx) _ 1 ,

Y=o T2 0y 24cos (LaJrag(Ln)

us

Particularizando para=e*:

o) Fos| Llei:ﬂ wfiel] 20 -[co;(’iﬂ@
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2°) Calcular el area del area de la regidn encerrada entre las graficas de la c
y=7-x?ylacurvay= x>+ 2x+3.

Se trata de dos parabolas, cuyos puntos de corte se obtienen de la igualacic
Sus ecuaciones:

y=x"+2x+3
=X+ X+ F X 2+ X-4=0;; x¥*+x-2=0

=1 =6 Al 6
—1+1+8 _-1449 _-1:3 | =6 = Al 6

x,=-2 - y,=3 = B(-2 3)

Los puntos de corte de cada una de las parabolas con el eje OX son los siguie

- 2+/4-12
—2 =

x, =7 -~ cl7, o)
X, ==/7 ~ D[-+/7, 0)

Los extremos absolutos de cada una de las parabolas son:

y=x+2+3=0;; x= X R= No corta al eje OX

7-x2=0;, x*=7 =

y= X+ X+ 3, y= X+ 2 ;; y'=2>0 = Minimo,

y=2 8 2+ Z 0;x+ E 0;;x=-1= y(-9=1-2+3=2 = Minimo: P(-1, 2)

Y

7 - %2

>
<
]

y=x +2x+3




y=7-X ;; y=-2x ;; y"=-2<0 Maxima

yE 0=>-2%=0;; x=0= y(0)=7 = Maximo: Q(0, 7)

La representacion grafica de la situacion es la indicada en la figura, en dond
puede observar que las ordenadas de la pardbola- x> son, en el entorno del area,
iguales 0 mayores a las correspondientes ordenadas de la parabdla 2x + 3.

De lo anterior se deduce que el area pedida es la siguiente:

s_j[( ~ ) (xe2x%9. dx:_j(p k- %- 2 3 -dx= (- 26 - 2x+ 4) - dx=

-2

= —2)3(3 —x2+4x}i2 :(— 2;0,13 —f+4-1J—{—#‘(‘ Y +4-(-2)|=

= —Z—1+4j—(l—6—4—8j:—E+3—l—6+12215—§:15—6:9 v =S
3 3 3 3 3
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