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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responde a una pregunta de cada una de las apcione
OPCION A

1°) Estudiar el siguiente sistema de ecuacionealls dependientes del parametro a 'y
X+y=2

resolverlo en los casos en que sea compatifle+4y+az=7
x+3y+(@’ +a-1)z=2a+3

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 1 0 11 0 2
M=|2 4 a y M'=(2 4 a 7
1 3 a*+a-1 1 3 a*+a-1 2a+3

El rango de la matriz de coeficientes en funciéhpdrametro a es el siguiente:

11 0
IM|[=[2 4 a |=4(a>+a-1)+a-3a-2(a®+a-1)=0;; 2(@>+a-1)-2a=0
1 3 a’+a-1

28’ +2a-2-2a=0;;2a°-2=0;;2(@*-1)=0= a,=1;; a,=-1

Para {aa;_lz} — Rango M = Rango M'=3=n° incdg = Compatible Determinado
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Paraa=1 = M'= = {C,=C,+C,+C,} = RangoM'=2
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Para a=1= RangoM = RangoM'=2<n° inc6ég. = Compatible Indeterminado

11 0 2
Paraa=-1=> M'=|2 4 -1 7| = Veadmoscual es el rango de M":
1 3 -11
1 1 2
= {c,C, C}=|2 4 7/=4+12+7-8-21-2=-8#20 = RangoM'=3
1 31

Para a=-1= RangoM =2 ;; RangoM'= 3= Incompatille

En primer lugar resolvemos para el caso de coblpaleterminado, para los va-
lores reales de x distintos de 1 y -1, aplicand®dgla de Cramer:

2 1 0
7 4 a
L _l2a*3 3 az+a-1 :8(a2+a—1)+a(2a+3)—6a—7(a2+a—1):
2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1)
_a’+a-1+2a°+3a-6a_ 3a’°-2a-1 _(a-1)(3a+1) _ 3a+1 .
2(a+1)(a-1) 2(@a+1)(a-1) 2(@+1)(a-1) 2(a+1)
1 2 0
2 7 a
_|1 2a+3 a*+a-1 7(a*+a-1)+2a-a(2a+3)-4(a®+a-1) _
Y o+ )@E-) 2@+1)@a-1)
:3(a2+a—1)+2a—2a2—3a: a’+2a-3 _ (a-1)(a+3) _ a+3 _
2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1) 2(a+1) y
11 2
2 4 7
,-11 3 2a+3| 8a+12+12+7-8-21-4a-6_ 4a-4 _ 4@-1) _
2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1) 2(a+1)(a-1)
2
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Resolvemos ahora el caso de compatible indetedojrtpue resulta paraa =1, en
X+y=2
cuyo caso resulta el siguiente siste +4y+z=7; despreciando una ecuacién, por
X+3y+z=5
ejemplo la segunda, y parametrizando la variable z:

X+y:2 _ —X—y:—2 Ca - _§_£
{X+3y+z=5 = 224 = x+3y:5—/1}:>2y_3 AT
X+y=2;; X:l—y:2—§+i/] - x:l+£A
2 2 2 2
x:£+£/]
2 2
Solucion: yzé—ij OAOR
2 2
A
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2°) Encuentra los dos puntos de la reciexlz = yl—l = 22 que estan a distancia 1

del planon =2x+2y+z-5=0.

Una de las varias formas de resolver este probésnta siguiente:

El haz de planos paralelos que determina el pfatienen una ecuacién genérica
de la formay =2x+2y+2z2+D =0.

[D-D|
JA*+B?+C?

La distancia entre dos planos paralelosi¢s; 77') =

Los dos planos del haz que distan 1 del plane son los siguientes:

D+5=3_. D, =-2

_ [D-(-5) _ [D+5] _|D+5[_[D+5]_

diy, m)= =
(‘// ) \/22_'_22_'_12 \/4+4+1 \/5 3 _D_5:3_,D2:—8

Los planos som, =2x+2y+z-2=0y 71, =2x+2y+z-8=0.

Los puntos pedidos son las intersecciones decta recon los planos, y 7,.

Xx=2+/
Teniendo en cuenta que la recta r en unas ecuagiamameétricas es=:{y=1+ 1, los
z=-2/
puntos son:
X=2+A
i et = 2(2+2)+2(1+A)+(-24)-2=0 ;;

T, =2X+2y+z-2=0

A+2)+2+42A-21-2=0;; 2A+4=0;; A=-2 = P(0, -1, 4)
X=2+A

rsiy=1+A41

z=-2/
T, =2Xx+2y+z-8=0

=2(2+A)+2(1+A)+(-21)-8=0 ;;

A+21+2+24-21-8=0;; 21-2=0;; 1=1 = P,(3 2 -2)
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OPCION B

: . 1 00 , .
1°) Se considera la matrig= {0 1 2}. Razona por qué ¢8 - A| =0 para cualquier
valor B de tamafio 3 x 2. Encuentra una matriz Bameano 3 x 2 que cumpla que
|A-B|=1.
a b
Sea la matriz real de dimension 3 x@=|c d|. El producto B - A es:
e f

a+0 0+b O0+2b a b 2b

a b
1 00
B-A=|c d {O 1 2}: c+0 O0+d O+2d|=|c d 2d|.
e f e+0 O+f O+2f e f 2f
a b 2b
El determinante de la matriz producto anterioreesd 2d |, cuyo valor es cero
e f 2f

por ser proporcionales las columnas segunda yré&erper consiguiente: para cualquier
matriz real B de dimensioén 3 x 2 se cumple pBeA|=0, cq.d.

a b
Sea la matriz anteridd=|c d |.
e f
a b
1 00 a+0+0 b+0+0 a b
A-B= -lc d|= = .
01 2 o O+c+2e 0+d+2f c+2e d+2f
Para que se cumpla que - B| =1 tiene que ser 2 TR
P c+2e d+2f '

= a(d+2f)-b(c+2e)=1;; ad+2af —bc-2be=1 = Haciendg p.e: a=e=0 =
= —-bc=1;;b=1 c=-1

0O 1
Una matriz solucion de lo pedidoBs=|-1 d|,, Od, f OR.
0O f
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o . ] _jx+z-3=0
2°) Hallar el siméetrico del punto P(4, -1, 1) redpea la recta _{ _2y-27+3=0"

<]

~

La expresion por unas ecuaciones paramétricas deta r es la siguiente:

r

1
A
U

Xx+z-3=0 X+z=3 —9) - oy =
{x—Zy—z+3:O:>—y x—z:—3+2/1}:>2X_2/1 3 X=4

A
A
3-

N < X

X+z2=3;,2=3-x=3-4=7 = E{
A

Un vector director de r puede ser=(1, 1, -1).

El planon', perpendicular a r por P, es el que tiene comtveormal av y
contiene al punto P:

m=x+y-z+D=0
=4-1-1+D=0;;, D=-2 = m=x+y-z-2=0.

P4, -1 1)

El punto N de interseccion de la recta r con @hplz' es el siguiente:
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Para que N sea el punto simétrico de P con respeatttiene que cumplirse que:

PN=NP = N-P=P-N ;; (2 2 _Ej-(4, -1, 1)=(x, y, z)—(%, 2, —gj;;

33 3 3’ 3
2—4, g+1, —g—l = X—g, y—g, Z+E -
3 3 3 3 3 3
J10°5° S| _(3X22 3y=2 32%2) . (L1q 5 -5)=(3x-2 3y-2 32+2) =
3'3 3 3 3 3
3x-2=-10 - x:—§
3
7 8 7 7
= 3y—-2=5 — =— = P -, =, ——
4 Y=3 ( 3 3 3)
32+2=-5 _ z=-_
3
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OPCION C

1°) Calcular las siguientes integrales indefinidas: [ L(x+1)dx e I, = szidx.

I, = [L(x+1)dx
Sabiendo que la férmula de la integracion porgsaes| udv = uv - | vdu y que:

1
X+1

- dx

. x=[x-—L . dx=
=1, =L(x+1) - x-]x il

u=L(x+1) - du=
I, =[L(x+1) - dx=
dv=dx - v=Xx

X+1-1
X+1

Xx+1
X+1

1
X+1

X
X+1

=xL(x+1)-] dx =

dx=xL(x+1)- |

dx=xL(x+1)- |

dx+j

=xL(x+1)=[dx+L(x+1)=xL(x+1) - x+L(x+1)+C=(x+1)L(x+1)-x+C=1,

dx =

A B j Ax— A+ Bx+B
x:j

o2 2 _ , B
B [t M e

dx =

:I(A+Bbu{—A+B)

A+B=0
(x+1)(x-1) {

_A+B:é}aB:1;;A:—%:3
x-1
X+1

:>j(_1-h¥Lde:ﬁ[]'dx+j;%1dx:—L&+1%4(x—ﬂ+(3:L +C =1,

X+1 x-1 X+1
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x?+1

2°) Hallar las asintotas de la curya 5
X —

Las asintotas de la funcién son las siguientes:
Horizontales: son los valores finitos que tomadralp x tiende a valet « .

lim x%+1

y:k: lim f(x):

=0 = No tiene
X - 00 X - 00 X —_—

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador:x-2=0 ;; x=2.

li li
Oblicuas: son de la formg = m»+n, siendom= ) yn= (%) -mA,

siendo m un valor real distinto de cero (asintot@zbntal) y n cualquier valor real.

x?+1
lim f(x [im lim x?+1
m= _(): X = 5 =1=m
X - 00 X X —» 00 X X > 00 X
[im lim (x?+1 lim x%+1-x2 lim 1
n= [f(x)-mx = -1.-x|= EALE Sy ~=0=n
X > © X - 00 X X - 00 X X > 00X

Asintota oblicua: y = x
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OPCION D

1°) Demuestra que la pendiente de la tangentecarta y = \/tag(Lx) en el punto de
abscisax =e*, valee *.

La pendiente m a una curva en un punto es el dal¢ta derivada para el valor de
la abscisa en dicho punto.

La derivada de la funcién puede obtenerse dertadsiguiente:

y = 1/tagiin—\/_ = '—2\/|_ @

Zl
=tag(Lx)=t ;U=
u=tag(Lx)=tag z ;; u —5

)

z=Lx;; z':1 ;; Sustituyedo el valor de z en (2):
X

X | =

u'= Z_- ==U';; Sustituyedo el valor de u' en (0):
cosz cos z

_ 1
u _ xcos (Lx) _

2\/_ 2 tag(Lx)  2x[cog (L Jw/tagiin

us

Particularizando para=e*:
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2°) Calcular el area del area de la region encereatdre las graficas de la curva
y=7-x*ylacurvay = x* + 2x+ 3.

Se trata de dos parabolas, cuyos puntos de abteenen de la igualacion de
Sus ecuaciones:

y=x"+2x+3
=X +2X+3=7-X* ;; 2X*+2x-4=0;; x*+x-2=0

=1 o = Al
~1+1+8 _-1449 _ -1:3 | v,=6 = Al 6
x,=-2 - y,=3 = B(-2 3)

Los puntos de corte de cada una de las parabmiasl €je OX son los siguientes:

y=x>+2x+3=0;; xz%:xDR = No corta al eje OX

x, =7 - c{7, o)
X, ==/7 ~ D[-+/7, 0)

Los extremos absolutos de cada una de las pasatmia

7-x*=0;; xX*=7>

y=x>+2x+3;; y'=2x+2;; y'=2>0 = Minimo

y=0=2x+2=0;; x+1=0;; x=-1= y(-1)=1-2+3=2 = Minimo: P(-1, 2)

Y

7 - %2

>
<
]

N
-

y=x*+2x+3




y=7-x*;; y'=-2x;; y''=-2<0 Maxima

y=0=-2x=0;; x=0 = y(0)=7 = Méaximo: Q(0, 7)

La representacion grafica de la situacion esdacada en la figura, en donde se
puede observar que las ordenadas de la pardbola- x> son, en el entorno del area,
iguales 0 mayores a las correspondientes ordenadasparabolay = x* + 2x + 3.

De lo anterior se deduce que el area pedidasguente:

S= ﬂ(?—xz)—(x2 +2x+3)]-dx: j(?—x2 - x? —2x—3)-dx:j'(—2x2 ~2x+4). dx =

-2 -2

= —2)3(3 - x2 +4Xl :(— 2;3 ~17 + 4-1}—{—M-(-Z)2+4-(—2) -

= _E—1+4j—(1_6—4—8j:—g+3—1—6+12:15—§:15—6:9u2 =S
3 3 3 3 3
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