I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE NAVARRA

SEPTIEMBRE - 2006

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responde a una cuestion de cada una de las opcione
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacionealéinalependientes del parametro real a
x+(a-1)y=2

y resuélvelo en los casos en que sea compatiblec+ (a2 - a)y+ 2z=a-1
ax+(a® -a)y+(a® +1)z=2a

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 a-1 0 1 a-1 0 2
M=|-1 a*-a 2 y M'=[-1 a®°-a 2 a-1
a a’-a a’*+1 a a’-a a*+1 2a

El rango de la matriz de coeficientes en funciéihpdrametro a es el siguiente:

1 a-1 0 1 1 0
IM|=|-1 a®>-a 2 |=(a-) -1 a 2 = (a-1)[ala? +1)+ 2a-2a+ (a2 +1)| =
a a’-a a’+1 a a a’+1

=(a—1)(a3 +a+a? +1):(a—1)(a3 +a2 +a+1):(a—1)[a2(a+1)+(a+1)]=

= (a—l)(a+1)(a2 +1):0:> Las raices realessona, =1 y a, =-1

azl ., . .
Para { 4 1} = Rango M =Rango M'=3=n° inc6g = Compatible Determinado
a —
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1 002
Para a = 1 la matriz ampliada®s=| -1 0 2 0|, que por tener la segunda co-

1 0 22
1 02
lumna todos sus elementos nulos, es equivalersterairizm'=| -1 2 0], cuyo ran-
1 2 2
go es el siguiente:
1 02
RangoM'=RangoM"=|-1 2 0|=4-4-4=-4#0 = RangoM'=3
1 22
Para a=1= Rango M # Rango M'= Incompatilte
1 -2 0 2
Para a = -1 la matriz ampliada®s=| -1 2 2 -2/, que por tener las dos ul-
-1 2 2 -2

: o : (1 -2 0 2
timas filas iguales, es equivalente a la mamz{ ] Cuyo rango es 2.

-1 2 2 -2

Para a=-1= RangoM = RangoM'=2<n° inc6ég = Compatible Indeter minado

Resolvemos en los casos de compatibilidad:

Resolviendo por la Regla de Cramer p%ara{_ll}:

2 a-1 0 2 1 0

a-1 a*-a 2 (a-1)a-1 a 2
e 2a a’-a a’+1|_ 2a a a2+1_2a(az+1)+4a—4a—(a—1)(a2+1)_
R CF ) Ry P o o R (2 +1 ]

_2a’+2a-a*-a+a’®+1_a*+a*+a+l_

x

(a+1)a® +1) (a+1fa+1) —
1 2 0
-1 a-1 2
la 2a a’+1 (a-1fa®+1)+4a-4a+2fa>+1)_al+a-a’-1+2a2+2_
T a-ardf’+y) @+a* +1 @+ +1)

_a*+a*+a+1
et 1

<



1 a-1 2 1 1 2 1 1 2
-1 a’-a a-1| (a-1-1 a a-1| a-[-1 a a-1
a a’-a 2a a a 2a 1 1 2

e el ) @ darde ) @edfare)

N

(El valor del determinante es cero por tener iguks filas primera y tercera)

. X—2y=2
Resolvemos ahora para a = -1, en cuyo caso residistem y :
- X+2y+2z=-2
. Xx=2+24
Parametrizandy =1, resultay=—— = z=0.
— —-2-2A+2A+2z2=-2 -
X=2+24
Solucion {y=A1 , ODAOR

z=0
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2°) Halla la ecuacion general del plamoque equidista de los puntd¥2, 1, 3) y
Q(0, 3 -1) y es paralelo al plana =3x-y+z+1=0.

El haz de los infinitos planos paralelosi& 3x—y +2z+1=0 tiene por ecuacion
B=3x-y+z+D=0, uno de los cuales a8, que equidista de los punt®¥2, 1, 3) y
Q(0, 3 -1), o sead(P, a)=d(Q, a).

|3-2-1-1+1-3+D| |6-1+3+D| [8+D| _

diP, a diP, a
b @) V3 + (-1 +1 Vo+1+1 Vi1 P a)
d(Q a)—|3'0_1'34-1'(_1)+D|—|0_3+1+D|—|D_2|‘d(Q a')
| V3 + (1) + 1 Jo+1+l 11 |
] g+0|_Jp-2 | [g+D=D-2
P, a)=ale o) = T 2LPZ2 gupjzp—) 5 [1070-2)

De las dos posibilidades anteriores, la primeraasade sentido l6gico, por lo
cual, el valor del término independiente D @& =2-8=-6 ;; D=-3.

El plano pedidoes a=3x-y+z-3=0
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OPCION B

(1 -2 1 -1
-2 2 -1 2

2 -3 1 -2
3 -2 1 -2

1°) Calcula el valor del determinante de la ma#iz

Sumando a la primera columna la ultima resulta:

0 -2 1 -1
-2 1 -1
0 2 -1 2 : .
|Al= 0 -3 1 o712 "L 2| Sumando a la primera fila la segunga
-3 1 -2
1 -2 1 -2
0 0 1
2 -1
= |Al=] 2 -1 2= =2-3=-1=| A|
-3 1 —
-3 1 -2
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2°) Halla la ecuacién continua de la recta que pasal punto P(1, 0, 0) y corta a las

recta3r=x_"2:y_‘1:5 gz XFT2y+z-1=0
B 1 ys= 2X—y—Z—3:O'

Un punto y un vector director de rsefe, 1, 0) y v, =(1, -1 2).

La expresion de la recta s por unas ecuacionesngéiricas es la siguiente:

X+2y+z-1=0 X+2y=1-A X+2y=1-A
S= = 7= = = b5x=5+A4 ;;
2x-y-z-3=0 2x—-y=3+A| 4x-2y=6+21
x:1+£A
5
1 2 3 3
X=1+=A ;; 2Xx-y=3+4 ;; y=2+—-A-3-A=-1-—-A=y = s=y=-1--/
5 y y 5 5 y y 5

z=A

Un punto de la recta s e&1, -1, 0) y un vector director es cualquiera que sea

linealmente dependiente del vecﬁr:(é, —g, 1), por ejemplo:v, =(1, -3, 5).

El punto P con los puntos Ay B determina los ®gtes vectores:

ﬂ
3

, =A-P=(210)-(1 0 0)=(1 1 0)=u,

—_—

(0 -1 0)=u,

.=PB=B-P=(1, -1 0)-(1 0, 0)

El planoa que pasa por P y contiene a la recta r es elesitpui

1 0 =0;;dx—D—z—z—Zyzo;;2x—2—22—2y:O;

a=x-y-z-1=0

El plano g que pasa por P y contiene a la recta s es eksiguii

x-1 vy z
ﬁ@;tﬁ,?jz 0O -1 O:O;;—5&—Q+Z:O;;—5x+5+z:O;;ﬁ55x—z—5=O
1 -3 5




La recta t pedida es la que determinan los plangsg:

t

XxX-y-z-1=0
5x-z-5=0
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OPCION C

X - 0{(2-2senx B

2
I . lim 2 x lim 3/2x2 -
1°) Halla los siguientes limites: = _x*2 M = X *+X+5-2
x-1 1-y2x-1

2 2
lim X242 \x 0>+2 o L
= = =1° = Indeter minacion —
X -0\ 2-2senx 2-2sen0

2 2 2
_ o [m x*+2  |x_ lim (x2 +2)a+senx) |x _ lim (x2 + 2)u+ senx) ]x _
X-0 2(1— sen x) X-0 2(1— sen x)(1+ sen x) X-0 2(1— serf x)

>IN

_ lim {(x2 + 2L+ sen x)}

X0 2cos X

2
_lim (x*+2 1+senx)x _
x-0( 2 cos’ X

2 2

2 2

lim 2 x lim + x  |im 2\x  |im + x
e X +2 . ﬂ e 1+X_ . ﬂ :Ll.LZ:L
x>0\ 2 X - 0| cos x X -0 2 X - 0| cos x e

x

2
2
X

lim 2 2 lim 2\
L, = 1+2 | =(1+0)o =1° = Indeterminado = L, = 1+
X -0 2 X -0

X

2
e 2 F lim X
= “mo (1+X7j =% =’ =1=L,
X -

2 2
X

lim (1+senx lim 1 2 lim 1 ) lim 2
L, = — | = |1+ senx)| x= . 1+senx)x =
? xao( coszxj xﬁo[coszx ( )} xao( J X O( )

cos” X -

Il,m 1 lim 2 senx

:1°°-X_>0[(1+senx)senx} T=1.e0 ¥ =e’ =L,

_ lim senx
Se tiene en cuenta que =
X-0 x

) ) Iim 2 4+ X
Teniendo en cuenta lo anteriar= _xX*2
X -0\ 2-2senx



lim %/2x®> +x+5-2
x->1 1-42x-1

M =

Para la resolucion de éste limite conviene recdasasiguientes productos nota-
bles:(a+b)a-b)=a?-b? y a®*-b*=(a- b)(a +ab+b? )

= Indet. =

_lim 32x*+x+5-2 3Y2+1+5-2 38-2 2-2
x-1 1-J2x-1 1-42-1  1-1 1-1

olo

lim (\/Zx +x+5—2) [Zx +x+5 2x +x+5) 2+122]-(1+\/2x—1)=
X~1  [1-2x-1)- |22 + x+5) +(2x +x+ 5 - 2+22| . [+ vV2x-1)

=

- [(«3/2x2 Fx+5) —23} [+ v2x—1) )
-1 [12 -(m)ﬂ : [(2x2 +x+5) +4x? +2x+10+4j_

_ lim (2x2 + x+5-8)1+/2x-1) lim 2x® + x- 3+ v2x-1)

x-1(- 2x+1)l(2x +x+5) +4x? +2x+14J x-1201- x)l(Zx +x+5) +ax? +2x+14]

_lim (2x+3)(x J)(1+ m) o dmo o (oxs 3)(1+ m)

x=1op(x- 1)[(2x +x+5) +4x? +2x+14J X1 2[2x +x+5) +4x? +2x+14]

(2+3+v2-1) __ 52 5 5 _

~2|(2+1+5) +4+2+14 ~2.[B?+20) 64+20 84
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2°) Demuestra que la funcign= x® - x - ser(rx) tiene un maximo relativo en el interva-
lo (-1, 0) y un minimo relativo en el intervalo (0, Menciona los resultados tedéricos
que utilices.

La funciony = f(x)=x* - x-ser(7rx) es continua y derivable en su dominio, que
es el conjunto de los nimeros reales, por semi@a flgebraica de tres funciones conti-
nuas y derivables en sus dominios, que tambiénessdada uno de los casos.

Los valores de la funcién en los extremos dehuale (-1, 0) son los siguientes:

f(0)=0-0-sen0=0 ;; f(-1)=(-1)°-(-1)-sen-m)=-1+1-0=0

Teniendo en cuenta el teorema de Rolle, que ticema funcion f(x) es conti-
nua en [a, b] y derivable en (a, b) y si se cumple f(a) = f(b), existe al menos un valor
X = c perteneciente al intervalo (a, b) tal que)f£ 0.

Teniendo en cuenta las derivas primera y seguada €luncién, que son las si-
guientes: y'= f'(x)=3x? -1- rrcos(77x) ;; y"=f"(x)=6x+2msen(7x), se cumple que la

segunda derivada es menor que cero para todoslmes de x pertenecientes al inter-
valo (-1, 0) considerado, o sea:

f'(c)=0, cO(-1 0) y f'(c)<0= La funcién tiene un maximo relativo en (-1, 0),.d.q
Aplicando los calculos anteriores al intervalolPresulta:
f(0)=0-0-sen0=0 ;; f(1)=1°-1-senr=1-1-0=0

f'(c)=0, c0(0, 1) y f"(c)>0= La funcién tiene un minimo relativo en (0, 1), d.q.
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OPCION D

1°) Demuestra que la funcidin(x) = x* tiene un minimo relativo er=1.
€

. ., . ;. . 1 .. .
Si la funcion f (x) = x* tiene un minimo relativo para== tiene que cumplirse
(S

que su primera derivada tiene que anularse paal dado de x:

=1-Lx+x -%=1+ Lx ;; y'=f'(x)=x*[1+Lx)

f(X)=y=x*;; Ly=xLx ;;

< <

1

f'(%){}je -(1+ L:—lj o (1+L1- Le)=

- - (1+0-1)=0=f'2)

1
e

Para que exista un minimo relativo, el valor dedgunda derivada tiene que ser
positivo para el valor dado de x:

() =x (e 1) -l Lt Lo {(1+ Lx)? ﬂ £(x)

=2 (1oL l) o E =k faria- Lo = e 2= )0
e

. . . . 1
En efectg la funcidn f(x) tiene un minimo relativo para x==, cqd.
e
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2°) Se consideran las funcioné$x) = x* - x> y g(x)=2-2x2. Dibuja sus gréficas y
calcula el &rea de la regidén encerrada por ellas.

Los puntos de corte de las funciones se obtieasoiwviendo el sistema que for-
man sus ecuaciones:

f(x)=x* - x2

SxP=x?=2-2x% ¢ x*+x*-2=0:; x*za = a*+a-2=0
g(x)=2-2x2

x =1 -~ A1 0) }

— — =1 X2 =1-
Q= 1+v1+8 _-1+3 L N {xzz—l ~ B(-1 0)
2 2 a, =-2

x*=-1 - xOR

La funcion f (x) = x* - x* es polindmica, par y que corta a los eje de ahsas
los puntos A(1, 0), B(-1, 0) y O(0, 0).

Los maximos y minimos relativos ddx) = x* - x* son los siguientes:

f'(x):4x3 _2x:2x(2x2 _1):0, cuyas raices sox =0, x, :% y X, :_%_
V2

V2
2 2 .

fr(x)=12¢* -2 = f"(—): f"(—@):6—4>0 = Min. relativos para x:% y X=-
fll

—_

0)=-2<0 = Méx relativo para x=0

V21 N2 1) e
= Min. P(7, Z] y Q( > Zj (Simetrig

El punto maximo es el origen de
coordenadas. (cortes con el eje de abs-
cisas).

2] (7] 45

NG

La funciong(x) = 2-2x* es una
pardbola céncavén) cuyos puntos de
corte con el eje de abscisas son A(1,
0) y B(-1, 0), obtenidos en los puntos
de corte de las dos funciones. El punto
de corte con el eje de ordenadas es
para x = 0, que es C(0, 2).

Xy

La representacion gréafica de la
situacion se refleja en el gréfico ad-
junto.




De la observacion de la representacion graficdesece que la superficie limita-

da por las dos funciones es la siguiente, teni@mdouenta la simetria con respecto al
eje de ordenadas de las funciones:

S= 2-J1-[g(x)— f(x)] - dx= 2-J1-[(2—2x2)—(x4 —xz)] - dx= 2-J1-(— x* - x%+ 2) - dx=

o

_-6-10+60_44 ,_
15 15
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