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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responde a una opcién del Grupo 1y a una opcion del Grupo 2.
GRUPO 1
OPCION A
1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
x—az=-1

y resuélvelo en los casos en que sea compat{bte(a+ 3 y+(4- a)z=0
x+(a+ 3 y+ (& +2)z=a+2

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 O -a 1 O -a -1
A=|1 a+3 4-a |y A=|1 a+3 4-a O
1 a+3 a*+2 1 a+3 a+2 a+2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de a es el siguiente:
1 0 -a 1 0 -a

Re s¢an do acada
|A|=|1 a+3 4-a|=1 , =|A[=|0 a+3 4 |=
5 fila la anterior 5
1 a+3 a"+2 0O 0 a+a-2

=(at 3(a2+a— 3:(a+ Ja-1Ya+2)=0 = a=-3;; 8, =1;; a,=-2.

az-3
Para { a#1l } = Rangadvi= RangoM '= 3=n° incégnitas= Compatible Determinado
azr-2
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Veamos cual es el rango de la matriz ampliada para los valores que anulan el
terminante de la matriz de coeficientes:

10 3 -1 1 3 -1
a=-3=>A=|1 0 7 0| RangoA = |1 7 O|=-F1k 7+3=-8#0>
10 11-1 111 -1
= Rang A'=3.
10 -1-1
a=1= A=[1 4 3 0 |= RangoA={C,C, C}=
14 3 3
10 -1
=14 0|=12 4+ 4=12#0 = Rang A'=3.
14 3
102 -1
a=-2= A=|11 6 0 |= {F,=F,} = RangoA' = Rang A'=2
1160

az-3
Para { ¢1} = RangaV# RangoM' = Incompatilbe

Para a=-2 = RangdVE RangoM'= 2< rP incog. = Compatible Indeterminado

Resolvemos en primer lugar en el caso de compatible determinado aplicand
método de Gauss.

x—az=-1
x+(a+ Jy+(4-az=0 . Restando la primera ecuacién a las otras dos:
x+(a+ 3 y+ (£ +2)z=a+2

x—az=-1
(a+3y+4z=1 |.Restando a la tercera ecuacion la segunda:
(ar3) y+(& + a+ 2Jz=a+3

x—az=-1 x—az=-1
(a+3)y+4z:1 5 (a+3)y+4z:1 = z=
(af+a—2)z:a+3 (a-1)(at+2)z=a+2
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1- 4
_1-4z_~ a-1_ a-1-4 a-5

a+3  a+3 (a-@+3) ° (a-1a+3)’

a —-atl+a 1
Xx=-1+az=-1+ = = =X.
a-1 a-1 a-1

Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminado:

X+2z=-1
Para a = -2 el sistema resulta el siguiente: y+6z=0, que es equivalente al sis-
X+ y+6z=0

X+2z=-1 . S .
tema{ V6220 Parametrizando una de las incégnitas, por ejenpia,:
X+ y+6z=

X=—=F+ A ;;-2+y+61=0;; y=1-44
x=-1-24

Solucion Para x=-2 = <y=1-44 , OAOR
z=A
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2°) Halla la ecuacion continua de la recta r formada por todos los puntos que equidi
de los puntos P(1, -1, 0), Q(-1, 3, 2) y R(3, 1, -2).

La recta r pedida es perpendicular al plano
qgue contiene al triangulo de vértices los puntos da
dos P, Q y Ry pasa por el punto O, que es el incen
tro del triangulo.

La recta r también puede definirse como el
lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de los puntos dados.

Utilizando la ultima de las definiciones, seria:

émb):\/( *])2"'( yl_1)2+(2_0)2 :\/)5—2X+1+ YV +2y+1+ 7% =

=/ %+ y+ Z-2x+2y+2=doOP)

d0Q=J(x+ 97 +(y-9 +(z-27 =/ %+ 2% 1+ ¥ - 6y+ 9+ Z —4z+4 =

:J X+ Y+ 7+ 2% 6y—4z+14:d(O_Q)

‘(O'% +(y=17 +(z+2) J)% 6x+ O+ ¥ - 2y+1+ Z +4z+4 =

= %+ §+ z-6x 2y+4z+14:d(O_R)

(d_C)Ia (E)@D\/ X+ Sl+ %—2)6'2311-2:\/)%4_ );4_ £+2X_6y_42+14;;
% Y+ Z-2%2W2= R+ Y+ 7+ X— G- &+ 14 ;- 4x+ 8y+ 4z =12 ;;

- x+2y+z=3 ()

(dQr (dORs { %+ ¥+ z-2w2 2=y X+ y+ Z- 6x- 2y+ 4z+14 ;;
W W -2 %2 y2= X+ Y+ Z- 6% 2 47+ 14 ;; Ax+ dy-4z=12 ;;

xty-z=3 (2



(T(j@ (d_de\/ R ﬁ+2x6y4z+14z¢>€+ Y+ 7 — 6x— 2y+ 4z+14 ;;
2% ¢ %z 2 X6 y4 #14= X+ Y+ Z— 6x 2y 4z+ 14 ;; 8x—4y-82=0 ;;

2x—y—-22=0 )]

Como puede observarse, la ecuacion (3) no hubiera sido necesario calcularle
las dos primeras igualdades se obtienen dos planos cuya interseccién es la recta p
necesariamente la tercera ecuacion tiene que ser linealmente dependiente de la

primeras {(2) - (1) = (3}}.

., . . . - Xt+2y+z=3 :
La expresion de r por ecuaciones implicita , pero nos piden

X+y-z=3
su expresion en forma continua, para lo cual hacemos lo siguiente:

- X+2y+z=3 -X+2y=3-A1
r = = Z=A = 3y=6;,y=2
X+y-z=3 X+y=3+/ B
Xx=1+/

x-1 y-2 z-0

1 0 1

X=3-y+z2=3-2+A=1l+A=X = r=qy=2 = T
z=A
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OPCION B

t-11 O
1°) Calcula el valor de t para que el determinante de lan#atriz-1 t 2 | seaO.
t-1t t+1

t-11 0 11 0
[Al=]t-1t 2 |=@t-D-|1t 2 |=(-3 {tl+)+2-2-(t+1)]=
t-1t t+1 1t t+1

R R O T R O [ i St L R e

El Unico valor de t que anula el determinante de la matriz A es 1.
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta s que pasa por el punto P(1, 1, 0) y cc
Xx+3 _y-2_2z-5 [ = Xty+z-2=0
-1 0 2 > |3x+ y-z+8=0"

las rectag, =

_—

Un punto y un vector director desonA(-3, 2, 5) y v, =(-1, 0, 2).

La expresion de la rectapor unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

X+y+z-2=0 X+y=2-A41 - X—y=-2+A1
rZE =7= = = X=-10+24 .
3x+y-z+8=0 3x+y=-8+/4 3X+y=-8+1
X=-5+A
X==5tA ;;Xx+y=2-1 ;;y=2-A+5-A=7-2A=y = r,=3y=7-21
z=A

Un punto de la recta esB(- 5, 7, 0) y un vector director es, =(1, - 2, 1).

El punto P con los puntos Ay B determina los siguientes vectores:

—_—

y=PA=A-P=(- 32 5(120=(-415)=uy,

u=PB=B-P=(- 57 0-(1120=(-66 0= u,

El planoa que pasa por P y contiene a la recesrel siguiente:

x-1 y-1 z
olp w, V)= -4 1 5= 05 dx- - dy-rzrdy-D=0;
-1 0 2

@ ) By I+ z= 0;; X— 2 3y-3+tz=0;;a=2x+3y+z-5=0

El plano g que pasa por P y contiene a la regsrel siguiente:

x-1 y-1 z
ﬂ(':” u,, 72)5 -6 6 0= 0;; 6x }+122-6z+6y-1)=0;;
1 -2 1

& 6+ &+ 6/—6=0;; x-1+z+y-1=0;; B=xty+z-2=0




2x+ 3y+z-5=0

La recta s pedida es la que determinan los planps3: s E{
X+y+z-2=0

La expresion de la recta s en forma continua es la siguiente:

2x+ 3y+z-5=0 2X+3y=5-/4 2Xx+3y=5-/4
s= =z=1= =>y=1+4;;
X+y+z-2=0 Xty=2-A] —-2X-2y=-4+21
x=1-21
Xty=2-A ;;Xx=2-A-1-1=1-2A=X = s=y=1+41 =
z=/
sz X 1_y-1_z
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GRUPQO 2

OPCION C
1°) Hallar la integral indefinida = [— 2% . dx.
X“+X—-6

X +x-6=0;; x=_ = 1+24:—115:>{X1=2 = X+ x-6=(x-2)(x+3)

2 2 X, = -3
dx dx 1 1 A B
|l=— .dx=|————-d = = =
J.x2+x—6 X J.(x—2)(x+3) X e x-6 (x= 9(x+3 X-2 x+3
_ Ax+ 3A+ Bx-2B _ ( A+ B)x+(3A-2B) A+B=0 | 2A+2B=0 L
_ - - = 5A=1;;
(x=2)(x+3) X +x-6 3A-2B=1] 3A-2B=1
i1
a=lip=-l o g 5 v 5| axeliyx-z-Liyxesec
5 5 X—2 Xx+3 5 5
=1 X2 c =
5 | x+3
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2°) Dada la funcion { y= xsen%, demuestra que exister (0, 4) tal que

f(a) = f(a +1). Menciona los resultados tedricos que utilices.

(Ayuda: usa una nueva funcién g construida adecuadamente a partir de f)

Si se considera la funciong x= { x1)- {}=(x1) senn()rl)— xsen%,

demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que existe, 4) tal queg(a)=0.

El Teorema de Bolzano dice que “si una funcién f(x) es continua en un interve
[a, b] y en los extremos de éste toma valores de diferente signo, entonces existe al

nos un punto c perteneciente al intervi@ob) tal que f(c)=0".

La funcién g(x) es continua en su dominio, que es R, por lo tanto lo sera en cl
quier intervalo finito considerado y, como consecuencia, le es aplicable el Torema
Bolzano en el intervalo [0, 4]:

g(O):l-senIZT—O-senO:%>O

9(4)=5-sen57”— 4-senﬂ:5-(—sengj— 4.0:_5.%@

Segun el mencionado Teorema de Bolzano,

Ca(0, 4) para el cual secumpleque f(a)= f(a +1), como queriamosdemostrar
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OPCION D

1°) Demuestra que la funcion( 3 = (1— >€) senx tiene un maximo relativo en el in-
tervalo (0, Z). Menciona los resultados tedricos que utilices.

La funcion f( 3= (1— >€) - senx es continua y derivable en todos los puntos de s

dominio, que es R, por lo cual le es aplicable el Teorema de Rolle en cualquier inten
de su dominio que se considere.

El Teorema de Rolle dice que “si una funcion f(x) es continua en un interva
[a, b] y es derivable effa, b) y si, ademas se cumple quéa) = f(b), existe al menos

un valor ¢ perteneciente al intervdly b) tal que f'(c)=0".

La funcién f(3=(1- %)- senx se anula para los valores 0 y 1, pertenecientes :
intervalo[0, Z], por lo que, segun lo anteridic [0, 1] tal que f'(c)=0.

Teniendo en cuenta que la condicidn necesaria para que una funcion tenga un maxi

un minimo relativo en un punto es que su derivada se anule en dicho punto, pode
asegurar que en el intervdly z| la funcién tiene un maximo o un minimo relativo.

Teniendo en cuenta que en el interviol) es f(x) > 0, segln lo anterior se in-
fiere que:

En el intervalo (0, Z) existe almenosunmaximo relativg c.qd.
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2°) Calcula el area de la region del plano encerrada por las graficas de las funci
f(x)=2xy o =6+3x—x>.

Los puntos de corte de las dos funciones son los siguientes:

vy )= X/ 2x= 6+ 3x- X ;; X -x-6=0 =

X = 1+/1+24 1¢J2_53_1¢5:>
2 2 2

x, =3 -~ A3 6)

=

X, =-2 - B(-2 -4

—
><V

\ La representacion grafica de la situacion
es, aproximadamente, la de la figura.

Bj Por ser todas las ordenadas de la parabol

A mayores que las de la recta en el intervalo (-2, 3)
I la superficie es la diferencia de las limitadas por
la parabola y la recta, respectivamente, o sea:

Q
ke
I
D
+
2
1
>

S=i[(6+3x— %)-2%- dx:JS'(— X + X+ 6)-dx:{—§+x—22+6x]2 =

=7

=(-9+2+18]-[+2+ 2—12j:9+9+1o—§:19+9—§: 11427716 125 - 5
2 3 2 3 2 3 6 6
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