I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE NAVARRA

SEPTIEMBRE - 2007

(Resueltos por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responde a una opcién del Grupo 1y a una op@b@ipo 2.

, GRUPO 1
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacionealénalependientes del parametro real a
X+2y+az=0

y resuélvelo en los casos en que es compatifae+ (3a—1)y+(1+ az)z: 2.
x+2y+(a2 - a)z:a—Z

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 2 a 1 2 a 0
M=|la 3a-1 1+a°’| y M'=|a 3a-1 1l+a® 2
1 2 a’-a 1 2 a’-a a-2

El rango de la matriz de coeficientes en funciémeks el siguiente:
1 2 a
IM|=|a 3a-1 1+a|=(3a-1)a’-a)+2a’+2+2a> ~a(3a-1)- 21 +a*)-2aa> ~a)=

1 2 a’-a

=3a°-3a?-a’+a+4a’+2-3a’+a-2-2a’-2a’ +2a’ =a’-3a’ +2a=ala’ -3a+2)=0 =

- a, =1
e =03 a'-3a+220 5 a= 3tV 8:31\/1=3¢1:{

2 2 2 a,=2
az0
Para {a# 2; = RangoM = Rango M'=3=n° incog. = Compatible Determinado
azl
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1 2 00 1 2 0
Paraa=0= M'=|0 -1 1 2 | = RangoM'={C,,C,,C,} = |0 -1 2|=
1 2 0-2 1 2 -2

=2+4-4=2#0 = RangoM'=3.

1210
Paraa=1= M'=|1 2 2 2| = RangoM' = {C,=2C,} = {C,C,. C,} =
12 0-1
11 0
= |1 2 2|=-2+2+1=120 = RangoM'=3,
10 -1
a=0 ,
Para {a—l} = RangoM # RangoM' = Incompatilte
1220
Paraa=2 = M'=|2 5 5 2| = RangoM' = {C,=C,} = {Cc, C,, C,} =
1220
120
= |2 5 2/=4-4=0 = RangoM'=2.
120

Para a=1 = RangoM =RangoM'=2<n° inc6g = Compatible Indeter minado

Resolvemos en primer lugar el caso de compatgtierchinado:

Xx+2y+az=0
ax+(3a-1)y +(L+a?)z= 2. Resolviendo por Gauss:
x+2y+(a2— a)z:a—2

Xx+2y+az=0
a-2 a-2 _1_

-1 =2 = = == .
(a-1)y+z 7t 2 2a ala-2) a ‘

(a2—2a)z:a—2

1
_2-2_%T4_ 2a-1_
y a-1 a-1 a(a—l)



_ _-4a+2 . _-4a+2-ala-1)_-4a+2-a*+a_-a’-3a+2_
X=-2y-az= -

aa-1) ~ aa-1)  aa-1)  a&a-1)
Resolvemos ahora en el caso de compatible indetadm para a = -1, en cuyo
X+2y+2z2=0
caso el sistema result2x+5y+5z=2, que por tener iguales la primera y tercera
X+2y+2z2=0
. . . | Xx+2y+2z2=0 . .
ecuaciones es equivalente al sistema . Parametrizando, por ejemplo, z:
2X+5y+5z2=2
X+2y+2z=0 X+2y=-21 -2x—-4y =44
y = z=1 = Y Y = y=2-1 3
2X+5y+52=2 2x+5y =2-51 2x+5y =2-51 D

X+2y=-2A ;; X=-2y-2A=-4+21-21 = x=-4

X=-4
Solucion: <y=2-4, OAOR
z=A1
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29 Los puntos 1, 0, 1), (2, -2, 3) y R(-1, 1, 3) son tres vértices de un cuadrado.
Encuentra el cuarto veértice.

Para determinar la posicién de los puntos hallda®distancias entre ellos:

d(PR,)=(2-1 +(-2-0f +(3-1f =Vi+4+4=\o=3u=d[PP)

d(PP,)=(~1-1) +(-0F +(3-1F =Va+1+4=+9=3u=d(PP)

El punto R(X, y, z) a determinar es el opuesto;g#8r lo cual se tiene que cum-
plir que los vectore® P, y P,P, son equipolentes.

—_—

PP, =P,-R=(2-23-0L01)=1-22)
= _;Eg = FEFQ =
ﬁ:P4_P3:(X’ Y, Z)_(_l’ 1, 3):(X+1v y-1, 2_3)
Xx+1=1 | - x=0
= {y-1=-2t . y=-1 = P,(0 -1 5)

z-3=2 | - z=5
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OPCION B

. 1 00 : ~
1°) Dada la matriA = {O 1 O] Encuentra dos matrices, By C, de tamafio 3 x@ y

rango 2, tales que elrangode A - Bsea 2y glxde A - C sea 1.

a b
SealamatriB=|c d|.ElproductodeA - B es:
e f

100 a b
A-B= : = .
{o 1 o} L d}

La condicion necesaria para que el rango de AedB2 es quad # ck, indepen-
dientemente de los valores de e y f.

O O 9
-~ O T

10
Un ejemplo puede serla matrg=|1 1|.
7 2
m n
Sealamatri =| q p|. El producto de A - C es:
Xy
m n
A.C= 1 0O _ m n
010 |3P q pl|
Xy

La condicion necesaria para que el rango de AedCl es queng = gn, indepen-
dientemente de los valores de x e .

Un ejemplo puede ser la matriz:=

N R e
N PR
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2°) El planon es el que pasa por los punta&®, 0, 0), B(1, -1, -1) y B(-1, O, -1). En-

cuentra los dos puntos de la recta% = yT—l _2*2 gue estan a distancia 1 de

La ecuacion general del plamose deduce de la siguiente forma:

U=PR =P -R=( -1 -1-(-30 0)=(4 -1 -1
V=RR=P,-R=(10 -)-(-3 0 0)=(2 0 -1
Xx+3 y z
n(Pl; u, T/)s 4 -1 -1|=0: x+3-2y+2z+4y=0: m=x+2y+2z+3=0
2 0 -1
Xx=A

La expresion de r por unas ecuaciones paraméggas -y =1
Z=-A-2

Un punto genérico de r é¥1, 1, -1-2).

La distancia de un punt®(x,, y,, z,) a un planon = Ax+By+Cz+D =0 viene
, Ax, +By, +Cz +D
dada por la formulal(r, Po):| %7 25 |
\/AZ +B? +C?2

Aplicando la formula an = x+2y+2z+3=0 y aP(4, 1, -1 -2) y sabiendo que
la distancia es de una unidad:

|1 A+2:142-(-21-2)+3| _[A+2-21-4+3] [|1-1| [1-1] N

dim, P
(. P) Navavy T Ty RN

1-4=3;;1=-2 - P(-210)

= [1-1|=3=
-1+A=3;; A=4 - P41 -6)
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GRUPOQ 2
OPCION C

1 1

i O
o , . lim J lim ¥ g
1°) Halla los siguientes limites: Jx_Jx+1 € ¢ .
X - +0 x+2-x+1 ~ x -0 L(2x+1)-sen(2x)

1 1 1
i -7 . VX+2+4/x+1
lim JX Jx+1 _ 0+0 lim (\/_ \/x+lj( ) _
= = Ind. =
X - 400 \/Xx+2—+/X+1 o0—00 X — +oo (Jx+2 Jx+1)(¢x+2+\/x+1)
\/x+2 \/x+1 \/x+2 \/x+1 \/ \/ \/x+1+1
. + + + iim 1+7+ 1+7
_ lim X X x+1 \x+1 _ X+1
X — 400 (x+2)-(x+1) X — 400 x+2 x=1

e J
. 1+5+ 1+ -+ 1+ — )
_ lim \/ X X x+1 _lim [\/1+g+\/11\/ 1 j:4
X

X_>+oo X_,+oo X

lim e’ —e™ _1-1
x - 0 L(2x+1)-sen(2x) L1-0

:% = Ind. = (L'Hopital) =

lim 2x.e“ -(-2x)-e* _ lim x.e“+x.-e _ lim  x. (exz +e‘x2) _
- - - 1-(1+2x)cos(2x)
x-0 ~2cos(2x) ¥~ 0 —cos(2x) X0
1+2x 1+2x 1+2x

lim (x+2x2)-(exz +e‘x2)_ 0-(1-12)
x>0 1-(+2x)cos(2x) 1-1-1

:% = Ind. = (L'Hopital) =

im (@+4x) (e +e )+ (x+2x?) [ox - e —2x-eF) _ 1.2+0-0 _
X0 ~[2- cos(2x)-(1+2x) - 2- sen(2x)] -(2-1-0-0)

=
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2°) Demuestra que la funciéi(x) = (x+1)L (2x* - x+1), tiene un minimo relativo en el
intervalo (0, 1). Menciona los resultados tedricos que utilices.

La condicion necesaria para que una funcion temga&xtremo relativo en un
punto es que su derivada se anule para ese punto.

4x 1 (x +1)(4x -1)
f'(x)=1-L(2x* - x+1)+(x+1) - ——— =L (2x* - x+1)+—"L =~
La funcién f'(x) es continua en todos los puntesidtervalo [0, 1] y derivable en
todos los puntos del intervalo (0, 1), por lo deats aplicable el Teorema de Bolzano,
que dice que: “si una funcién f es continua ennti@rvalo cerrado [a, b] y en los extre-
mos de éste toma valores de distinto signo, ensoexiste al menos un valofl(a, b)

tal que f(c)=0".

1-(-1)
B f'O)=L1+—~7=0-1=-1<0
f'(X):L(ZXZ_X‘i'l)'Fw = 1
2X° —=x+1 2-3

fra)=L2+

=L2+3>0
1

Lo anterior demuestra que la funcion f(x) tieneeMtremo relativo en el intervalo
(0, 1). Para diferenciar si se trata de un maximo o deimimo relativo recurrimos a la

segunda derivadai f"(x)<0= maximoy si f'(x)>0= minimo.

(x +1)(4x-1)
2x2 —x+1

4x* +3x -1

=L (2x2 —x+1)+ ]

') = L (2 - x+1)+

4x 1, (8x+3)(2x? — x +1) - (4x? +3x - 1)(4x - 1) _
-x+1 (2x2—x+l)2

) =3

_ (ax=1)(2x® = x+1)+ (16x° —8x* +8x + 6x* = 3x +3) - (16x* — 4x* +12x* ~3x—4x+1) _
(2x2 - x +1)°

_ (8 —4x? + 4x—2x* + x=1)+ (16x° = 2x* +5x+3) - (16x° +8x” = 7x+1) _
(2x2 - x +1)

_8x®=6Xx* +5x—-1-10x* +12x+2 _ 8x> —16x* +17x+1 _ £(x)

(2x2 - X+ 1)2 (2x2 - X+ 1)2

Para justificar que f’(x) > 0 tenemos en cuenta gudenominador de la fraccion



es positivo para cualquier valor real de x y q@e>16x?, Ox1(0, 1), lo cual significa
que el numerador de la fraccion es positivo y,esumen,f"(x)>0 en (0, 1), lo cual
demuestra que

f(x) = (x+1)L (2x* - x+1) tiene un minimo en (0, 1), cqd.
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OPCION D

2
] ., +
1°) Halla las asintotas de la funcmrxu.

Las asintotas pueden ser horizontales, verticatddicuas.

Las asintotas horizontales son de la forma ya=dea, son los valores finitos que
toma la funcién cuando x tiende a valer mas irdinitmenos infinito.

2

., 2X° + X , . :
La funcibny =——— no tiene asintotas horizontales por ser:

Xx-=1
lim [im 2 4
f(X)— 2X X:
X — +0o X o> 40 x-1
1
lim im %%y _2+0_2
f(x): = =_ =400
X - —00 X - —00 ;:_ngr O'—O O
X X

Las asintotas verticales son de la forma x = k;lgs valores finitos de x para los
cuales la funcién toma valor infinito, o sea, sos Valores de x que anulan el denomi-

nador.

2

., 2X°+X . , :
La funciony =——— tiene comao asintota vertical la recta x = 1.

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mxstamdo:

[im f(x) lim 2x% +x [im 2x+1
m= —= —— = =2=m

Xom X Xoooxx-1) x-o0 x-1

X — 00 x-1

2 +x lim  2x? + x —2x% + 2x
-2X | = =
X —» 00 X -

. lim [ (x)— mo = lim (Zx_

[im 3x
= —=09=Nn
X - 00 X—=1

2

., 2X° + X . , :
La funciony =——— tiene coma asintota oblicua la recta y = 2x + 3.
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2°) Dibuja las graficas de las funciong&) = x* y g(x)= sen%. Comprueba que sélo se

cortan cuando x = 0 o x = 1. Calcula el area dedan del plano encerrada por las gra-
ficas de las funciones f(x) y g(x).

Los puntos de corte se obtienen de la igualacéanabas funciones:

x=0 - 0*=sen0

f(x)=g(x) = x*=sen’> = T
2 x=1 - senz

Como puede apreciarse, para los valores x = 8 { ¥as funciones son iguales y,
en definitiva, solamente se cortan para los valdae®s, como queriamos comprobar.

Justifica lo anterior el hecho que la funcié¢x) = x> Unicamente admite las solu-

ciones 0,1y-1; parax=-1é$1)=(-1°=1y g(-1)= sen% =-1.

La representacion grafica de la situacion es,xamadamente, la que expresa la
figura adjunta.

YA LX)

/
/
g(x)

En el intervalo dadd, 1), todos los valores correspondientes a ambas fuegio

son positivos, por lo cual el area pedida es lerdifcia en valor absoluto de las areas de
las dos funciones:

Jl.x2 - dx +JqsenE - dx
0 1 2



= {X_} +jsenE dx :‘——O+jsen— dx :‘EH =S
31, 1 1
J' n% 2 X = | ——J'sent-dt——[—cost],,—
— ITIT 2
1 dx-}—Tdt Lx=1.1=" 2 i

=2 (—cosO)—(—cosEj :z-(—cosO+cosZ—Tj:E-(—1+0):—E=I
V4 2 Vg 2) T
Sustituyendo en (*) el valor de 5= Lo]=i-2-8- g
3 3 m 3m
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