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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responde a una opcién del Grupo 1y a una op@b@ipo 2.
GRUPO 1
OPCION A
1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacionealénalependientes del parametro real a
2x+y-2z=0

y resuélvelo en los casos en que sea compatiile+ (a+1)y=2
2x+(a+1)y+(a® -1)z=a+3

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:

2 1 -2 2 1 -2 0
M=(2 a+1l 0 y M'=12 a+1 0 2
2 a+l1 a’*-1 2 a+l1 a’-1 a+3

El rango de M en funcion del parametro a es elisige:

2 1 -2
IM|=|2 a+1 0 |=2(a+1)a® -1)-4(a+1)+4a+1)-2a* -1)=
2 a+l a*-1

=2(a+1)a® -1)-2@>-1)=2(a% -1fa+1-1)=24a> -1)=0 = a,=0;; a,=1;; a,=-1

az0
Para { azl ; = RangoM =RangoM'=3=n° incognitas = CompatibleDeterminado
azr-1
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21-20
Paraa=0 = M'=|2 1 0 2| = RangoM' = {C,=2C,} = {c,, C,, C,} =

21 -13
1 -20
=11 0 2/=-4+2+6=4%#0 = RangoM'=3
1 -1 3
21 -20
Para a=1= M'=|2 2 0 2| = RangoM' =
2 2 0 4
2 1 -2
c.c,,c}=12 2 0|=-8+8=0
2 2 0
= = RangoM'=3
210
{c.c,,c}l =12 2 2/=16+4-8-8=4%0
2 2 4
a=0 .
Para {a—l} = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilte
21 -20
Paraa=-1= M'=|2 0 0 2| = RangoM' = {Cc,=-2¢}} = {c,, C,, C,} =
2 0 0 2
210
= (2 0 2/=4-4=0 = RangoM'=2
2 0 2

Para a=-1 = RangoM =RangoM '=2<n°incégnitas = Compatiblelndeter minado

Resolvemos los casos de compatibilidad.

Para a£ 0, a# 1y a# -1 el sistema es compatible determinado; resolgespt-
cando la Regla de Cramer:

o 1 -2
2 a+l O
a+3 a+l a’-1|_-4(a+1)+2a@+1a+3)-2a@+1a-1)_-4+2a+3)-2a-1)

o 2ala? -1) - 2ala+1)(a-1) 2a(a-1)




_—4+2a+6-2a+2 _ 4 2

2aa-1)  2aa-1) aa-1
2 0 -2
2 2 0

yol2 a+8 -1 _4a®-1)-4(a+3)+8_4a’-4-4a-12+8_ 4a’-4a-8

2a(a? - 1) 2ala+la-1)  2aa-a+l) 2aa-1@a+l)

_2a?-2a-4 _2a*-a-2) %) _2(a+la-2)

“aa-1a+)  ada-a+) aa-1@+) aa-1)

) a?’-a-2=0;; a=1f “21+8:1J_;3 = a=-1;;a=2= a’-a-2=(a+1)a-2)

2 1 0
2 a+l 2

,-12 a+l a+3| 2a+ifa+3)+4-4a+1)-2+3)_2a+1lfa+3)+4-4a-4-2a-6_

2ala? -1) 2a(a+1)a-1) 2a(a+1)(a-1)

_2(a+1)a+3)-6a-6_2(a+1)(a+3)-6a+1)_(a+3)-3_ a _,
2a(a+1)(a-1) 2a(a+1)(a-1) ala-1) ala-1)

2x+y-2z=0
Para a = -1 resulta el siste =2

. 2x+y—-2z=0
, equivalente g , que es
2x=-1+3

compatible indeterminado (como se ha comprobaderianinente) por tener dos ecua-
ciones con tres incognitas. Parametrizando unasietognitas, por ejemplo z, resulta:

2x+y-2z=0
le z } = 2= = 2+y-21=0;;, y=-2+21
X= —_—

x=1
Solucién {y=-2+21 , OAOR
z=A
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2°) Halla la ecuacion continua de la recta r qusagor el punto P(1, 0, 1) y no corta al
plano n=3x-y-z+1=0 ni al plano, que pasa por los puntos(®, -1, 1), Q(0, 1, -2)
y QS(_ll 01 1)

La recta r tiene que ser paralela a la recta sigtegminan los planos y 7.

El plano 7z, tiene como vectores directores a:
G>:Qle :Qz _Ql :(Oa 1 _2)_(:L -1 1):(_1, 2, —3)

v=QQ,=Q-Q=(-1012-@ -1 12)=(-21 0

La expresion general del plamg, tomando, por ejemplo el puntg(€, 0, 1), es

x+1 y z-1
la siguiente:nl(Q3; u, V)E -1 2 -3|=0;; —(z-1)+6y+4(z-1)+3(x+1)=0 ;;
-2 1 O

Ax+1)+6y+3(z-1)=0;; (x+2)+2y+(z-1)=0 ;; x+1+2y+2z-1=0;; 1, =x+2y+2=0

. 3X-y+z+1=0
La recta s que determinan los planoy 7, ess= , Cuya expre-
X+2y+z=0
Sidn por unas ecuaciones paramétricas es la siguien
3x-y-z+1=0 X-y=-1+4] 6x-2y=-2+21
2T yne = z2=4A = Xy R = IX=-2+A ;;
X+2y+z=0 X+2y=-A X+2y=-4A
X-y=-1+A| -3x+y=1-A4
x=—2+1A;; Y Y = 7y=1-44 ;; yzl—ﬂA =
7 7 X+2y=-A 3x+6y=-34 7 7
X = —Z+1A
7 7
_ 1 4 : —
= S= y:7—7/] — Vector director: w =(1, - 4, 7)
z=A

La recta r es la que pasa por Py tiene com@weaector aw =(1, - 4, 7):
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OPCION B

: 1t 2 -1
1°) Dadas las matrices= (o 2} y B=(0 t J calcula el valor de t para que se cumpla

A-B=B- A.

A_Bz(l t](Z —1}2(2+0
0 2) (0 t 0+0
2 -1\ (1 t) (2-0

B.A: . =
[o tj (o 2] [o+o

= t2-1=2t-2 ;; t?-2+1=0 ;; (t-1)°=0 =

-1+t?
-0+ 2t
2t-2)
0+2t

2 _
:2 t 1:AB
0O 2
2 2A-2
=B - A
0O 2

[ —

t=

*kkkkkkkkk




2°) Se sabe gque los punta$ -3, 3) y B(0, 1, -1) son vértices de un cuadrado C. Halla

los otros dos vértices de C, sabiendo que estémrentar = X_23 = yI 22 Z;Ll.

P, El punto medio del segmento
de extremos los puntos(B, -3, 3)
y P50, 1, -1) es M(1, -1, 1), que es
el centro del cuadrado, por lo cual
equidista de los cuatro vértices del

cuadrado.
P4 P> I

La distanciamPp, es:

MR, =(2-1)" +(-3+1)° + (3-1) =

P VP42 +22 =T av4=3
x=3-24
La expresion de r por unas ecuaciones paraméggas{y=-2+1 Yy Sus pun-
z=-1+21

tos tienen una expresion de la forr@a-24, -2+ A4, -1+24).

La distanciasviP, y MP, son iguales e igual a 3:

M_PZ:\/(3—2)I—1)2+(—2+)I +1)> +(-1+24 -1) :\/(2_2;|)2 +(A-1? +(21-2) =3 ;;
(2-22) +(A1 -1 +(24-2)*=9 ;; 4-8A+41P2 + 12 =21 +1+4)* -8 +4=9 ;;

942 =181 +9=9 ;; 912 -184=0;; A*-21=0;; A(A-2)=0 = A, =0 ;; A, =2

Los puntos pedidos son(B, -2, -1) vy (-1, 0, 3).
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GRUPQO 2
OPCION C

1°) Halla la integral indefinidza=jx2 - sen(2x) - dx.

u=x* - du=2xdx
I=Ix2 -sen (2x) - dx =

sen (2x) - dx=dv - v= —% cos (2x)

2

= X2 [—% COS(ZX)}—J‘—% cos (X) - 2X - dx:—X? cos(2x)+jx . cos (2X) - dx=

:—X—ZZ cos (2x) + 1, =1 *)

CoS (2x) - dx=dv - v:% sen (2x)

U=X - du=dx
I1=Ix-cos(2x)-dx =

1 1 _X 1 _
= X '3 sen (2x) _IE sen (2x) - dX_E sen (2x) —Ejsen (2x) - dx=

sen (2x) —% : (—%j - cos (2x) =

sen (2x) +% cos(2x)=1,

N | X

Sustituyendo en valor obtenido desh el valor de | dado en (*), queda:

2
| = _x7 cos (2X) +§ sen (2x) +% cos(2x)+C :%(1— 2x2) cos (2x)+§ sen(2x)+C

I :%[(1— 2x?) cos (2x) +2x - sen(2x)|+C
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2°) Dada la funcionf(x)=(1-x?)-cos(x), demuestra que existed(1 2) tal que
f'(c)=-2. Menciona los resultados tedricos que utilices.

El Teorema de Bolzano establece que “si una fanf{)y es continua en un in-
tervalo cerrado [a, b] y f(a) y f(b) son de distisigno, existe por lo menos un valor c
entre ay b para el cual f (c) = 0"y, generalizarti Teorema de Bolzano, la Propiedad
de Darboux dice que “si una funcién f(x) es cordirun un intervalo cerrado [a, b] y k
es un numero real cualquiera comprendido entreyffé)), entonces existe un valor ¢
entre a'y b para el cual f(c) = k.

La funcion f'(x)=-2xcos (&) - {1 - x*)sen(mx) es continua en todo su dominio,
gue es R por ser la suma algebraica de dos furcciinuas, por lo cual sera conti-
nua en cualquier intervalo finito considerado, e@mplo, (1, 2) y, por consiguiente le
es aplicable el Teorema de Bolzano y la Propie@adatboux.

£'(1) = ~2cosrr- Ll -12)senr=-2- (-1)-0=2
f'(x) = -2xcos (7x) - 77(1— xz)sen(m) =
f'(2)=-4cos(277) - n(- 3)sen(2m)=-4 -1+ 0=-4

Por ser f(1)>-2>f(2), xO(1, 2) tal que f'(c)=-2, cqd.
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OPCION D

. . 1-tag (xj
1°) Halla los siguientes limites: aj'mo [cos(2x)]menlxz b) im 2

- x-1 L)

a)

lim

-

1 .
0 [cos (2x)]sen1(x2) =1°=1° = Indeterminado = L{x“mo [cos (2X)];nl(x—z)}: LA

lim

-

OL[COS(ZX)]Jnl(x_ZFLA: m { L -L[COS(ZX)]}: fm Llcos(2] | L1 _

X -0 senixzi X -0 sen(xz) " sen0

- 2sen(2x)
lim  cos(2x)

0 . .
o = Ind. = {L Hopltal} = . Omx_z)_

__ lim 1 Clim sen(2x) 1 lim sen(2x)_ _ lim sen(2x) _
x - 0 cos(2x) - cos(x?) x-0  x 1.1 x>0 x X0 X
=-9 = Ind. = {L'Hopital} = - m ZCOS(ZX):—Z'F—Z:'—A = A=e” :iz:A
0 X -0 e

lim t o1
% . 0 [COS (2X)]sen‘x ) —g
b)
jim 1729 (ij 1-tag’ ;5
= 4 - =— = Indet. = {L'Hopital} =
x-3  L{ax?) L1 0 O
U
0-—2 u
X X 1
im S5 gim 2005 4im o T, g g
= - & = = = = = —
X1 8 x-1 2 X=3 o2 cosm 2-(-1 2
4x? X 2
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2°) Halla los puntos en que se cortan las funcidrigs= x(x +2) y g(x)=x* y calcula el
area de la region del plano encerrada entre sfisaga

A
Y
\\ 8 B Los puntos de corte de las funciones se obtienel
\ igualando sus ecuaciones:
f(

F(x)=x(x+2)

= x2+2x=x% ;; x¥*=x*-2x=0 ;;

N

qx?-x-2)=0 :;; =0 -~ 00, 0) ;; x*-x-2=0

v

s lei\/1+8:li\/§zli3 N
2 2 2

La representacion grafica, aproximada, de la si-
tuacidn se puede observar en el grafico.

Teniendo en cuenta las ordenadas de las funcic
nes, que para valores de x negativos son maysetelo
g(x) y para valores positivos de x son mayoresdi®s
f(x), el valor de la superficie pedida es:

S:j[g(x)— f(x)] - dx+J%[f(x)— a(x)] - dx:j[x3 —(x2 +2x)] : dx+J2-[(x2 +2x)—x3] - dx=

0

0 2
:j(x3—x2—2x)-dx+2(—x3+x2+2x)-dx:{x7j—x——x2} +{—X—+X—+x2} =
-1

_12-3+28_37 ,_
12 12
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