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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 Responde a una opción del Grupo 1 y a una opción del Grupo 2. 
 
GRUPO 1 
 
 
OPCIÓN A 
 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real α 

y resuélvelo en los casos en que es compatible:  
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
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 Resolvemos para el caso de 
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de Cramer: 
 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )
( )

( )( ) =
−+
+−−=

−+
+−++−=

−+
+

−

=
−+

+

−

=
11

12

11

14132

11

01

320

211

·

11

01

320

21

22222

aa

aa

aa

aaa

aaa

aa

a

aaa

aa

a

a

x  

 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( ) x
a

a

aa

a

aa

aa

aa

aa =
−
+=

−+
+−=

−+
++−=

−+
−−−=

1

1

11

1

11

12

11

12 222

. 

 

( )( )

( )

( )( )
( ) ( )

( ) =
+

++−++=
−+

+−

−
−

=
−+

+−
−

−−

=
1

13312

11

11

301

211

·1

11

11

301

211

2222

aa

aaa

aaa

aa

a

aaa

aaa

a

a

y  

 
( )

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) y
a

a

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa =−=
+

+−−=
+

++−=
+

++−−=
+

+++−= 2

1

12

1

2

1

31

1

31 222

. 

 

( )( )

( )

( )( ) za
a

a

a

aa

aaa

a

aa

aaa

aa

aa

aa

z =−=
+
−=

+
−−−+=

−+
+−

−
−

=
−+

+−
−

−−

= 1
1

1

1

1222

11

101

021

111

·1

11

101

021

11

22222

. 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



2º) Se considera la recta s que pasa por el punto P(0, 2, 1) y es perpendicular a la recta 
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≡
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r . Encuentra el punto de corte de r y s. 

 
---------- 

 
 Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los vectores normales de los planos que determinan la recta. 
 
 Los vectores normales de los planos son ( )1,1,11 −−=n  y ( )2,4,12 −=n . 
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 Un vector director de r es ( )1,1,2=u . 
 
 El haz de los infinitos planos paralelos que son perpendiculares a la recta r tienen 
una expresión general de la forma 02 =+++≡ Dzyxα . 
 
 El plano π perteneciente a α que contiene al punto P(0, 2, 1) es el que satisface su 
ecuación: 
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 El punto Q de corte del plano π con la recta r es la solución del sistema que de-

terminan: 
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 El punto de corte del plano π con la recta r es Q(1, 2, -1). 
 
 La recta s pedida es la que pasa por los puntos P(0, 2, 1) y Q(1, 2, -1), por lo cual 
el punto pedido es  Q. 
 

El punto de corte de r y s es Q(1, 2, -1). 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las matrices 








−
−

=
210

111
A  y 

















−=
10

11

21

B , calcula Rang (AB) y Rang (BA). 

---------- 
 

BABA ·
11

22

210010

112011

10

11

21

·
210

111
· =









−−
=








−+−−
+−++

=
















−








−
−

=  

 

( ) 10
11

22
· =⇒=

−−
= ABRangBA  

 
 

ABAB ·

210

321

311

201000

211101

412101

210

111
·

10

11

21

· =
















−
−−
−

=
















−+−+
−−++−

−+−+
=









−
−

















−=  

 

( ) 20
21

11
02334

210

321

311

· =⇒≠
−

⇒=−++−=
−
−−
−

= BARangAB  

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



2º) Dado el punto R(1, -1, 2), encuentra los puntos P1 y P2 pertenecientes a la recta r da-

da por la ecuación  
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 El gráfico adjunto ilustra el proceso 
que se realiza a continuación. 
 
 El plano π es perpendicular a r por 
el punto R. 
 
 El vector normal del plano π es li-
nealmente dependiente al vector director 
de la recta r. 
 
 Un vector director de la recta r es el 

producto vectorial de los vectores normales de los planos que determinan la recta, que 
son ( )1,1,11 =n  y ( )2,2,12 =n . 
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 Un vector normal de π es ( )1,1,0 −=n . 
 
 El haz de los infinitos planos paralelos que son perpendiculares a la recta r tienen 
una expresión general de la forma 0=+−≡ Dzyα . 
 
 El plano π perteneciente a α que contiene al punto R(1, -1, 2) es el que satisface 
su ecuación: 
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 Para conocer cualquier punto genérico de r la expresamos por unas ecuaciones 
paramétricas: 
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 Los puntos de r son de la forma ( )λλ,2,2 −P . 
 
 El punto A de corte de la recta r con el plano π es: 
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 Por condición del problema es APPR 2= : 
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GRUPO 2 
 
OPCIÓN C 
 

1º) Halla las integrales indefinidas:  ∫∫ +
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 Sustituyendo los valores obtenidos de M1 y M2, queda: 
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2º) Dada la función ( ) xLxxf = , demuestra que existe ( )ec ,1∈  tal que f’(c) = 1. Menciona 
los resultados teóricos que utilices. 
 

---------- 
 
En este ejercicio tenemos que utilizar el Teorema del Valor Medio del cálculo di-

ferencial, también conocido como Teorema de Lagrange, que dice: “si f(x) es una fun-
ción continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), entonces, existe al menos un 

punto ( )bac ,∈  que cumple: ( ) ( ) ( )
ab

afbf
cf

−
−=' ”. 

 
La función ( ) xLxxf =  es continua en [ ]e,1  y derivable en ( )e,1  por lo cual le es 

aplicable en mencionado teorema en este intervalo. 
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OPCIÓN D 
 

1º) Demuestra que la derivada de la función 2
cos

)(
x

xxf
π

=  se anula en algún punto del 
intervalo ( )3,1 . Menciona los resultados teóricos que utilices. 
 

---------- 
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 La función f’(x) es continua en su dominio, que es ( )∞+,0 , por estar compuesta 
por sumas y productos de funciones continuas en el dominio de f’(x), por lo cual les es 
aplicable el Teorema de Bolzano, que dice que “si una función f es continua en un in-
tervalo cerrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces 
existe al menos un valor ( )bac ,∈  tal que ( ) 0=cf ”. 
 
 Aplicándolo a la función f’(x) en el intervalo ( )3,2 : 
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Lo anterior demuestra que lo pedido. 
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2º) Encuentra los tres puntos en que se cortan las funciones xxf =)(  y ( )
2

x
senxg

π
= . 

Calcula el área de la región del plano encerrada entre sus gráficas. 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de las funciones se obtienen de la igualdad de ambas funcio-
nes: 
 

( ) ( ) 1;;0;;1
2 321 ==−=⇒=⇒= xxx
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π . 

 
Los puntos de corte son los siguientes: A(-1, -1), O(0, 0) y B(1, 1). 
 
La representación gráfica de la situación se refleja en el gráfico, donde puede 

apreciarse la simetría que tienen con respecto al origen de ambas funciones por cumplir-
se que ( )xfxf −=− )(  y ( )xgxg −=− )( . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Observando la figura y teniendo en cuenta la simetría de las gráficas, teniendo en 
cuenta que: 
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la superficie pedida es la siguiente: 
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