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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
 Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real α 

y resuélvelo en los casos en que es compatible:  
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Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
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 Resolvemos para el caso de 
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de Cramer: 
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 Resolvemos para el caso de a = 1: compatible indeterminado. El sistema resulta 
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Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y parametrizando 

una de las incógnitas, por ejemplo λ=z , resulta: 
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2º) Encuentra la ecuación continua de la recta s que está contenida en el plano dado por 
su ecuación general 042 =−+−≡ zyxπ  y corta perpendicularmente a la recta dada por 

ecuaciones implícitas 
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El punto de intersección del plano π y la recta r es la solución del sistema que 

forman: 
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Un vector director de la recta r puede ser cualquier vector que sea linealmente de-

pendiente del vector que se obtiene al multiplicar vectorialmente los vectores normales 
de los planos que la determinan, que son ( )1,1,11 −−=n  y ( )1,1,32 −=n . 
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 Podemos tomar como vector director de r al vector ( )1,2,1 −=v . 
 
 El haz de planos perpendiculares a r tiene por expresión 02 =+−+≡ Dzyxα . 
 
 De los infinitos planos del haz anterior, el plano π’ que contiene a P(0, -1, 2) es el 
que satisface su ecuación: 
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 La recta s pedida es la intersección de los planos π y π’: 
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3º) Calcula los límites: a )  
( )

( )2

2

2

2

cos
π

π

π −→ x

xsen

x

lím
.  b )  ( )xxx

x

lím
−−+

+∞→
22 1 . 

 
---------- 

a )   
( )

( )
( )

( ) { } ⇒⇒⇒==
−

=
−→

HopitalLIn
sen

x

xsen

x

lím
'.det

0

0

0

coscoscos 2
2

22

22
2

2

2

2

π

ππ

ππ

π

π

π
 

 
( ) ( )

( )
( )

( ) { }

( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]{ } ( )
4

0··
2

1
cos·cos·cos··

2

1

cos·cos·cos·
·

4

'.det
0

0

0

·0
·

4

·cos
·

4

·cos
·

42

·cos·

2222222222

2

222

2

2

22

222

2

2

22

22

2

π

π

ππ

π

ππππππππππ

π

πππ

π

π

ππ

πππ

π

π

ππ

ππ

π

−=+−=+−=

=
−

+−
→

−⇒

⇒⇒⇒−=−=
−

−=

=
−→

−=
−

−
→

⇒

sensensensensen

xsenxxxsensenxsen

x

lím

HopitalLIn
sensensen

x

xsensenx

x

lím

x

xsensenx

x

lím

 

 
 
b )   

( ) ⇒⇒∞−∞=−−+
+∞→

.det1 22 Inxxx
x

lím
 

 

( )( ) ( )

( )

2

1

11

1

0101

01

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

11

222

2

2

222

2222

22

22

22

22

2
22

22

2222

=
+

=
−++

+=

=
−++

+

+∞→
=

−++

+

+∞→
=

−++

+

+∞→
=

=
−++

+
+∞→

=
−++

+−+
+∞→

=
−++

−−+
+∞→

=

=
−++

−−+
+∞→

=
−++

−++−−+
+∞→

⇒

x

x

x

x
x

lím

x

xx

x

x
x

x

lím

x

xxx
x

x

x

lím

xxx

x

x

lím

xxx

xxx

x

lím

xxx

xxx

x

lím

xxx

xxx

x

lím

xxx

xxxxxx

x

lím

 
 

********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
4º) Dada la función ( ) ( ) ( )20103 2 +−++= xxLxLxf x  demuestra que existe un valor 

( )2,1∈α  tal que ( ) 0' =αf . Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su 
uso. 

---------- 
 
 Vamos a aplicar el teorema de Rolle, que se puede enunciar diciendo: 
 
 Si f(x) es una función continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) y si se 
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un punto ( )bac ,∈  tal que f’(c) = 0. 
 
 La función ( ) ( ) ( )20103 2 +−++= xxLxLxf x  es continua en el intervalo [1, 2] y 
derivable en el intervalo (1, 2), por lo cual le es aplicable el teorema de Rolle. 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las matrices 
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que 








−
=

10

31
·· BXA . 

---------- 
 

 Multiplicando en 
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B-1, resulta: 
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 Hallamos las matrices inversas de A y B aplicando el método de Gauss-Jordan: 
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 Sustituyendo los valores obtenidos de A-1 y B-1 en la expresión de X: 
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2º) Encuentra la ecuación continua de la recta t que pasa por el punto P(1, 1, 1) y corta a 

las rectas 
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---------- 

 
En primer lugar estudiamos la posición relativa de las rectas r y s, para lo cual, 

expresamos la recta r por unas ecuaciones paramétricas: 
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 Los vectores directores de las rectas son ( )0,1,1 −=Rv  y ( )1,1,2=Sv , que son 
linealmente independientes, lo que significa que las rectas r y s se cortan o se cruzan. 
Para diferenciar el caso determinamos un vector w  que tenga como origen un punto de 
r, por ejemplo A(0, -1, 2), y como extremo un punto de s, por ejemplo B(0, 2, -1): 
 
 ( ) ( ) ( )3,3,02,1,01,2,0 −=−−−=−== ABABw . 
 
 Según que los vectores { }wvv SR ,,  sean linealmente independientes o no las 
rectas se cruzan o se cortan, respectivamente. 
 
 Los vectores { }wvv SR ,,  son linealmente independientes cuando su rango es 3: 
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 Lo anterior indica que las rectas r y s se cortan. 
 
 Ahora vamos a determinar dos planos π y π’ que contengan al punto P y a las rec-
tas r y s, respectivamente. 
 
 Los puntos A(0, -1, 2) y P(1, 1, 1) determinan el vector ( )1,2,1 −== APm . 
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( ) ( ) 0530163;;0123 =−++≡⇒=++−+=++−+ zyxyzxyzx π . 

 
 Los puntos B(0, 2, -1) y P(1, 1, 1) determinan el vector ( )2,1,1 −== BPn . 
 

( ) ;;0

211

112

12

,;' =
−

+−
≡

zyx

nvB Sπ  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;013233;;02411222 =+−−−=−−++−+−−+ zyxyxzzyx  

 
( ) ( ) 01'012;;012 =+−−≡⇒=−−+−=+−−− zyxzyxzyx π . 

 

 La recta t es la que determinan los planos π y π’ al cortarse: 
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La expresión de t por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
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3º) Demuestra que la función 






= xsenxf 2·
2

)(
π  vale 

2

1  en algún punto del intervalo 

( )1,0 . Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su uso. 
 

---------- 
  

Vamos a utilizar el teorema del valor intermedio, (que es una generalización del 
teorema de Bolzano), que se puede enunciar de la siguiente forma: 
 
 “Sea f(x) una función continua en un intervalo [a, b] y supongamos que 

( ) ( )bfaf < . Entonces para cada μ tal que ( ) ( )bfaf << µ , existe al menos un valor 
( )bac ,∈  tal que ( ) µ=cf ”. (La misma conclusión se obtiene para el caso de f(b) < f(a)). 

 

 La función 






= xsenxf 2·
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)(
π  es continua en el intervalo [0, 1], por lo cual, le 

es aplicable el teorema del valor intermedio. 
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 De lo anterior se deduce que: 
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4º) Calcula el área de la región del plano encerrada entre las gráficas de las funciones 

( ) xxf −= 5  y ( )
1

5

+
=

x
xg . 

---------- 
 
 Los puntos de corte de las dos funciones son los siguientes: 
 

( ) ( )
( )

( )







→=

→=

⇒=−=−−+
+

=−⇒=
1,44

5,00

04;;555;;
1

5
5

2

1

22

Bx

Ax

xxxxx
x

xxgxf . 

 
 La representación gráfica de la situación es la que indica la figura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Como se aprecia en la figura, las ordenadas de f(x) son iguales o mayores que las 
correspondientes ordenadas de g(x) en el intervalo correspondiente a la superficie a cal-
cular, por lo cual el área pedida es la siguiente: 
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