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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
 Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real α 

y resuélvelo en los casos en que es compatible: 
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Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
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 Resolvemos para el caso de 
















−≠
−≠

≠

2

1

0

a

a

a

, (sistema compatible determinado), median-

te la Regla de Cramer: 
 

( ) ( ) =
++−

−++
++

+

=
21

22

1332

121

2 aaa

aaa

aa

aa

x  

 
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) =
++−

++++−++−+++++++−=
21

1222133212212233
2 aaa

aaaaaaaaaaaaaa  

 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) =
++−

+++++−−+++++−=
21

223121222133
2

2

aaa

aaaaaaaaaa  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) =
++−

++++−++++−=
21

251212313
2

2

aaa

aaaaaaaa  

 
( )

( ) ( ) =
++−

++++++−+−+++−=
21

25410222343
2

22322

aaa

aaaaaaaaaaa  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) =
++
−+=

++−
−−=

++−
+−=

++−
+++−−−=

21

11

21

1

2121

101229123
22

2

2

3

2

2323

aa

aa

aaa

aa

aaa

aa

aaa

aaaaaa  

 

( )( ) x
aa

a =
++

−=
21

1 . 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) =
++−

−+
++

=
++−

−+
++

=
++−

−+
++

+

=
21

20

121

11

1

21

20

121

11

21

20

12

1

22

2

2

2

2

aaa

aa

a

a

aa

aaa

aa

a

a

aa

aaa

aa

aaa

aaa

y  

 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( ) =
++−

++−++−=
++−

+++−++−=
++−
−+
+

=
21

232

21

2122

21

20

121

11

22

aa

aaaaa

aa

aaaaaa

aa

aa

a

a

 

 

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) y
aaa

a

aa

a

aa

aaaa =
+

=
++−

+−=
++−

−−=
++−

−−−+=
2

2

21

12

21

22

21

2322

. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) =
++−

++
+
+

+

=
++−

++
+
+

+

=
++−

++
++
++

=
21

220

2331

1121

1

21

220

2331

1121

21

220

233

112

22

2

2

2

2

aaa

aa

a

a

aa

aaa

aa

a

a

aa

aaa

aa

aaa

aaa

z  

 

( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) =
++−

++−+−++++=
++−

++
+
+

=
21

122222233

21

220

2331

1121

aa

aaaaaa

aa

aa

a

a

 

 
( )( )

( )( ) ( ) z
a

a

aa

aaa =−=
+−

+=
++−

−−−+++= 1
1

1

21

1221332 . 

 

 Resolvemos para el caso de α = 0; el sistema resulta 
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2º) Dados los puntos P(2, 1, 1) y Q(1, 2, -1), encuentra los puntos R y S de la recta r de 

ecuación 
01

2

1

2 zyx
r =+=+≡  que cumple que PQR y PQS son triángulos equiláteros. 

 
---------- 

 

 La expresión de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es 
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 Los putos genéricos de la recta r tienen por expresión: ( )0,2,2 λλ +−+−R . 
 

La distancia entre los puntos P y Q es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) PQPQ ==++=−−+−+−= 6411111221 222 . 

 
 Por condición del ejercicio es 6=== PQPSPR  
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 Para ( ) ( )0,0,00,22,222 RR ⇒+−+−⇒=λ . 

 
 Para ( ) ( )0,3,30,52,525 SS ⇒+−+−⇒=λ . 
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3º) Halla la derivada y su valor en el punto x = 1 para cada una de las siguientes funcio-

nes: a )  ( ) xxxxf 2+=   b )  ( ) 
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---------- 

a )   

( ) xxxxf 2+= . Tomando logaritmos neperianos: ( )[ ] ( ) xLxxLxfL xxx 22 +== + . 
 

Derivando ahora, teniendo en cuenta que ( ) ( )
y

y
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'
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Teniendo en cuenta que si '1'2 uyuxxy x +=⇒+=+= .  (**) 
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Sustituyendo en (**) el valor obtenido de 'u :  221' Ly x+= . 

 
Sustituyendo en valor obtenido en (**) en la expresión (*), resulta finalmente: 
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 Para x = 1 es: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 31·210·221·1
1

1
·211·221·11' 11121 =+++=




 +++= + LLLf . 

 
( ) 31' =f  

b )   

( ) 






=
2

cos
x

tagarcxg
π . 

 

Teniendo en cuenta que si 
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4º) Dada la función ( ) 
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 demuestra que existe un valor 

( )2,1−∈c  tal que ( ) 1=αf . Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su 
uso. 

---------- 
  

Vamos a utilizar el teorema del valor intermedio, (que es una generalización del 
teorema de Bolzano), que se puede enunciar de la siguiente forma: 
 
 “Sea f(x) una función continua en un intervalo [a, b] y supongamos que 

( ) ( )bfaf < . Entonces para cada μ tal que ( ) ( )bfaf << µ , existe al menos un valor 
( )bac ,∈  tal que ( ) µ=cf ”. (La misma conclusión se obtiene para el caso de f(b) < f(a)). 

 

 La función ( ) 
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lo cual, le es aplicable el teorema del valor intermedio. 
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 De lo anterior se deduce que: 
 

( ) dqccfquetalc ..,1)(2,1 =−∈∃  
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OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las matrices 
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2º) Encuentra la ecuación continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rec-

tas 
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---------- 

 
El procedimiento que se va a utilizar para hallar la ecuación de la recta t requiere 

el conocimiento de un punto y un vector director de cada una de las rectas, para lo cual 
expresamos la recta r por unas ecuaciones paramétricas: 
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1.- Consideramos los puntos sByrA ∈∈ :   A(3, 0, 0) y B(-1, -2, -2). 
 
2.- Unos vectores directores de las rectas r y s son:  ( )1,1,1−=rv  y ( )4,1,2=sv . 

 
3.- Obtenemos un vector w , perpendicular a sr vyv : 
 

 ( )1,2,13634224
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4.- Determinamos los planos 21 ππ y , de la forma siguiente: 
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 La recta t es la que determinan los planos 21 ππ y : 
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 La expresión de t por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
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3º) Dada la función ( ) ( )xsenxf x ππ cos2)( +=  demuestra que existe un valor ( )2,1−∈c  

tal que ( )
3

1
' =cf . Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su uso. 

---------- 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 011cos
2

cos2)1( 1 =−+=−+=−+=− − ππππ sensenf . 

 
 ( ) ( ) ( ) ( ) 1102cos42cos2)2( 2 =+=+=+= ππππ sensenf . 
 

 Teniendo en cuenta que 
( ) ( )

( ) 3

1

3

01

12

12 =−=
−−

−− ff , a la función ( )xf  le es aplicable 

el Teorema del Valor Medio o de Lagrange, que dice:  
 

Si f es una función continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe al me-

nos un punto ( )bac ,∈  que cumple que ( ) ( ) ( )
ab

afbf
cf

−
−=' . 

 
La función ( ) ( )xsenxf x ππ cos2)( +=  es continua y derivable en su dominio, que 

es R, por lo cual se le puede aplicar el mencionado teorema a cualquier intervalo finito 
considerado. 

 

Considerando el intervalo dado, ( )2,1− , se cumple que: ( ) ( ) ( )
( )12

12
'

−−
−−= ff

cf , co-

mo hemos visto anteriormente. 
 

********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
4º) Encuentra los tres puntos en que se cortan las gráficas de las funciones ( ) xxxf −= 3  
y ( ) ( )xsenxg π= . Calcula el área de la región del plano encerrada entre las gráficas de 
f(x) y g(x). 

---------- 
 
 Teniendo en cuenta que las raíces de la función ( ) ( )xsenxg π=  son el conjunto de 
los números enteros y que las raíces de ( ) xxxf −= 3  son -1, 0 y 1, sus puntos de corte 
son los siguientes: A(-1, 0), O(0, 0) y B(1, 0). 
 
 Teniendo que cuenta que las dos funciones son simétricas con respecto al origen 
por cumplirse que ( ) ( )xfxf −=−  y ( ) ( )xgxg −=− , el área pedida es la siguiente: 
 

( ) ( )[ ] ( ) =







+−=−−= ∫

1

0

241

0

3 cos·
1

24
·2·2 x

xx
xsenxxS π

π
π  

 

( ) =






 +−−




 −+−=







+−−








+−= 1·

1
001·

1

2

1

4

1
20cos·

1

2

0

4

0
cos·

1

2

1

4

1
2

2424

πππ
π

π
 

 

Su =+=+=






 +=−−=−−=−−−= 2

2
8

4
8

·2
2

4
1

·2
2

4
1

2
2

4
21

2
11

2
1

4
1

2
π

π
π

π
πππππ

. 

 
********** 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s




