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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacioneslésalependientes del parametro ceal
(a2 + a)x + (2a+1)y +az=1

y resuélvelo en los casos en que es compatifes a)x + (3a+3)y + (a+1)z=2.
(a+2)y-az=a+?2

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

a’+a 2a+l a a’+a 2a+l1 a 1
M=|a’+a 3a+3 a+l| ;; M'=s|a’+a 3a+3 a+1 2
0 a+2 -a 0 a+2 -a a+2

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

a’+a 2a+l a 1 2a+l a 1 2a+1 a
IM|=|a’+a 3a+3 a+l|=(a’+a)-[1 3a+3 a+1|=(a’+a)-[0 a+2 1|=
0 a+2 -a 0 a+2 -a 0 a+2 -a
a+2 1

=ala+1)(a+ 2)‘1 =ala+1)(a+2)(-a-1)=-ala+1f(a+2)=0=

1 -a

:(a2+a) a+2 -a

= a=0; a=a=-1;; a,=-2.

az0
Para<a# -1} = Rango M = RangoM'=3=n°inc6g = Compatible deter minado
az-2
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0101
Paraa=0 = M'=[0 3 1 2| = RangoM' = {C,, C,, C,} =
020 2
101
11
=31 2:2 Z:O:> RangoM'=2.
2 0 2

Paraa=0= RangoM =RangoM'=2<n° incog = Compatible Indeterminado

0 -1 -11 RangoM =1
Para a=-1= M'=|0 0 0 2|={C,=C} >
01 1 1 Rango M'=2

Paraa=-1= RangoM =1 ;; RangoM'=2 = Incompatilke

2 -3 -2 1
Paraa=-2 = M'=[2 -3 -1 2| = RangoM' = {C,=-2C,} =
0 0 2 0
2 -2 1
2 1
={c,C,C}=12 -1 2 :—2-‘2 2‘:—2(4—2):—47:0: Rango M'= 3.
0 2 0

Paraa=-2= RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilbe

az0
Resolvemos para el caso ¢z -1}, (sistema compatible determinado), median-
az-2
te la Regla de Cramer:

1 2a+1 a
2 3a+3 a+l
at+2 a+2 -a

T e @)

_-a(3a+3)+2a(a+2)+(a+1)a+2)(2a+1)-a(a+2)3a+3)-(a+1)fa+2)+2a(2a+1) _
-ala+1f(a+2)

_-a(3a+3)(L+a+2)+(a+2)(2a-a-1)+(2a+1)a* +3a+2+2a)
—ala+1f(a+2)




_-3a(a+1)(a+3)+(a+2)(a-1)+(2a+1)a* +5a+2)
-ala+1f(a+2)

_-3a@®+4a+3)+a’-a+2a-2+2a°+10a° +4a+a’ +5a+2 _

-a(a+1)(a+2)
_-3’-12a°-9a+2a’+12a°+10a_  -a’+a _  -al@®-1) _ (a+lfa-1) _
-ala+1)(a+2) ~ala+1)(a+2) -ala+1’(a+2) (a+1f(a+2)
(a+1)(a+2)
a’+a 1 a 1 1 a 1 1 a
a’+a 2 a+l (a®+a)l1 2 a+1 af@+1j1 2 a+1
| 0 a+2 -a|_ 0 a+2 -a| _ 0 a+2 -a|_
Y a1 (a+2) —a(a+1(a+2) —ala+1(a+2)
1 1 a
1 2 a+l
_|0 a+2 -a :—2a+a(a+2)—(a+1)(a+2)+a:—a+a2+2a—(a2+3a+2):
-(a+1)a+2) -(a+1)a+2) -(a+1)a+2)
_a’+a-a*-%-2_ -2a-2 _ -2a+1) _ 2 _
“a+)a+2) -(@a+)@+2) -@+a+2) a+2
a’+a 2a+l 1 1 2a+1 1 1 2a+1 1
a’+a 3a+3 2 | (a®+a)j1 3a+3 2 | afa+1)|1 3a+3 2
0 a+t2 a+2 0 a+2 a+?2 0 a+2 a+2
Z= = = =
-ala+1)(a+2) -ala+1)(a+2) -ala+1)(a+2)
1 2a+1 1
1 3a+3 2
_|0 a+2 a+2|_ (3a+3)fa+2)+(a+2)-2(a+2)-(a+2)(2a+1)_
-(a+1)a+2) -(a+1)a+2)
_(a+2)(3a+3+1-2-2a-1) _ a+l _ . _
= = =-1=7z.
-(a+1)(a+2) -(a+1) =——
y=1

Resolvemos para el caso de= O; el sistema resulta3y+z=2, equivalente al
2y =2



: =1 : : : .,
&stema{i 4gzp’ gue es compatible indeterminado cuya solucion es:
y+z=
X=A
y=1 ¢ OAOR
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2°) Dados los puntos P(2, 1, 1) y Q(1, 2, -1), entna los puntos Ry S de la recta r de

ecuacionr 5%2 = %2 :g que cumple que PQR y PQS son triangulos equikatero
Xx=-2+A
La expresion de la recta r por unas ecuacionesygricas es = y=-2+4.
z=0

Los putos genéricos de la recta r tienen por aifmeR(-2+1, -2+ A, 0).

La distancia entre los puntos P y Q es la siguiente

PQ=+(1-27 +(2-1)7 +(-1-17 =J1+1+4 =6 = PQ.

Por condicion del ejercicio @aR=PS=PQ=+/6

PR=PQ=1/(-2+1-27+(-2+A-1F +(0-1° =6 ;; (A -4 +(A -3} +1=/6

(/]‘4)2+(/1—3)2+1:6 - 22-81+16+ A2 -61+9=5: 212-141+20=0 ::

F-71+10=0 ;; A1=1% ”429_40:7":2*/5:7"‘;3 — A =2 A =5.

Paral=2 = R(-2+2 -2+2 0) = R(0, 0, 0).

Parad=5 = S(-2+5, -2+5, 0) = S(3 3 0).
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3°) Halla la derivada y su valor en el punto x pata cada una de las siguientes funcio-
nes: a)f(x)=x"* b) g(x)=arc tag (cos%j.

a)
f(x) = x?*. Tomando logaritmos neperianasif (x)]] = Lx** = (x+2*)Lx.

Derivando ahora, teniendo en cuenta =y = f'(x)=:

f'(x)
f (x)

Teniendo en cuenta queysk x+ 2" =x+u = y'=1+uU". (**)

:(x+2x)'-Lx+(x+2X)-1. *)

X

u=2" = Lu=L2*=xL2 ;; gz1-L2:L2 u'=uL2=2*L2=U".
u

Sustituyendo en (**) el valor obtenido de y'=1+2*L2.

Sustituyendo en valor obtenido en (**) en la exjineg*), resulta finalmente:

f'(x)
f(x)

=L+ 2°L2) Lx+(x+29)-

X |~

roo:f@){@+ZXLa.Lx+@+zq.§]

r(=x* [ 212 xefer2)

Parax =1 es:

[ERN

f(1) =1 [(1+ 2'L2). L1+[+ 21)-—} =1.[1+2L2) -0+ (1+2) -1 =3.

[ERN

f'{L

)=

w

—~

b)
g(x) = arc tag [cos%) :

: u’
f(x)=arctagu = f (x):1+ -
Teniendo en cuenta que-si ) , la derivada pedida

h(x)=cosz = h'(x)=-z'- senz

es la siguiente:



X 7 7
- 2 Sen? E . Sen?
g'(x)= 7= = =g'(x)
1+(cosmj 1+cog =
2 2
T osen T4
Parax =1 esg'(l)=--2 2 - _2
T 1+0°
1+cos >
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3

4°) Dada la funciénf(x):L(3+ X + sen

> demuestra que existe un valor
X“+X+2

c(-1, 2) tal que f(a)=1. Menciona los resultados teéricos empleados Yfiesisu
uso.

Vamos a utilizar el teorema del valor intermedaqu€ es una generalizacion del
teorema de Bolzano), que se puede enunciar dgueeste forma:

“Sea f(x) una funcion continua en un intervalo [, y supongamos que
f(a)< f(b). Entonces para cada tal que f(a)<u< f(b), existe al menos un valor
cO(a, b) tal que f(c)=u". (La misma conclusion se obtiene para el casfglje< f(a)).

3

La funcion f(x) = L(3+ X+ sen j es continua en el intervalo [-1, 2], por

x>+ X+2
lo cual, le es aplicable el teorema del valor migdlio.

f(—l): L{3—1+ sen(jrl)'z(—__ll):z} = L(2+Sen1_T73 = L(2+ sen%Tj = L(2—1) =

23

f(2): L{3+2+Senm

:|: L(S*‘SGﬂ%TJ = |_(5+ Senﬂ): |_(5+0): L50
C 161=f(2).

De lo anterior se deduce que:

CcO(-1 2) tal que f(c)=1, c.q.d
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OPCION B

2 -1 3 1 0 O

1°) Dadas las matrices=|0 1 -2|yB=|2 -3 0|, calcula el determinante de

0 2 -2 0 -2 1
A-ByeldeA+B.

2 -1 3 1 0 O 2-2+0 0+3-6 0-0+3
A-B=|0 1 -2|-|2 -3 0|=|0+2-0 0-3+4 0+0-2|=
0 2 -2 0 -2 1 0+4-0 0-6+4 0+0-2

0 -3 3
=2 1 -2|=A-B.
4 -2 -2

0 -3 3 0O 0 3

|A-B[=[2 1 -2|=2 -1 _2:3"2 :i‘:e. (-8+4)=-12
4 -2 -2| |4 -4 -2

|A-B|=-12

2 -1 3 1 0 O 3 -1 3
A+B=|0 1 -2|+/2 -3 0|=|2 -2 -2|=A+B.
0 2 -2 0 -2 1 0O 0 -1

3 -1 3 s 1
|A+B|=|2 -2 -2|=-1. =-(-6+2)=4.
0 0 -1 272

|A+B|=4
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2°) Encuentra la ecuaciéon continua de la rect& toguta perpendicularmente a las rec-
2X+y+z-6=0 S=x+1_y+2_z+2
X-y+2z-3=0" " 2 1 4

tasrz{

El procedimiento que se va a utilizar para hallaeduacion de la recta t requiere
el conocimiento de un punto y un vector directocdda una de las rectas, para lo cual

expresamos la recta r por unas ecuaciones paraagtri

2X+Vv+z7z-6=0 2X+y=6-A
r = Xry+z = 7z=] = xTy = 3X=9-341 ;; x=3-4 ;;
X-y+2z-3=0 x—-y=3-21
X=3-A1
Yy=X-3+21=3-A-3+2A=A=y => r={y=/
z=A

1.- Consideramos los puntesir y BOs: A(3,0,0)yB(-1, -2, -2).

2.- Unos vectores directores de las rectas ryns sp=(-1 1, 1) y v. =(2, 1, 4).

3.- Obtenemos un vectawr , perpendicular a, y v, :

i ] k
W=vOv.=|-1 1 1|=4i+2j-k-2k-i+4j=3+6j-3k = w=(1 2 -1).
2 1 4

4.- Determinamos los planags y 7,, de la forma siguiente:

X-3 'y z
ni(A; 7 W)E -1 1 1(=0;; —(x—3)+y—22—z—2(x—3)—y:O n
1 2 -1

—(x+2)+4(y+2)+4(z+2)-(z+2)-8(x+1)+2(y+2)=0 ;; -9(x+1)+6(y+2)+3(z+2)=0 ;;

3(x+1)-2(y+2)-(z+2)=0;; 3x+3-2y-4-2z-2=0 = 71, =3x-2y-2z-3=0.




Xx+z-3=0
3x-2y-z-3=0’

Larectat es la que determinan los planoy 7,: t s{
La expresion de t por unas ecuaciones continukssgguiente:

t z=);; x=3-4 ;; Y3-1)-2y-1-3=0;;

Xx+z-3=0
-
3x-2y-z-3=0

x=3-/4
2y=9-31-1-3=6-44 ;; y=3-21 = t=y=3-21.
z=A

*kkkkkkkkk



3°) Dada la funciorf (x) = sen(772*)+ cos (7x) demuestra que existe un vatan (-1, 2)

tal que f'(c) :%. Menciona los resultados teéricos empleados ¥igessu uso.

f (1) = sen(r2)+ cos (- 71) = seng +cos(-m)=1+(-1)=0.

f (2) = sen(7722)+ cos (27) = sen(477) + cos (277) = 0+1=1.

Teniendo en cuenta qufe(z)__(jgl) = 1;0 ::—13, a la funcionf(x) le es aplicable

el Teorema del Valor Medio o de Lagrange, que dice:

Si f es una funcion continua en [a, b] y derivadahe(a, b), entonces existe al me-

nos un punta(a, b) que cumple qué'(c):w.

La funcion f (x) = sen(772*)+ cos (7x) es continua y derivable en su dominio, que

es R, por lo cual se le puede aplicar el mencionaoi@ma a cualquier intervalo finito
considerado.

Considerando el intervalo dad@,1, 2), se cumple quef'(c):%, co-

mo hemos visto anteriormente.

*kkkkkkkkk



4°) Encuentra los tres puntos en que se cortagrddigas de las funcione(x) = x* - x
y g(x)=sen(nx). Calcula el area de la region del plano encereadee las gréficas de
fx) y 9(x).

Teniendo en cuenta que las raices de la fung{@)= sen(nx) son el conjunto de
los nimeros enteros y que las raicesf g = x°* —x son -1, 0 y 1, sus puntos de corte
son los siguientes: A(-1, 0), O(0, 0) y B(1, 0).

Teniendo que cuenta que las dos funciones sorirgiggcon respecto al origen
por cumplirse quef (-x)=-f(x) y g(-x)=-g(x), el &rea pedida es la siguiente:

{X_“_X_;J,l.cos(m)}

4 T

1

S=2- =

i[(xs ‘X)-sen(ﬂX)]‘ =2.

0

4 2 4 2
=2 1——1—"'1'00577' — O__O_+£.C()So :2|:1_£+£.(_1):|_(0—0+1.1j =
4 2 4 2 7 4 2 7 Vg

‘:2‘—1_3‘:2.[1+Ej:2. ﬂ+8:ﬂ+8 UZZS.

4 T 4T 21T
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