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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacioneslésalependientes del parametro ceal
y+3z=1

y resuélvelo en los casos en que es compat'bﬁié:—a—z)x—y—sz:—l
(a2 —a—2)x+(a2 —2a)z: 2-a

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpsesites:

0 1 3 0 1 3 1
A=|a’-a-2 -1 -3 |y A=|a’*-a-2 -1 -3 -1
a’-a-2 0 a’-2a a’-a-2 0 a’-2a 2-a

El rango de A en funcion del parametro reaks el siguiente:

0 1 3 0 1 3
Al=la’-a-2 -1 -3 |=|a*-a-2)-|1 -1 -3 |=
| Al
a’-a-2 0 a*-2a 1 0 a’-2a

=(a2 -a- 2)-[—3+3—(a2 —2a)]=(a2 -a- 2) -(2a—a2): (a+1)(a-2)a(2-a)=

b — 2— — .. _— .. —
1 2 1 .
=-ala+1)a-2=0=a,=0;;a,=-1;; a,=2

., +1+ +
Aclaraciona® -a-2=0 ;; a= = 21 8 :1;3:a1:—1;; a,=2=(a’-a-2)=(a+1)a-2).
az0
Para {a# -1 = Rango A= Rango A'=3=n° incog. = Compatible Determinado
az?2
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0 1 3 1
Paraa=0ezA=|-2 -1 -3 -1|= RangoA = {C, C,, C,} =

-2 0 0 2
0O 1 1
= |-2 -1 -1=2-2+4=4#0 = RangoA=3.
-2 0 2
Para a=0= Rango A=2;; Rango A'=3 = Incompatile
01 3 1 1 3 1
Paraa=-1esA=0 -1 -3 -1| = RangoA' = |-1 -3 -1|=-9-3+3+0=0=
0O 0 3 3 0O 3 3
= Rango A'=2.
01 3 1
Paraa=2es A=|0 -1 -3 -1| = RangoA=2.
0O 0 0 O

a
Para { . }:> Rango A= Rango A'=2<n° incdg. = CompatibleIndeterminado

az0
Resolvemos los casos de compatibilidad, primermaoaaz-1; mediante la
az?2
regla de Cramer.
1 1 3
-1 -1 -3
2-a 0 a’-2a 0
= = =0= F=-F¢t.
e —aarifacsy X RER
0 1 3 0 1 3 0 1 3
a’-a-2 -1 -3 | (a+1)a-2J)1 -1 -3 1 -1 -3
_|a*-a-2 2-a a*-2a| _ 1 2-a a’-2a] |1 2-a a’-2a|_
S e a2 ~efa+1)a-2f ~ela-2)
0 1 3
1 0 -3

1 3-a a’-2a :3(3—a)—3—(a2—2a):9—3a—3—a2+2a_—az—a+6_a2+a—6_

T —da-2) —ala-2) “da-2) -—a@a-2)  aa-2)




_@+$@—@:a+3:

Taa-2) e
0 1 1 01 1 01 1
a’-a-2 -1 -1| (@+)a-2J)1 -1 -1| |1 -1 -1
= a’-a-2 0 2-a|_ 1 0 2-a] |1 0 2-a
-aa+1)a-2f -aa+1a-2) -4a-2)
_-1+1-(2-a)_ a-2 _ 1_
= = =—==7z.
-da-2) -aa-2) _a
y+3z=1
Resolvemos para = -1; el sistema resulta-y-3z=-1, que es compatible inde-
3z=3
terminado y cuya solucién es:
X=m
Solucion < y=-2¢, 0OA, mOR
z=1
y+3z=1
Resolvemos para = 2; el sistema resulta-y-3z=-1, equivalente al sistema de
0=0

una ecuacion con dos incégni{gs-3z=1, cuya solucién es:

X=m
Solucion < y=1-34¢, 0OA, mOR
z=A
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. . 3x+3y-2z2-2=0
2°) Halla la ecuacion general del planque contiene a la rect&{ y2 0
X—y—-2z=
x+2 y-1 z-2
2 2

es paralelo a la recke

La expresion de r por unas ecuaciones parameagckssiguiente:

3x+3y—-2z2-2=0 3x+3y=2+24| 3x+3y=2+24
r= = 7= = =6x=2+84 ;;
X—-y—-2z=0 X—y=24 3x—-3y =64
x:1+ﬂA
3 3
3x=1+44 ;; X:E+ﬂ/1 " y=x—2/1=}+ﬂ)l—2)lzé—g)l:y:> r= y:E—EA.
3 3 3 3 3 3 3 3
z=A

Un punto y un vector director de r se@, % j u=(4-232).

Un vector director de s es=(1, 2, 2).

El planon, por contener a r, tiene como vector directar (4, - 2, 3) y contiene

al punto Pg, % oj y, por ser paralelo a s, tiene como vector direzto=(1, 2, 2).

La expresion general dees la siguiente:

Xx-3 y-% z 3x-1 3y-1 3z
n(P; u, V)E 4 -2 3|=0;:; 4 -2 3/=0:
1 2 2 1 2 2

—4(3x—1)+ 3(3y—1)+24z+6z—6(3x—1)—8(3y—1):O " —10(3x—1)—5(3y—1)+30220 "
2A3x-1)+(3y-1)-6z=0 ;; 6x-2+3y-1-62=0 ;; 6x+3y-62-3=0.

m=2x+y-2z-1=0
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39) Dada la funcionf(x)=x"""**", demuestra que existe un valotl(1 3) tal que
f'(a)=4. Menciona los resultados teéricos empleados ifistu uso.

Teniendo en cuenta qué -4x+7>0, OxOR, la funcion f(x) es continua y deri-

vable en su dominio, que es R, por consiguienteta en cualquier intervalo real que
se considere.

Para resolver este ejercicio tenemos que aplickeaema del Valor Medio o de
Lagrange, que dice: si f es una funcion continufagh] y derivable en (a, b), entonces

existe al menos un puntal(a, b) que cumple:f'(c)=w.

Considerando el intervalfy, 3) y sabiendo quef (1)=1""**" =1% =12 =1=f(1) y

que f(3)=3'""**7 =3 =32 =9= {(3), podemos establecer que:

o)== 10) _s-1_8_
3-1 2 2

Lo anterior demuestra gue existe un valer(1, 3) tal que f'¢) = 4.
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4°) Encuentra los dos puntos en que se cortanrddisag de las funciones(x)=x*-1y

g(x)zcos(%j. Calcula el area de la region del plano encereatiee las gréaficas de las

funciones f(x) y g(x).

Los puntos de corte de las dos funciones se d@rtide la igualacion de sus ex-
presiones:

f(x)=g(x) = x2—1:cos(%j. Para x = +1 resultg(x)=g(x) =0, de donde resul-

tan los dos puntos de corte, que son A(-1, 0) y 8(1

YA

f(x)

La grafica ilustra de la situacion de ambas fumesoy del recinto cuya superficie
tenemos que calcular.

Ambas funciones son simétricas con respecto aldejeordenadas, por ser
f(-x)=f(x) y g(-x)=g(x), lo que facilita el calculo de la superficie queeierran.

Todas las ordenadas de la funcion g(x) son maypredas correspondientes or-
denadas de la funcion f(x) en el intervalo (-1,0by, lo que el &rea pedida es:

S:Z-Jl'[ (x)- f(x)] dx=2- J{cos(zj (x? 1)} dx=2- J'{l X +cos(z(ﬂ-dx:

0

=2-i(1 x?)- dx+ 2 jcos(zj dx= 2- { X—;L+2| :2-{[1—%)—0}2 =g+2l =s. (¥



=2

:|

Rt |x=1.1t="
2 2

1
I:J'cos(zj-dx:
0\ 2 dx=24tlx=0_t=0

T

[sent]f 2 -(senl—T—seanzE (1-0)= 2-
2 m w

Sustituyendo el valor de | en la expresion (*edgar

S::f}+'2'£%::fl+:i::4n-+12::4(n-+3)u2::S
3 T 3 T 3T 37
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OPCION B

1 1 1 2 0 0
1°) Dadas las matrices=|0 -1 2| yB=|1 1 0 |, calculaA-B|y|B-A|.
0 0 2 12 -1
1 1 13(20 0 2+1+1 0+1+2 0+0-1) (4 3 -1
A-B=|0 -1 2|-|1 1 0|=/0-1+2 0-1+4 0-0-2|=|1 3 -2|=A-B.
0 0 271 2 -1) (0+0+2 0+0+4 0+0-2) (2 4 -2
4 3 -1
|A-B|=|1 3 -2|=—(24+4+12-6-32-6)=—(40-44)=4=|A-B|.
2 4 -2

2 0 O 1 1 1 2+0+0 2-0+0 2+0+0 2 2 2
B-A={1 1 0|0 -1 2|={1+0+0 1-1+0 1+2+0|=|1 O 3|=B-A.
12 -1)0 0 2 1+0-0 1-2-0 1+4-2 1 -1 3

2 2 2
|B-A|=|1 0 3|=-2+6+6-6=4=|B-A|.
1 -1 3

Las soluciones son logicas por lo siguiente:

El determinante del producto de dos matriceswes i@ producto de los determi-
nantes de las matrices, o se®:B|=|A|-|B|=|B|:|A|=|B-A.
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recteeraguta perpendicularmente a la recta
_|2x+y-z-2=0
|x+2y+z-4=0
P(-213) y Qo -1 1).

, sabiendo ademas que cada punto de r equidist@asdpuntos

El punto medio de(- 2,1, 3) y Q(0, -1, 1) esM(-1, 0, 2).
Los puntosP(- 2,1 3) y Q(0, -1, 1) determinan el vector:

(2, -2 -2).

PO=0-P=(0, -1 1)-(-21, 3)

Se llama plano mediatriz de un segmento de extreinp® al plano que pasa
por su punto medio y es perpendicular a la rectapgisa por Ay B.

El plano x, mediatriz deP(- 2,1 3) y Q(0, -1 1), es el que tiene como vector
normal a cualquiera que sea linealmente dependimiteectorPQ=(2, -2, -2) y que
contiene al puntoa(-1, 0, 2):

yEXx-y-z+D=0

=-1-0-2+D=0;; D=3 = u=x-y-z+3=0.
M(-10 2) } HEXTY

El punto R de corte de la recta s con el plams la solucion del sistema que de-
terminan:

2x+y-z-2=0
x+2y+z-4=0:= Sumando la segunda ecuacién a las otras dosaresult
X-y-z+3=0

= X+1=0;; x=-1;; y=3;

3x+3y—6=O:> X+y-2=0| -x-y+2=0
2x+y-1=0 2x+y-1=0| "' 2x+y-1=0
x-y-z+3=0;; -1-3-z+3=0;; z=-1= R(-1, 3 -1).

Un vector director de la recta s es cualquierasgaelinealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales d@lasos que la determinan:

ik
1 —1|=i-j+4k-k+2i-2j=3-3j+3k = v, =(1 -1, 1).
2 1

Vg =

PN

El haz de planos perpendiculares a la recta res x-y+z+D =0.

El planop perteneciente al haz de planog que contiene al punto R(-1, 3, -1) es



el que satisface su ecuacion:

-1-3-1+D=0 - D=5= p=x-y+z+5=0.

Xx-y-z+3=0

La recta pedida r es la que determinan los pl = )
p q planos. r {x—y+z+5:O

La expresion de r por unas ecuaciones continuksseguiente:

X-y-z+3=0 X—=z2=-3+4
r=d XY = y=1 = = 2x=-8+2} ;; x=-4+4 ;;
X—-y+z+5=0 E— X+z=-5+4
+7=3-) X=-4+A
-X+z=3-
= 22=-2 ;. z2=-1=r= y:/] jrzﬂzizz_-l-l
X+z=-5+1 1 1 O

z=-1
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3°) Halla las integrales |ndef|n|da§-j el, =[x sen(2x)- dx.

x+\/_

o[ _j(x( ~Jx)- dx)_j(x—&)- ‘I(X Jx)- dx jx'dx—j&'dx=

X+~/X +\/_)(x 2_(&)2 - X2 =X x2-x ¢ x*-X
_r dx Jx - dx
_jx_l—j g =L{x-1-A=1,. (*)
Jx- dx ( ) x/_—t—>x:t2—>x—1—t2—1
A= I I J. dx dx
1) 1N x 2 =dt - —= =2dt
- *r b= 2% Tk
2dt _ 2dt ¢ A B . At-A+Bt+B _ (A+Bjt+(-A+B)
It2—1_I(t+1)(t—1)_I(t+1+t—1j dt=] t2 - dt=] t2-1 =
:»{ A+B:O}q B:1}:»A=j(_—1+ij-dt=|_|t—1|—|_|t+1|=|_ Y R
-A+B=2[ A=- t+1 t-1 t+1 Jx +1
(\/; 1) X— 2\/;+1

Sustituyendo en (*) el valor de A:

I = L|x=1] = L|x=2Jx+1|+ L[ x=1|= 2L x~1| - L|x-2Vx +1|+C =

I = L x=1 = L|x=2Vx +1]+ L| x=1| = 2L | x~1| - L| x=2/x +1[+C =

[ x-1 2+ L (x-9lx+2 2+ o (x-DWx+1 2+ ~Llx+1f +c =
_L(&_J c_LL&_lm} c_l{ = } c=Lx+1f+c=1,.

* *k k% %

La integral 1, :sz-sen(2x)-dx tiene que resolverse por el método de “por par-
tes”, basado en la diferencial de un producto deifmes:d(u -v)=du-v+u-dv.

Teniendo en cuenta que la integral de una sunedbi@ga de funciones es igual a
la suma algebraica de las integrales de las fuasiggodemos escribir:

[d(u-v)=[du-v+[u-dv



Sabiendo quéd(u - v)=u-v, la expresién anterior puede ponerse de la forma:

.[u -dv=u -v—jv-du

Aplicando la formula anterior podemos determimantegral dada:

u=x?> - du=2xdx

IZ:Ixz-sen(Zx)-dx: 1
sen(2x)-dx=dv - v= 5 COS (2x)

2

= x* [—% COS(ZX)}—J'—% coS () - 2X - dx:—x? cos(2x)+jx-cos (2x) - dx=

2

=—X7 cos@2x)+M =1,. (¥)

U=X - du=dx
M =jx-cos(2x)-dx:>

COoSs (2x) -dx=dv - v:% sen(2x)

= X % sen(2x) —j% sen (2x) - dx=§ sen(2x) —%Isen(Zx) . dx=§ sen(2x) —% (—%} . cos(2x)=

:g sen(2x) +% cos(2x)=M .

Sustituyendo en valor obtenido de M en el valod¥), queda:

2
|, = —X? cos(2x) +§ sen(2x) +% cos(2x)+C :%(1—2x2) cos(2x)+§ sen(2x)+C.

I, =Ix2 sen(2x) dx=%[(1—2x2)cos(2x)+2x : sen(2x)]+C
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4°) Calcula el maximo y el minimo absolutos, eringérvalo [-1, 2], de la funcién
f(x)=L(x? + x+1)-x. Menciona el resultado teérico empleado y justiia uso.

Para determinar los maximos y minimos absolutoardetervalo dado de una
funcion deben conocerse los siguientes puntos:

1) SicO(a b) ysi f'(c)=0 o f'(c) no existe, entonces ¢ se denomina ndmerc
critico de(a, b).

2 ) Una funcién f tiene un valor maximo absolutous intervalo(a, b), si existe
un cO(a, b), tal que f(c)= f(x), OxO(a, b).

3 ) Una funcion f tiene un valor minimo absolutoum intervalo(a, b), si existe
un cl(a, b), tal que f(c)< f(x), OxO(a, b).

4 ) Teorema del valor extremo: “Si la funcién fammtinua ena, b], entonces f
tiene un valor maximo o un valor minimo absolutdzem)”.

Por senc +x+1>0, OxOR, la funcién f(x)=L(x? +x+1)-x es continua y derivable
en su dominio, que es R.

f(~1)=L|(-1)? -1+1]-(-1)= L1+1=1=(-1) = A(-1,1).

f(2)=L(22 +2+1)-2=1L7-20-005=f(2) = B(2, - 005).

Vamos a determinar los maximos y minimos relati®da funcién f(x) en el in-
tervalo[-1, 2|:

, 2x+1 2X+1-x*-x-1 —-x*+x -—-xx-1 ,
f(X):x2+x+1_1: X2+ x+1 :x2+x+1:x2XJ(rx+i:f(X)'

(eg o XY o ey =
f(X)—OSm—O,, X(X l)—02X1—O,, Xz—l.

f (x) — (— 2x+1)(x2 + x+1)+ x(x—l)(2x+1) _ X -2 - 2X XA XL A X =2 =X
(x2 +x+1)2 (Xz +X+1)2

_ -2x? —2x+1:_2x2 +2x-1_ £(x)
(x2 + x+1)2 (x2 + x+1)2 .

——=-=-=1>0 = Minimo relativo para x = 0.
(0+0+1? 1

f"(O):— 0+0-1 1



f(0)=L(0+0+1)-1=L1-1=0-1=-1 = Minimo: C(0, -1).

f"(1):—i_12:_—3:—3<0 = Maximo relativo parax = 1
(1+1+17 1

f(1)=L(1+1+1)-1=L3-1=1099-1= 0099 = Maximo: D(1, 0099).

De lo expuesto con anterioridad se deduce queraidn f(x)=L(x? +x+1)-x
tiene el maximo y minimo absoluto en el interviglg 2] en los puntos siguientes:

Méaximo absoluto A(-1, 1) y minimo absoluto B(2,08).
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