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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacioneslésalependientes del parametro eeal
(a-3)x-2z=2

y resuélvelo en los casos en que es compati@es)x+(a-1)y-z=3
(a-3)x+(a-1)y+(a+1)z=a*-1

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

a-3 0 -2 a-3 0 -2 2
M=a-3 a-1 -1|y M'=s|a-3 a-1 -1 3
a-3 a-1 a+l a-3 a-1 a+l a’*-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:

a-3 0 -2 10 -2
IM|=|a-3 a-1 -1|=(a-3)a-1)1 1 -1|=(a-3)(a-1)(a+1-2+2+1)=
a-3 a-1 a+1 11 a+1

=(a-3)a-1)(a+2)=0= a =3;; a,=1;; a,=-2.

az3
Para{ a#1 ; = RangoM =RangoM '=3=n° inc6g = Compatibledeterminado
az -2
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0 0 -2 0 0 -22
Paraa=3=>M=|0 2 -1| y M'=|0 2 -1 3|= RangoM =2.

0 2 4 0 2 48
0 -2 2
RangoM' = |2 -1 3|=16-12+4+32=40#0 = RangoM'=3.
2 4 8
-2 0 -2 -2 0 -22
Paraa=1=M=|-2 0 -1y M'=|-2 0 -1 3|= RangoM =2.
-2 0 2 -2 0 20
-2 -2 2
RangoM' = |-2 -1 3|=-8+12-4+12=12#0 = RangoM'=3.
-2 2 0

a=3
Para { }:> RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatilbe

-5 0 -22
Paraa=-2 = M's|-5 -3 -1 3| = {F,=F,} = RangoM =RangoM'=2.
-5 -3 -13

Para a=-2= RangoM = RangoM '=2<n° incdég = Compatibleindeterminado

Resolvemos en el caso de compatible determindd@ago el método de Gauss.

(a—3)x—Zz:2
(@a-3)x+(a-1)y-z=3 Restando a cada fila la primera:
(a-3)x+(a-1y+(a+1)z=a*-1

(a—3)x—22=2
(a-1y+z=1 — Restando a la tercera fila la segunda:
(a-1y+(a+3)z=a>-3

(a-3)x-2z=2
(a—ﬂy+z:1
(a+azzaz_4_%Z:a2_4:(a+@@f2)=a_zzz
a+2 at+2
3-a

(a-1)y+a-2=1;; (a-1)y=1-a+2=3-a; y="—.




(a—@x—ﬂa—@:z;;@r3k:2+2a—4:2a—2:2@—ﬂ;;x:ZS;?.

Resolvemos ahora en el caso de compatible indet@dan parar = -2, en cuyo

—9X—=2z2=2
: , , -5Xx—-2z=2 .
caso el sistema resulta5x-3y-z=3, equivalente al siste A+ 3y+ 223" Haciendo
-5x-3y-z=3 B

—5Xx=2+21 ;; Xx=—2-%2A ;; 3y=-3-5X-2=-3+2+2A-A=-1+1 ;, y=-3+3A.

A

—_2
X= 5
~1

3

wl alN

Solucién <y =
z=A

+1i4 ,010R
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2°) Los puntos P(1, -1, 3), Q(3, 0, 5) y R(2, 1san tres vértices de un cuadrado. En-
cuentra el cuarto vértice.

PO =17 +(0+1) + -3 =Va+1+4=5=3=F0.

PR=4/(2-1) +(1+1)? +(1-3)* =1+4+4=19=3=PR.

QR=1/(2-3f +(1-0) +(1-5 =+1+1+16=+18=3/2=QR.

Lo anterior indica que los vértices P, Q y R somsezutivos.

Q El punto S puede obtenerse de diversas
formas; una de ellas es tener en cuenta que ¢
punto M es el punto medio de los segmerias

y QS.
M:>Q+R:>(3’ L 5)+(2’ll):M(%,%,3).
2 2 —_—
P S .
PM=MS = M-P=S-M =
=5 43-0-13=(xy 2-( 33 =
x=3=3
= (3 3,0=0-3 y-4,2-8) = {y-i=3; =
R z-3=0
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- . .. lim 2 lim 2
39) Calcula los siguientes limites: _tagx (XJ'ZJ :
X-0 1—cos(2x) X - +oo | X

0 m 2-tag x - 2
=~ = Indet = {L'Hopital} = cosS X -
0 x -0 2-sen(2x)

lim  tag?’x _ O
x - 01-cos(2x) 1-1

lim  cos’ x lim 1 lim senx _1 lim senx _0

- ' =7 =—=Indet={L'Hopital
x - 0sen(2x) x-0cosx x-0sen(2x) 1 x - 0 sen(2x) O:”‘ et={L'Hopital}=

lim  cosx 1
= =
X-0 2-cos(2x) 2:1

-1
é.

2x+1

lim  (x+2\>" , lim 2\ lim 1
=1” = Indet tipo n"° e = 1+— = 1+= =
X —» +oo X X —» +oo X X —» oo X
2
2 4x+2
- 9° (2xv1) 1
25-(2“1) § = (2e) § ;
, , , lim  4x+2
lim 1 [im 1 lim 1
1+= = 1+= = 1+= = X =gt
X — +oo 5 X — +oo 5 X — +oo 5 =
2 2 2
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3_ ] o] @t T
49) Dada la funcionf(x)= g zijf)le_ﬂe , demuestra que existe un valer(-1, 1)

tal que f'(a)=1. Menciona los resultados teéricos empleados ifissu uso.

Llamando g(x)=x*-x+2, h(x)=Lve™ e i(x)=2x*+x*+1; las tres tienen por
dominio el conjunto de los numeros reales. Teniamlouenta que toda funcidon expo-
nencial es siempre positiva2x* + x> +1>0, OxOR, el denominador de f(x) es positivo,
lo que implica que el dominio de f es R.

Por otra parte, las derivadas de g(x), h(x) es@) las siguientes:
g'(x)=3x*-1.

Ax+7

h(x)= Lve™ = Le 2 =2x+£:h(x) = h(x)=2.

i'(x) =8x% +2x = 2x(4x2 +1)) =i'(x).

Como se aprecia, las funciones g(x), h(x) e i¢x) sontinuas y derivables en R.

De lo anterior se deduce que f(x) es continuarivdele en R, por lo cual se pue-
de aplicar el teorema de Lagrange a cualquieniakefinito que se considere y, en par-
ticular, al intervalo (-1, 1).

El teorema del Valor Medio del calculo diferencialimbién conocido como teo-
rema de Lagrange, se puede enunciar del modo stguie

“Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo phy derivable en (a, b), enton-
ces, existe al menos un punta(a, b) que cumple:f'(c):—f (bg:;(a)

Aplicando el teorema a f(x) en el intervalo coesatlo:

[(-1)3-(-1)+2]-{2-(—1)+7} (—1+1+2)[—2+7j 2.3
fl-1)= 2-(-1)* + (-1 +1 == 2+1+1 = 42=§=f(_1)'

3_ _ 7 11 11
_(1 1+2) [2+2j_(1_1+2).2_2.2_11_
)= 2.14+12+1  2+1+1 4 4 (.




Queda demostrado que existg-1, 1) tal que f'¢) = 1.
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OPCION B

1 -2 0 -1 10
1°) Calcula el determinante de+B)°, siendoA=|1 1 -1|yB=[1 3 2|.
2 3 1 -1 0 2

Teniendo en cuenta las propiedad de los deternasante dice que el determi-
nante de un producto de matrices es el produciosddeterminantes de las matrices,
este ejercicio puede hacerse de forma sencillsigigiente modo:

3
0
2 1
1| =1
13
3

Lo que sigue es la forma “natural” de resolveddajue indica que en matemati-
cas los procedimientos son muy importantes a la emesolver un ejercicio.

‘(A+ B)3‘2|A+ B =

3
j =(6-1)° =5° =125.

= N O
w b

1 -2 0)(-110) (0 -10
A+B=1 1 -1|+/1 3 2[=|2 4 1|=(A+B).
2 3 1)|-102) (1 3 3

0 -1 0\ (0 -1 0} (-2 -4 -1
(A+BY =(A+B)A+B)=|2 4 1|-[2 4 1|=| 9 17 7 |=(A+B).
1 3 3 (1 3 3 (9 20 12

-2 -4 -1 (0 -1 0\ (-9 -17 -7
(A+Bf =(A+Bf(A+B)=| 9 17 7 |-|2 4 1|=|41 80 38|=(A+B).
9 20 12)\1 3 3) (52 107 56

-9 -17 -7| |9 17 7
((A+Bf|=|41 80 38/=-41 80 38=
52 107 56| |52 107 56
= —(40320+ 30709+ 33592- 29120~ 36594 39032 = —(104621-104744 = —(—125) =125,

|(A+B)|=125

*kkkkkkkkk



2°) Dados los planosg, =2x+2y-z-1=0 y 7, =x-2y+2z-3=0, encuentra la ecuacion
general de los dos planos cuyos puntos equidigtan\dr,.

Sabiendo que la distancia del pumdx,, y,, z,) al plano genérico de ecuacién
| Ax, + By, +Cz +D| ,
\/AZ + 82 +C2

n=Ax+By+Cz+D=0 esd(R, 7)= ; aplicandola al punto P(x, Y, z) y

a los planos dados es:

|2x+2y z- H |2x+2y z-1| _ |2x+2y z-1] _ |2x+2y z- H

P n
' 1/22+22 Ja+4+1 Jo 3

X— 2y+22 3 X—2y+2z- 3 X—2y+2z- 3 X—=2y+2z- 3
m,)=

12 + +22 J1+4+4 \/5 3

Como tiene que ser que(P, 73)=d,(P, 7,): |2X+2;_Z_1| =|X_2y;’22_3| .

2X+2y—-z-1=x-2y+2z-3;; x+4y—-3z2+2=0
|2x+2y-z-1|=|x-2y+2z-3| =
2X+2y—-z-1=-x+2y-2z+3;; 3x+z-4=0

Los planos pedidos som; =x+4y-3z+2=0 y a,=3x+z-4=0
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3°) Dada la funcionf(x)=(1- x)cos(m°), demuestra que existe un vatar(o, 1) tal que

f'(c) :%. Menciona los resultados teéricos empleados ¥figssu uso.

La funcién f(x) es continua y derivable en R, fmcual se puede aplicar el teo-
rema de Lagrange a cualquier intervalo finito gei€ansidere y, en particular, al inter-
valo (0, 1).

El teorema del Valor Medio del calculo diferenciaimbién conocido como teo-
rema de Lagrange, se puede enunciar del modo stguie

“Si f(x) es una funcién continua en el intervalo phy derivable en (a, b), enton-
ces, existe al menos un puntd(a, b) que cumple:f'(c):f(bg%".

Aplicando el teorema a f(x) en el intervdto1)0(o, 1):

f(c)=(1-c)cos(z?).

f(1)=(1-1)cos(r 1*)=0-(-1)=0.
f (c):%: f(l):;(c)_O—(l—ﬂccos(mﬂ__Cos(mg):% N cos(m3):—%:> =120 ;;
3 2T 5 2 _ |2
T =3 c —§:> C_i/;<l'

Quedademostradoque existec(0, 1) tal que f'(c)=

N

*kkkkkkkkk



4°) Dadas las funciones(x)=x?-1y g(x)=3-x2, calcula el area de la regiéon del semi-
planoy>0 encerrada entre las gréaficas de f(x) y g(x).

Los puntos de corte de las dos funciones se @rtigyualandolas:

X2 -1=3-x2 ;; 2x*-4=0;; x*-2=0= x, =—/2 - A!—\/_Z, 1);; X, =2 - B!x/_Z, 1).

Los vértices de las parabolas son los siguientes:

f(x)=x*-1=

=3-x* =

g(x)

f'(x)=2x=0 - x=0= f(0)=0*-1=-1

f"(x)=2>0 = Minimo para x=-1 = C(0, -1)

g'(x)=-2x=0 -~ x=0= ¢(0)=3-0°=3-0=3

9"(x)

-2<0 = Maximo para x=0 = D(0, 3)

La representacion grafica de la situacion es,xamardamente, la de la figura.

Para el calculo del area tendremos en cuentaagusrdlenadas de la funcion g(x)

\ﬂk

f(x) =

X2 —

3%

son iguales o mayores que las correspondiente
a la funcion f(x) y que las dos funciones son pa-
res (simétricas con respecto al eje de ordena
das).

S= Z-f[g(x)— f (x)] dx= 2-?[(3—x2)—(x2 ~1)] - dx=

N

V2
=2 [(4-2x?)-dx= 2-{4x—2—ﬂ =

0

o

:2-[4\/5—4@]—0:2-(4\/5—4—*?{5}2-%:
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