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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
( 4+ a—2) x-2ay+az=-1

y resuélvelo en los casos en que es compatifflé: a2)x+ & y+(a+1)z=0 .
( a+ a—Z) x-2ay+ &#z=3a-1

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

&+a-2 -2a a d+a-2 -2a a -1
M=|a&+a-2 a a+l|ly M's|&+a-2 a a+l O
&+a-2 -2a a° gd+a-2 -2a a> 3a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de el siguiente:

d+a-2 -2a a 1 -2 a 1 -2 a
IM|=|d+a-2 & a+1:a(a2+a—2)1 a atll=da+2)(a-1)1 a a+l|=
g+a-2 -2a a’ 1 -2 a’ 1 -2 @&

= @a X a) &-2ada)- a+q a1)+24|= dar2)(a-1)|a*+a>-2a|=

= 4(a Yo Yd+a 3=[da+ Ja-i=0= a=0:18=-2;3,=1.

az0
Paraia#-2;= RangoM= RangoM'= 3= rf incég = Compatibledeterminado
azl
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-2 00 -2 0 0-1
Paraa=0=>M=|{-2 0 1| y M'={-2 0 1 0 |= RangoM=RangoM'=2.
-2 00 -2 00-1

Para a=0= RangoM= RangoM'= 2< rf incog = Compatible indeterminado

0 4 -2 0 4 -2 -1
Paraa=-2=>M=0 4 -1y M'=|0 4 -1 0 |= RangoM =2.
0 4 4 0 4 4 -7
4 -2 -1
Veamos cual es el rango de M4 -1 0 |= 28 16- 4-56# 0= RangoM '=3.
4 4 -7
0 -21 0 -2 1-1
Paraa=1=>M={0 1 2|y M'=|0 1 2 0 |= RangoM =2.
0 -21 0 -2 12
-2 1 -1
Veamos cual es elrangode M1 2 0|=-8-1-4-2#0= RangoM'=3.
-21 2

a=
Para{ a=1 }:> RangoM = 2 ;; RangoM '=3= Incompatilbe

Resolvemos en el caso de compatible determinado aplicando el método de Ga

(é+ a—2)x—2ay+az:—1
(4+ a2)% @ y+(a+1)z=0| = Restando a cada fila la primera:
( a+ a—2) x-2ay+ &z=3a-1

(é+ a—2)x—2ay+az:—1
(&+2gy+2=1; = 2= 2.8 -, (& +2dy+z=1;;

2

(af—a)z:3a 2T

Q
jsb)
|
[N

3 :a—1—3:a—4 . y= a-4
a-1 a-1 a-1"~ da+2fa-1)’

dar2)yr—> =15 dar2y=1-

a-4 +a- 3 :—1;;

( d+ a 2) x-2aytaz=-1;; (a2 +a- 2)x— 2a - Lo+ 2a1) -1




(a+ 2(a-1)x- (af‘;‘)z:_l) + a3fl1 =-1;; (a+ 2 (a-1)x= (a+22)E:—1) _ a3?1_ 1=
(a+ ) a-x=—2& 3{a+ )-(a+2)(a-1) _ 2a-8-3¢ -6a-(a’+a-2)_-4a’-5a-6

(a+2)a-1) (a+2)a-1) " ar2a-1)

_ (4 +5a+6)
(a+2f(a-1°

Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminaday paa en cuyo

-2x=-1
: : : 2x=1 :
caso el sistema resulta 2x+z=0, equivalente al snstem{az 0 cuyas soluciones
X—Z=
-2x=-1

son las siguientes:

=N, Nk

X
Solucién <y=A ,0A0OR
z
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29 Los puntos P(0, -1, 3), Q(3, 0, 1) y R(2, 3, 3) son tres vértices de un rombo. Enct
tra el cuarto vértice.

PQ=\(3 J+(0 F+(r § =/or v a=114=PQ.

PR=y( 2 F+(3 F+(3 ¥ =416+ 0=118=PR.

OR=y(2 F+(3 ¥ +(3 ¥ =vI 0r4=114=0R.

Q El punto S puede obtenerse de diversas
formas; una de ellas es tener en cuenta que ¢
punto M es el punto medio de los segmerras

y QS.
M:P;R:(O,—],3)2+(2,3,3):>M(ll3)_
P R __ o
QM=M5 => M-Q=S-M =
=(113(303=(xy,2)-(113) =
X=1=-2
=(-212=(x1y-12z-3 = {y-1=1 } =
S z—-3=2
Xx=-1
= Jy=2!=9(-125).
Z=5

Otra forma de obtener S es teniendo en cuentaeesS:

RQ=S-P=( 23)3( 30)E(xy 2-(0-13:;(-139=(x y+1 z-3) =

x=-1 x=-1
= {y+1=3} = Jy=2 | = (-1 2 5).
z-3=2 z=5
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- 4.-dx

3°) Calcula las siguientes integrales definidas|(2x+J.¢*-dx e I, =jx2+—2X_3.

&. dx=dv- v=—-e*

g=j(2x+])-e‘X-dx:>{

u=2 % du:ZdX}
=

= 4@ Y[ e 2o ox ke f & e—{2e] no2er-

=—(2%1+2)- e+ C=—(2x+3 -e*+C =1,.

_r —4-dx
2 I 4ox-3°

X+ 2X-3=0:; x=

- 264/4+12 _ _214:{&:1 = R+ 2x-3=(x-1(x+3).

2 2 X, =3
| :I_—4 :j_—4.d)(:> —4 = —4 = A + B =
2 I +2x-3 (x-1)(x+3) X +2x-3 (x-19(x+3 x-1 x+3
_ Ax+3A+Bx-B _ ( A+ B)x+(3A-B) _ A+B=0 | _ AA= -4 A=—1: B=L.
(x-1)(x+3) X +2x-3 3A-B=-4
|2=j(;__:L1+X13j.dx=_|_|x—1|+L|x+3|+C=L ))((tf +C=1,.
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TTX?
2-sen——

2(COS(ITX2) _3[X2 _ 4X+ll

tal que f (o) =3. Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.

4°) Dada la funcionf(x)= , demuestra que existe un vator(1, 3)

2
Llamando 3= 2-sen%, h(x)= 224 @ () =3/x? - 4x+11; las tres tienen por

dominio el conjunto de los numeros reales. Teniendo en cuenta que toda funcion e
nencial es siempre positiva¥ - 4«+11>0, OxOR, el denominador de f(x) es positivo,

lo que implica que el dominio de f es R.

Por otra parte, las derivadas de g(x), h(x) e i(x) son las siguientes:

2
g(x)= Zucos%.

H x= [cos(m%)— 271% ser{7x? )] L 2.pxcodn?).

i'(x)= 2x—4

33/(¢ - ax+11f

Como se aprecia, las funciones g(x), h(x) e i(x) son continuas y derivables en F

De lo anterior se deduce que f(x) es continua y derivable en R, por lo cual se
de aplicar el teorema de Lagrange a cualquier intervalo finito que se considere y, en
ticular, al intervalo (1, 3).

El teorema del Valor Medio del calculo diferencial, también conocido cc
mo teorema de Lagrange, se puede enunciar del modo siguiente:

“Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), ento

ces, existe al menos un puntd(a, b) que cumple:f'(c):W".

%Y La interpretacion geométrica puede
f(b) o apreciarse mas facilmente mediante la

/ figura adjunta.

Considerada la funcion f(x), conti-
nua en [a, b] y derivable en (a, b) existe,
por lo menos un punto N perteneciente al
intervalo (a, b) en el que la recta tangente
a la gréfica f(x) es paralela a la cuerda
gue une los puntos P y Q de coordenadas

f(a)




Ra f(a] v db f(b)).

Aplicando el teorema a f(x) en el intervalo considerado:

2-senﬂ
2

2.1 2.2
f(1)= = = f(1
Y g7 3[1-4+11 21 .38 2 Y

on
2-sen—
2

21 _28_g @3

£(3)= -
( ) 2’bos(9rr) 3/ o-12+11 2—3 %/g 2

Queda demostrado que exiatél, 3) tal que f'¢) = 3.
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OPCION B

t 1 2
1°) Dada la matriza=|t+1 t+1 1 |, encuentralos valorasiR para los que la ma-
-t 0 t-1

triz A no es regular.

Una matriz es regular cuando su determinante es distinto de cero.

t 1 2
|Al=|t+1 t+1 1 |=tlt+ Mt- I+ (Ft)- L+ Y1-t)-(t+2)(-1)=
-t 0 t-1

=tfe+ - e 20+ @+ Ne- b+ - d=tlr Y- -t )i-0)=
=+ - e+ (- d= (- fer X - d=0- 2+ 2+ = )=tl- D+ 2)=0 =t

e
1
(@)

N
I
=

wr—f'
I
I
N

La matriz Ano esregularparat=0,t=1yt=-2.

*kkkkkkkkk



2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto P(0, -2, 1) y «
2x+y-z+2=0 x+1 _ y+4 _z+1

alarectas = y s=
X-y-z+1=0 1 0 2

., 2x+y-z+2=0 . s .
La expresion de = v y— 24120 por unas ecuaciones paramétricas es la si
guiente:
2x+y-z+2=0 2X+y=-2+/
r= Y = z=1= Y = X=-3+21 ;; x=-1+31 ;;
X—y-z+1=0 X—y=-1+A —_—
x=-1+%A
y=X+1-A=-1+ZA+1-A=-3A=y = r=y=-314
z=A

Un punto y un vector director de r son A(-1, 0, 0),y=(2 -1, 3).

Los puntos A y P determinan el vectaP = P- A=(1, - 2, 1).

El planor; que pasa por P y contiene a la recta r es el siguiente:

X y+2 z-1
”1('3’ v, ND)E 2 -1 3 (=05 - x By+ 2- 4z 1+(z- J+ ex-Ay+2)=0;;
1 -2 1

5+(y+ 2- 82— 1= 0;; 5x+ y+ 2-%+3=0 = 7, = 5x+ y- Z+5=0.

Un punto y un vector director de s son B(-1, -4, -1) ¥ (1, 0, 2).

Los puntos B y P determinan el vecgr = P-B=(1, 2, 2).

El planon; que pasa por P y contiene a la recta s es el siguiente:

X y+2 z-1
7T2(P n ﬁ:)s 1 0 2[=0; fy+ 2+ 4z-9-4x-2Ay+2)=03;
1 2 2

- &+ iz—])= 03 2x—(z—1):O = I, = 2X-z+1=0.

La recta t es la que determinan los plamog n,; al cortarse; su expresion dada
por unas ecuaciones continuas es la siguiente:



t

> X=A=>2z=% 2 ;;y=—-5 X+ Z=-5-51+3+64 =

71, = 5x+ y—-3+5=0
m,=2x-z+1=0

x=A
:—2+/1:y = t= y:—2+A — tE_X:LZ:Z__l_
1 1 2
z=1+24
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3°) Demuestra que la derivada de la funcidr) = x**™ se anula en algn punto del in-

T . ;. . -
tervalo (E’ nj. Menciona los resultados tedricos empleados v justifica su uso.

Para derivar la funciof(x) = x**™ tomamos logaritmos neperianos:

[ f }= L%™=senx-Lx. Derivando ahora los dos términos:

= COS X Lx+senx-1 o f (x) = xse [cosx- Lx+1-$nxj.
f(x) X X

La funcion f'(xX) es continua en el intervaﬁézz, nj por lo cual le es aplicable el

teorema de Bolzano, que dice: “Si una funcion f es continua en un intervalo cerradc

b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menc
valor cO(a, b) tal que f(c)=0".

sen” 1
f'(g):[Z_Tj 2 (CosﬂL£+gsen7_Tj:(£j (OL7_T+£ j:zz:ﬂ)
2 2 2 2 2 2 T

f'(m)=m" (cosm- Lr+m-senm)=n° (- 1Lm+m-Q=1-(-Lm)=-Lm<0.

Lo anterior prubaque'ﬁ )x seanula para dg un valor del intervalo (E, ﬂj
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4°) Dadas las funcionesf(x)=5-x* y g(x)=i2, calcula el area de la region del plano
X

encerrada entre las graficas de f(x) y g(x).

A
9(x) Y \ La representacion grafica de la si-
tuacion es, aproximadamente, la que indica
CyY . D la figura adjunta.
f(x o
S ) ) Los puntos de corte de las junciones
se obtienen de la igualacion de sus expre-
F siones; son los siguientes:
AY
f(x)=5-x 4
- ! 4 =5-x° =— 5
g(x)=— X

/-2 -1 O

5-Xz=4::x*-5°+4=0=> ¥=za= a*-m:+4=0: a

_ 54/25-16 _ 5¢@= 5+3_

2 2 2

x=-2- A-21)

a=4=x" =

~—

x,=2- B(21

x,=-1 - C(-1, 4)

a,=1=x* =

x,=1- D(1 4)

Por ser f(-x)= f(x) y d-x=g(x), ambas funciones son simétricas con respect
al eje OY; ademas, como se aprecia en la figura, las ordenadas de la fi{rji@ x2

son iguales o mayores que las ordenadas correspondientes a la @(m):’téﬁ; en los
X

intervalos correspondientes al area a calcular, por lo que el area pedida es:

S 2?[ 1)~ o¥)]dx= 2?(5—% —Xizjdx: 2-{5x—§—4iﬂj = 2-{5x—"_33+§I .

3 3
= 2. 5-2—2—+ﬂ - 5-1—1—+i1 :2-(1o—§+2—5+1—4j:2-(3—Zj=2-3:i1 U =S.
3 2 3 1 3 3 3 3 3
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